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Vorrede. 


Als  ich,  zunächst  in  Felge  äusserer  Veranlassung,  den  Entsohluss  fsstte, 
eine  neue  Bearbeitung  der  Elementar-Mathematik  so  unternehmen,  da  war  et 
mir  nicht  zweifelhaft,  dass  nur  eine  mit  den  alten  Traditionen  brechende  und 
den  modernen  strengeren  Anforderungen  an  die  Wissensohaftliohkeit  gerecht 
werdende  Darstellung  ein  solches  Unternehmen  rechtfertigen  könne.  Ich  konnte 
mich  aber  um  so  eher  zur  Ausfuhrung  einer  derartigen  Arbeit  entsohHessen, 
weil  theils  theoretische  Studien,  theils  eine  längere  Schulpraxis  mich  allmahg 
auf  einen  Standpunkt  gefuhrt  hatten,  der  von  demjenigen  der  meisten  übrigen 
Autoren  im  Gebiet  der  Elementar-Mathematik  wesentlich  abweicht. 

Ich  will  im  Folgenden  zunächst  die  in  der  Neuzeit  vorherrschende  besondere 
Richtung  der  Literatur  auf  dem  Gebiete  der  Elemente  zu  oharakterisiren  und 
die  Ursachen  dieser  Richtung  anzugeben  versuchen,  sodann  meinen  eigenen 
abweichenden  Standpunkt  darlegen  und  zuletzt  einige  Bemerkungen  über  den 
vorliegenden  ersten  Theil  meiner  Arbeit  hinzufugen. 

Es  zeigen  bis  auf  wenige  neue  Erscheinungen  fast  alle  im  Laufe  der  letzten 
Jahrzehnte  erschienenen  Werke  über  die  Elemente,  soweit  mir  bekannt  gewor- 
den, das  Bestreben,  in  möglichster  Kurze  und  UebersiohtKchkeit  das  Notwen- 
digste des  Stoffes  zu  geben,  sich  gegenseitig  in  kleinen  pädagogischen  Vortheilen 
zu  überbieten  und  gelegentlich  neue  Lösungsversuohe  für  von  früher  her  be- 
stehende Schwierigkeiten  zu  geben.  Neben  dieser  alle  Zweige  der  Elemente 
gleichmassig  treffenden  Behandlungsweise  hat  die  Darstellung  einzelner  derselben 
noch  besondere  Richtungen  angenommen. 

Je  mehr  man  die  Arithmetik  und  Algebra  als  ein  Universal -Instrument 
sjor  Behandlung  der  verschiedensten  Aufgaben  schätzen  lernte,  je  mehr  nament- 
lich die  rechnende  Geometrie  in  den  höheren  Schulen  festen  Fuss  fasste,  desto 
mehr  legte  man  Gewicht  auf  Erreichung  der  Fähigkeit,  jenes  Instrument  in 
möglichst  virtuoser  Art  zu  handhaben,  desto  mehr  aber  trat  auch  das  Bestreben 
zurück,  die  Regeln  der  Arithmetik  systematisch  aufzubauen.  Begnügen  sich 
doch  manche  Leitfaden  der  Arithmetik  heut  schon  mit  einfacher  Aufzahlung 
der  Regeln,  und  prätendiren  doch  manche  neueren  Uebungsbflcher  schon,  ein 
Lehrbuch  der  Arithmetik  zu  ersetzen.  So  sehr  ist  in  manchen  Kreisen  der 
Sinn  geschwunden  für  die  Notwendigkeit,  die  Arithmetik  ebenso  wissenschr*- 
Hch  zu  begründen  und  zu  behandeln,  wie  man  es  von  der  Geometrie  verlr 
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Die  Geometrie  sehen  wir  gegenwärtig  in  voller  Krisis  begriffen.  Hier  hat 
der  mächtige  Druck,  den  die  Geometrie  der  Hochschule  auf  den  elementaren 
Unterricht  ausübte,  zuerst  das  Bewusstsein  hervorgerufen,  dass  man  denn  dooh 
den  Fortschritten  .der  modernen  Wissenschaft,  soweit  ihre  Resultate  sich  ele- 
mentar darstellen  lassen,  Rechnung  tragen  müsse.  Damit  war  das  Signal  zu 
einer  dem  Abkürzungsverfahren  entgegengesetzten  Strömung  gegeben,  die  sich 
darin  äusserte,  dass  manchen  neueren  Lehrbüchern  eine  mehr  oder  minder 
grosse  Menge  Stoffes  aus  der  modernen  Geometrie  anhangsweise  einverleibt 
wurde,  wodurch  diese  Bücher  in  demselben  Masse  anschwollen,  in  welchem  die 
arithmetischen  zusammenschrumpften.  Im  weiteren  Verlaufe  der  Entwickelung 
hat  man  nun  eingesehen,  dass  mit  einer  solchen  ausser  liehen  IBnzufÜgung  wenig 
gewonnen  sei,  dass  es  vielmehr  nöthig  sei,  die  euclidische  Geometrie  im  Sinne 
der  modernen  Wissenschaft  zu  reformiren.  Das  erste  und  natürlichste  Beginnen 
war,  den  Stoff  der  euclidisohen  Geometrie  vom  modernen  Standpunkte  aus  ganz 
selbständig  darzustellen.  Einzelne  derartige  Versuche  sind  neuerdings  gemacht 
worden;  dieselben  erheben  aber  natürlich  nicht  den  Anspruch,  sofort  als  Grund- 
lage des  Scbul-Unterriohte8  zu  gelten;  dazu  würde  nicht  eine  Reform,  sondern 
eine  totale  Revolution  des  mathematischen  Unterrichtes  erforderlich  sein.  Der 
eigentlich  praktischen  Aufgabe  aber,  eine  vom  modernen  Geiste  getragene, 
äusserlich  dem  euclidisohen  Gange  folgende,  innerlich  an  Stelle  seines  Princips 
der  Congruenzbeweise  ein  neues  setzende  Darstellung  der  Geometrie  zu  geben, 
dieser  Aufgabe  hat  man  noch  nicht  näher  treten  können,  weil  über  das  neue 
Princip  selbst  noch  durchaus  keine  Klarheit,  geschweige  Einigkeit  besteht. 
(Ausführlicher  werde  ich  auf  diesen  Gegenstand  in  der  speciellen  Vorrede  zum 
geometrischen  Theile  dieses  Werkes  zurückkommen.) 

Weniger  als  die  beiden  bisher  genannten  Gebiete  sind  vorderhand  Trigo- 
nometrie und  Stereometrie  von  neuen  Strömungen  berührt  worden,  obwohl  es 
auch  hier  später  an  Reformen  nicht  fehlen  wird. 

Die  Ursache  des  oben  charakterisirten  Strebens  nach  Herstellung  möglichst 
cojnpendiöser  Bücher  liegt,  wie  ich  meine,  zunächst  in  der  Ueberfüllung  der 
mittleren  Klassen  unserer  höheren  Schulen,  vornehmlich  grösserer  Städte;  ferner 
in.  der  durch  Theihuig  dieser  Klassen  noth wendig  gewordenen  Einrichtung  halb- 
jähriger Pensa,  und  in  der  aus  beiden  Umständen  erwachsenden  Notwendigkeit^ 
auf  Einübung  der  Hauptsachen  sich  zu  beschränken,  wobei  überdies  durch  den 
Mangel  an  Zeit  einer  verstandesmässigen,  den  Gegenstand  vielseitig  beleuch- 
tenden Einprägung  das  grösste  Hinderniss  in  den  Weg  gelegt  wird.  Das  Ideal 
des  mathematischen  Unterrichtes,  nämlich  mathematische  Durchbildung  des 
Schülers,  muss  unter  solchen  Umständen  im  Allgemeinen  von  vornherein  auf- 
gegeben werden,  wenn  das  Lehrbuch  den  Schüler  ebenso  stiefmütterlich  behan- 
delt, wie  es  aus  Mangel  an  Zeit  der  mündliche  Unterricht  thun  muss.  Erreicht 
wird  jenes  Ideal  dann  nur  von  einzelnen,  besonders  befähigten,  durch  rasche 
Auffassung  ausgezeichneten  Köpfen;  erreicht  wird;  im  günstigen  Falle  im  Allge- 


meinen  Sicherheit  der  Kenninisse  und  Geläufigkeit  im  Anwenden  derselben  zur 
Lösung  von  Aufgaben  —  immerhin  ganz  sohätzbare  Resultate,  die  aber  gerade 
den  Werth  der  Mathematik  als  eines  allgemeinen  Bildungsmittels  noch  nicht 
genügend  hervortreten  lassen.  Denn  wenn  in  neuerer  Zeit  die  elementare 
Mathematik  mit  mehr  Respeot  behandelt  wird,  als  früher,  so  liegt  der  Grund 
wahrlich  weit  weniger  in  der  allgemeiner  gewordenen  Erkenntniss  jenes  Bil- 
dungswerthes,  als  in  dem  Ansehen,  welches  sich  die  Mathematik  überhaupt 
durch  ihre  Anwendungen  auf  andere  Wissenschaften  erworben  hat. 

Im  Allgemeinen  ist  es  also,  wie  ich  glaube,  ein  pädagogischer  Nothstand 
gewesen,  der  auf  den  Charakter  der  Lehrbücher  in  abgekürzter  Form  hingewirkt 
hat.  Von  diesen  „Leitfäden"  durch  das  vermeintliche  Labyrinth  der  Mathematik 
fanden  sich  nun  freilich  oft  nur  die  Autoren,  die  ihren  individuellen  pädago- 
gischen Bedürfnissen  darin  gerecht  geworden  waren,  befriedigt;  weitere  Ver- 
breitung erlangten  nur  wenige  derartige  Bücher.  Man  hat  neuerdings,  die  Notb 
in  eine  Tugend  verkehrend,  sogar  die  Theorie  aufgestellt,  als  sei  der  kürzeste 
Leitfaden  in  der  Hand  des  Schülers  der  beste,  und  die  Befürchtung  durchblicken 
lassen,  ein  ausführliches  Lehrbuch  lasse  dem  Lehrer  zu  wenig  zu  thun  übrig. 
Ich  kann  diese  Ansicht  nicht  theilen.  Der  denkende  Lehrer  wird  gerade  aus 
einem  ausführlichen  Lehrbuche  für  sich  selbst  wie  für  den  zur  Selbsttätigkeit 
angeregten  Sohüler  den  grössten  Nutzen  schöpfen;  er  wird  die  Auswahl  des 
Stoffes  freier  gestalten  und  dem  jedesmaligen  Standpunkte  der  Generation  an- 
passen können;  er  wird,  wenn  auch  das  Lehrbuch  alles  enthalten  sollte,  was 
dem  Schüler  an  Kenntnissen  beizubringen  ist,  in  der  Anleitung  zum  mathema- 
tischen Denken  und  Arbeiten  eine  mehr  als  ausreichende  Beschäftigung  finden, 
und  zugleich  genügenden  Spielraum  für  die  Entfaltung  seiner  Individualität. 
Und  gerade  da,  wo  unzweckmässige  Schuleinrichtungen  eine  genügende  Durch- 
arbeitung des  Lehrstoffes  in  der  Schule  erschweren,  wird  es  von  besonderem 
Werthe  sein,  den  strebsamen  Schüler  auf  sein  Lehrbuch  verweisen  zu  können, 
damit  er  nicht  nöthig  habe,  sich  auf  die  karge  Kost  zu  beschränken,  welche  für 
die  grosse  Masse  der  Mittelmässigen  genügt.  Auch  die  Besorgniss,  der  Schüler 
werde  sich  in  einem  ausführlichen  Werke  nicht  zurecht  finden,  kann  ich  nicht 
als  begründet  erkennen;  findet  er  sich  doch  in  den  regelmässigen  Gängen  und 
den  labyrinthisohen  Seitenpfaden  der  Grammatik  zurecht.  Nicht  die  Ausführ- 
lichkeit hindert  das  Sichzurecbtfinden,  sondern  der  Mangel  einer  Anordnung 
des  Stoffes  nach  logischen  Principien. 

Dies  sind  im  Allgemeinen  die  Gründe,  aus  denen  ich  mich  gegen  die 
1  tfaden-  Literatur  auf  dem  Gebiete  der  Mathematik  aussprechen  muss,  und 
c  Ansicht  bin,  man  müsse,  wenn  auch  äussere  Umstände  zu  allerlei  Beschran- 
1  igen  des  Lehrstoffes  nöthigen,  doch  dem  Schüler  wie  dem  Lehrer  Gelegenheit 
g  en,  mit  Hilfe  des  Lehrbuches  die  Elemente  von  einer  wissenschaftlicheren 
£  e  kennen  zu  lernen,  resp.  kennen  zu  lehren,  als  es  mit  Hilfe  der  Leitfäden 
c       selbst  mündlicher  Ergänzungen  möglich  ist.  —  Hat  man  in  den  letzten 
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Jahrzehnten  Aber  der  Ausbildung  der  Elemente  nach  der  pädagogischen  Seite 
hin  jene  wissenschaftliche  Seite  vernachlässigt,  so  ist  es  wohl  Zeit  —  und  es 
fehlt  nicht  an  Zeichen,  dase  das  Bedürfniss  hiernach  sich  wirklich  geltend  macht 
—  nun  auch  der  letzteren  ihr  Recht  werden  zu  lassen. 

Indem  ich  nun  meine  eigene  Arbeit  den  hier  entwickelten  Prinoipien  ge- 
mäss zu  gestalten  suche,  indem  ich  namentlich  danach  strebe,  eine  allgemeinere 
Auffassung  darin  hervortreten  zu  lassen,  die  sich  nicht  ängstlich  an  Pensa  an- 
klammert, sondern  diese  zufälligen  Einteilungen  dem  Lehrer  überläset,  hoffe 
ich,  dass  dieselbe  dazu  beitragen  möge,  das  darin  vertretene  Princip  der  freien 
wissenschaftlichen  Entfaltung  auf  dem  Gebiete  der  Elemente  wieder  mehr  zur 
Geltung  zu  bringen.  Ich  hoffe,  dass  das  Buch  dem  jüngeren  Schüler  unter 
Anleitung  und  verständiger  Auswahl  des  Stoffes  seitens  des  Lehrers  ebenso  ein 
nützlicher  Begleiter  sein  soll,  wie  es  dem  geistig  Gereiften  auch  ohne  weitere 
Beihilfe  einen  Einblick  in  den  regelmässigen  Bau  des  mathematischen  Systems 
und  einen  zu  weiterem  Studium  anregenden  Ausblick  in  die  nicht  elementaren 
Gebiete  der  Mathematik  gewähren  soll. 

Soviel  über  die  allgemeine  Anlage  des  Werkes.  Was  den  hier  vorliegen- 
den ersten  Theil  betrifft,  so  schliesst  sich  die  Arithmetik  an  eine  Ausarbeitung 
an,  die  ich  bereits  vor  neun  Jahren  vollendete,  und  an  der  ich  bei  Verfolgung 
der  wichtigsten  seither  erschienenen  Literatur  wenig  oder  nichts  zu  ändern  fand. 
Inzwischen  haben  namentlich  die  bahnbrechenden  Arbeiten  von  Hankel  (Theorie 
der  oomplexen  Zahlensysteme)  und  Schröder  (Lehrbuoh  der  Arithmetik  und 
Algebra)  sich  mit  Erfolg  bemüht,  das  Wesen  der  Grundoperationen  tiefer  er- 
fassen zu  lehren,  als  es  vordem  geschah.  Auch  J.  G.  Grassmann's  scharfsinnige 
Abhandlung  „Ueber  den  Begriff  und  Umfang  der  reinen  Zahlenlehreu  wäre  hier 
in  erster  Linie  zu  nennen,  wenn  sie  nur  überhaupt  bekannter  geworden  wäre. 
Von  Arbeiten,  die  mir  bei  der  Darstellung  einzelner  Gegenstände  von  Nutzen 
gewesen  sind,  habe  ich  zu  nennen:  H.  Grassmann's  Lehrbuch  der  Arithmetik 
(in  der  Reihentheorie)  und  verschiedene  Arbeiten  von  S.  Günther  (zur  Theorie 
der  Kettenbrüche),  während  ich  in  der  Darstellung  der  Probleme  der  Wahr- 
scheinlichkeitsrechnung mich  den  Vorlesungen  Kummer's  anschloss. 

Als  Anwendung  der  Arithmetik  habe  ich  eine  vollständige  Theorie  der 
Decimalrechnung  hinzugefügt.  Ich  halte  es  für  wichtig,  dass  der  Schüler,  und 
sei  es  auch  erst  in  den  oberen  Klassen,  einen  deutlichen  Einblick  in  das  Ver- 
hältnis8  des  gemeinen  Rechnens  zur  Buchstabenrechnung  gewinne,  bin  aber  auch 
der  Ansicht,  dass  alles,  was  eben  nur  das  Erlernen  dieses  Rechnens  betrifft, 
dem  Rechenpensum  der  unteren  Klassen  bis  incl.  Quarta  zuzuweisen  ist.  Ich 
halte  die  sogenannten  bürgerlichen  Rechnungsarten,  mit  Ausnahme  der  Zins- 
rechnung, für  einen  Ballast,  den  man  aus  dem  Unterrichte  der  Quarta  entfernen 
sollte.  Legt  man  Werth  auf  die  Umsetzung  von  Wortaufgaben  in  Gleichungen, 
so  bietet  später  die  Lehre  von  den  Gleichungen  selbst  genug  Gelegenheit,  diese 
Uebung  in  weit  fruchtbarerer,  weil  mannigfaltigerer  Weise  anzustellen.    Die 
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dadurch  frei  werdende  Zeit  in  Quarta  sollte  man  aber  durch  zwei  Gegenstände 
dos  eigentlichen  Deobnalreohnens:  Quadratwurzelausziehung  und  Uebung  im 
Gebrauche  der  yierstelligen  Logarithmentafel  ausfüllen.  Diese  Arbeit  ist  für 
den  Schüler  viel  leichter,  interessanter,  und  namentlich  nützlicher,  als  die  Be- 
schäftigung mit  den  meist  recht  wenig  der  Wirklichkeit  entsprechenden  Auf- 
gaben der  bürgerlichen  Rechnungsarten,  die  überdies  später  durch  Gleichungen 
viel  besser  gelöst  werden.  Man  erspart  dann  aueh  die  durch  die  Logarithmen 
ganz  überflüssig  gewordenen  und  zum  Theil  viel  zu  schwierigen  abgekürzten 
Rechnungen  mit  Deoimalbrüchen.  —  Die  direote  Methode  der  Cubikwurzel- 
auaziehung  verwerfe  ich  wegen  ihrer  Complicirtheit.  Man  konnte  höchstens  ein- 
wenden, dass  Quadrat-  und  Cubikwurzeln  in  praktischen  Aufgaben  vorkommen, 
was  bei  höheren  Wurzeln  nicht  der  Fall  ist.  Ich  denke  aber,  dass  die  in  neuerer 
Zeit  hergestellten  vierstelligen  Logarithmentafeln  bald  genug  Gemeingut  des 
Volkes  werden  können,  sobald  man  durch  Herstellung  wirklicher  Tafelform, 
sowie  durch  ihre  Aufnahme -in  Kalender,  Taschenbücher  und  Lehrbücher  der 
Mathematik  ihre  Verbreitung  fördert.  Für  die  gewöhnlichen  Fälle  der  Praxis 
werden  sie  alle  wünschenswerthe  Genauigkeit  geben,  und  namentlich  auch  für 
die  directe  Methode  der  Cubikwurzelausziehung  genügenden  Ersatz  gewähren. 

Begriff  und  Anwendung  der  Determinanten  habe  ich  in  dem  Umfange 
aufgenommen,  als  es  die  Verwendbarkeit  dieses  Instrumentes  in  der  elemen- 
taren Mathematik  erfordert.  Dagegen  halte  ich  die  Uebungen  im  Umformen 
der  Determinanten,  sowie  die  Entwiokelung  ihrer  weiteren  Eigenschaften  für 
einen  dem  Schul -Unterrichte  ferner  liegenden  Gegenstand;  einmal,  weil  die 
Determinante  in  ihrer  gegenwärtig  üblichen  Gestalt  das  Ideal  einer  abgekürzten 
Schreibweise  nur  unvollkommen  erreicht,  sodann,  weil  der  Nutzen  derselben 
doch  besonders  in  Gebieten  der  Mathematik  hervortritt,  die  man  gegenwärtig 
noch  nicht  zu  den  elementaren  rechnet.  —  Bei  der  unter  Nr.  118  mitgetheilten 
gemeinsamen  Methode  zur  Lösung  der  Gleichungen  vom  2.,  3.  und  4.  Grade 
wird  man  leicht  den  Zusammenhang  mit  der  Theorie  der  binären  Formen  und 
deren  geometrischer  Darstellung  in  der  projeotivischen  Geometrie  erkennen.  — 
Das  für  den  Logarithmus  gewählte  Zeichen  empfehle  ich  mit  Rücksicht  auf  seine 
Einfachheit,  und  auf  den  Umstand,  dass  es  sich  besonders  leicht  an  die  bisher 
abliebe  Bezeichnung  „log"  anschliesst.  —  Die  am  Schluss  gegebene  Uebersicht 
der  Formeln  und  Regeln  ist  zur  Erleichterung  der  Repetition  bestimmt.  Ueber 
andere  Eigentümlichkeiten  der  Darstellung,  die  dem  aufmerksamen  Blicke  des 
Kenners  nicht  entgehen  werden,  habe  ich  hier  nichts  weiter  hinzuzufügen. 

loh  empfehle  schliesslich  mein  Unternehmen  und  zunächst  den  vorliegenden 
Theil  der  Aufmerksamkeit  des  mathematischen  Publikums  und  bitte  um  Mit- 
theflnng  von  Wünschen  behufs  etwaiger  Aenderungen. 

Waren  im  Februar  1878. 

Y,  Schlegel. 
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Einleitung 

in  die  Mathematik. 


1.  Durch  Sinneswahrnehmung  erlangt  unser  Geist  die  Vor- 
stellungen von  Objecten.  Die  Bearbeitung  dieser  Vorstellungen 
heisst  Denken.  Die  Arbeit  des  Geistes  im  Denken  kann  aber 
sowohl  mit  Rücksicht  auf  das  Object  des  Denkens  wie  auf  die 
Art  des  Denkens  von  zweierlei  Art  sein.  In  erster  Hinsicht 
bezieht  sie  sich  entweder  auf  mehrere  unveränderliche 
oder  auf  ein  veränderliches  Object. 

Anm.  Da  verschiedene  Zustande  eines  veränderlichen  Objectes  als 
ebensoviele  unveränderliche  Objecte  betrachtet  werden  können,  so  ist 
klar,  wie  ein  und  dasselbe  Object  beiden  Betrachtungsweisen  unterworfen 
werden  kann. 

\  In  beiden  Fällen  ist  die  Arbeit  des  Geistes  wiederum  eine 

!  doppelte: 

la.  Da  mehrere  Objecte  sich  in  manchen  ihrer  Merk- 
male unterscheiden,  so  kann  man  sich  auf  die  Betrachtung 
dieser  Merkmale  beschränken,  und  die  Objecte  überhaupt  als 
ungleich  ansehen. 

Ib.  Da  sie  aber  auch  Merkmale  gemeinsam  haben  (und  wäre 
es  auch  nur  das  der  Existenz),  so  kann  man  sich  auf  die  Be- 
trachtung dieser  Merkmale  beschränken,  und  die  Objecte  über- 
haupt als  gleich  ansehen. 

2a.  Da  ein  Object  manches  seiner  Merkmale  ändert,  so 

Ikann  man  sich  auf  diese  veränderlichen  Merkmale  beschränken 
und  die  Zustände  des  Objectes  als  ungleich  ansehen. 
2  b.  Da  andere  seiner  Merkmale  unverändert  bleiben,  so 
kann  man  auch  auf  diese  sich  beschränken  und  die  Zustände 
des  Objectes  als  gleich  ansehen. 
StMegdl,  Klementar-MalhemAtlk.  L,  1 
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2.  Die  Mathematik  ist  nun  diejenige  Wissenschaft,  in 
welcher  an  den  Objecten  stets  nur  entweder  die  veränder- 
lichen resp.  ungleichen,  oder  die  unveränderlichen  resp.  glei- 

%  chen  Merkmale  betrachtet   werden,    und   zwar   nicht   einzeln, 

sondern  in  ihrer  Gesammtheit,  so  zwar,  dass  die  Objecte  über- 
haupt nur  als 

1.  unveränderlich  a  ungleich 

2.  veränderlich  b  gleich 
erscheinen. 

3.  Aus  den  gegebenen  Vorstellungen  leiten  wir  neue  ab 
durch  Zusammenfassung,  indem  wir  nämlich  entweder  die  Vor- 
stellungen mehrerer  Objecte  oder  die  Reihe  von  Zuständen 
eines  Objectes  als  ein  neues  Object  betrachten.  Diese  neuen 
Vorstellungen  heissen  Formen,  und  zwar 

1.  discrete,  wenn  sie  aus  Vorstellungen  unveränder- 
licher, 

2.  stetige,  wenn  sie  aus  Vorstellungen  veränderlicher, 

a.  combinatorische,  wenn  sie  aus  Vorstellungen  un- 
gleicher, 

b.  arithmetische,  wenn  sie  aus  Vorstellungen  gleicher 
Objecte  abgeleitet  sind. 

Durch  Zusammenstellung  dieser  Betrachtungsweisen  ergeben 
sich  folgende  Resultate: 

I.  Man  betrachtet  die  unveränderlichen  Objecte  als 
gleich.  In  diesem  Falle  nennt  man  sie  Einheiten,  die  aus 
den  Einheiten  durch  Zusammenfassung  abgeleiteten  Formen: 
Zahlen,  und  die  Wissenschaft,  deren  Gegenstand  die  Zahlen 
sind:  Arithmetik  (Zahlenlehre). 

Anm.  Beim  Zählen  von  Gegenständen  fassen  wir  nur  das  Merkmal 
der  Existenz  ins  Auge  und  betrachten  alle  Gegenstände  als  gleich  und 
unveränderlich.  Das  Resultat  der  Zusammenfassung  ist  die  Zahl,  zunächst 
die  benannte  Zahl,  d.  h.  die  Verbindung  von  Zahl  und  Begriff,  sodann, 
indem  wir  den  gezählten  Gegenständen  den  gemeinsamen  Namen  Ein- 
heiten geben,  also  vom  Begriff  absehen,  die  absolute  Zahl.  —  Statt  vom 
Begriff  kann  man  auch  von  der  Zahl  absehen.  Aus  dieser  Betrachtungs- 
weise geht  die  Begriffslehre  oder  Logik  hervor,  die  man  als  einen  der 
Zahlenlehre  verwandten  Zweig  der  Mathematik  betrachten  und  behandeln 
kann,  indem  nur  die  Grundgesetze  für  die  Verbindung  der  Einheiten  von 
denen  für  die  Verbindung  der  Begriffe  verschieden  Bind.  (Vgl.  Die  For- 
menlehre oder  Mathematik,  von  K.  Grassmann.    Stettin  1872.   S.  13.) 

?..  II.  Man  betrachtet  die  unveränderlichen  Objecte  als 

l  ungleich.    In  diesem  Falle  nennt  man  sie  Elemente,  die 

r-  aus  den  Elementen  durch  Zusammenfassung  abgeleiteten  Formen: 
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Combinationen,   und  die  Wissenschaft,   deren  Gegenstand 
die  Combinationen  sind:   Combinatorik  (Combinationslehre). 

Anm.  Beim  Ordnen  von  Gegenständen,  z.  B.  bei  der  Zusammen- 
ftgung  Ton  Buchstaben  zu  einem  Worte,  betrachten  wir  die  Objecte,  also 
|  hier  die  Buchstaben,  mit  Rücksicht  auf  ihre  verschiedene  Bedeutung  als 
absolut  ungleich.  Die  etwaigen  gleichen  Merkmale,  also  der  gleiche  Stoff 
(Tinte,  Kreide),  oder  die  Zugehörigkeit  zu  derselben  Sohriftgattung,  blei- 
ben gänzlich  unberücksichtigt.  Wörter,  die  aus  denselben  Buchstaben, 
nur  in  verschiedener  Folge,  bestehen,  wie  „nebel"  und  „leben",  sind  ver- 
schiedene Combinationen  derselben  Elemente. 

HL  Man  betrachtet  die  Zustände  eines  veränderlichen 
Objectes  als  gleich.  In  diesem  Falle  nennt  man  das  ursprüng- 
liche Object:  Grösse,  jede  Form,  deren  Beziehung  zu  dem 
gegebenen  Objecte  bei  Aenderung  des  letzteren  unverändert 
bleibt:  Funktion,  und  die  Wissenschaft,  deren  Gegenstand 
,  die  Funktionen  sind:  Funktionslehre. 

Anm.  Beispiel:  Das  veränderliche  Object  sei  der  von  einem  fallen- 
den Körper  seit  Beginn  des  Falles  zurückgelegte  Weg.  Wir  nennen 
diesen  Weg  ar,  gleichviel,  welcher  Dauer  des  Falles  er  entspricht,  und 
betrachten  somit  die  verschiedenen  Zustände  deB  veränderlichen  Objectes 
als  gleich.  Eine  Form,  deren  Beziehung  zur  Grösse  x  unverändert  bleibt, 
wenn  x  sich  ändert,  ist  die  Geschwindigkeit  des  fallenden  Körpers;  wir 
neimen  daher  die  Geschwindigkeit  eine  Funktion  von  *. 

IV.  Man  betrachtet  die  Zustände  eines  veränderlichen 
Objectes  als  ungleich.  In  diesem  Falle  nennt  man  das  ur- 
sprüngliche Object:  Punkt,  den  Inbegriff  der  ungleichen  Zu- 
stände: Gebilde;  ebenso  jede  aus  einem  Gebilde  durch  Aen- 
derung abgeleitete  Form.  Die  Wissenschaft,  deren  Gegenstand 
die  Gebilde  sind,  heisst  Raumlehre. 

Anm.  Die  durch  Bewegung  eines  Punktes  entstehende  Strecke  um- 
tat alle  verschiedenen  Zustande  des  Punktes  während  der  Bewegung, 
ui  also  ein  Gebilde,  desgl.  die  durch  Bewegung  einer  Strecke  entstehende 
Fliehe. 

Hiernach  behandelt 
I.  die  Zahlenlehre  die  arithmetischen  discreten  Formen, 
II.  die  Combinationslehre  die  combinatorischen  discreten 

Formen, 
in.  die  Funktionslehre  die  arithmetischen  stetigen  Formen, 
IV.  die  Raumlehre  die  combinatorischen  stetigen  Formen. 

Anm.  Ein  und  dasselbe  Object  kann  unter  verschiedenen  Namen 
'  »scheinen,  je  nach  der  Betrachtung,  welcher  dasselbe  unterworfen  wird. 
Z.  B.:  Der  Würfel  als  Einheit,  wenn  mehrere  Würfel  gezählt  werden, 
[  *U  Zahl,  wenn  sein  Inhalt  durch  eine  Kubikeinheit  gemessen  wird,  als 
Bement,  wenn  mehrere  Würfel  geordnet  werden,  als  Gombination,  wenn 
rioe  Menge  von  Elementen  in  Form  eines  Würfels  geordnet  werden,  als 
nmkt,  wenn  es  sich  um  die  Bahn  eines  bewegten  Würfels  handelt,  als 

1* 


4  Einleitung 

Gebilde,  wenn  seine  Entstehung  aus  dem  Punkte  verfolgt  wird,  als  Grösse, 
wenn  die  Abhängigkeit  des  Inhalts  der  ihm  umschriebenen  Kugel  von 
seinem  eigenen,  als  Funktion,  wenn  die  Abhängigkeit  seines  Inhalts  von 
der  Länge  seiner  Seite  untersucht  wird. 

4.  Die  Bezeichnung  der  gegebenen  Objecte  sowie  der 
Formen  geschieht  durch  Buchstaben.  —  In  den  Zweigen,  welche 
die  algebraischen  Formen  behandeln,  erscheinen  die  als  gleich 
betrachteten  Einheiten  und  Grössen  nicht  einzeln  unter  beson- 
deren Zeichen,  sondern  dasselbe  Zeichen  (1,  x)  genügt  für  alle. 
In  den  Zweigen,  welche  die  combinatorischen  Formen  behan- 
deln, erscheinen  die  als  verschieden  betrachteten  Punkte  und 
Elemente,  jedes  durch  einen  besonderen  Buchstaben  bezeichnet. 

5.  Für  jeden  Zweig  der  Mathematik  ergeben  sich  zwei 
verschiedene  Behandlungsweisen,  je  nachdem  man  von  den 
speciellen,  einfachen  Formen  zu  den  allgemeinen,  zusammen- 
gesetzten vorschreitet,  oder  die  Formen  in  ihrer  grössten  All- 
gemeinheit aufstellt,  und  die  daran  gefundenen  Gesetze  hin- 
terher auf  die  speciellen  Fälle  anwendet.  Die  erste  Methode 
ist  die  genetische;  sie  führt  vor  unseren  Augen  das  Gebäude 
der  Wissenschaft  Stück  für  Stück  auf.  Die  andere  ist  die 
dogmatische;  sie  führt  uns  in  dem  fertigen  Gebäude  herum 
und  zeigt  uns  seine  Theile.  Es  ist  klar,  dass  der  erste  Weg 
den  Vorzug  verdient,  wo  es  sich  darum  handelt,  Jemand  in 
die  Wissenschaft  einzuführen,  während  für  denjenigen,  welcher 
das  Ganze  schon  beherrscht,  der  zweite  Weg  der  kürzere  und 
übersichtlichere  ist. 

Wie  es  in  jedem  einzelnen  der  vier  Zweige  die  Aufgabe 
der  allgemeinen  Betrachtungen  ist,  die  speciellen  Resultate 
unter  einem  höheren  Gesichtspunkte  zu  vereinigen,  und  das 
Gemeinsame  derselben  festzustellen,  so  lässt  sich  auch  ein 
allen  vier  Zweigen  gemeinsamer  Theil  aussondern,  der  „allge- 
meine Formenlehre"  genannt  werden,  und  je  nach  der  gewähl- 
ten Form  der  Darstellung  den  Anfang  oder  den  Schluss  des 
Ganzen  bilden  kann. 

6.  Die  Wahrheiten  der  Mathematik,  mit  andern  Worten 
die  Resultate  mathematischer  Forschungen,  lassen  sich  ebenso 
wie  andere  Producte  geistiger  Arbeit  in  Sätzen  ausdrücken. 
Die  Form  dieser  Sätze  wird  aber  abgekürzt,  indem  die  Nomina 
(Formen)  durch  Buchstaben,  die  Beziehungen  derselben  durch 
Zeichen  von  verabredeter  Bedeutung  ausgedrückt  werden.  Ein 
so  ausgedrückter  Satz  heisst  Formel,  und  das  Uebertragen 
einer  Formel  in  die  gewöhnliche  Sprache:  Lesen  derFormel« 
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7.  Alle  die  mannigfachen  Objecte,  die  sich  dem  denkenden 
Geiste  zur  Bearbeitung  darbieten,  liegen  gleichmässig  in  zwei 
Gebieten,  die  gewissermassen  ein  von  vornherein  gegebenes 
Feld  seiner  Thätigkeit  sind,  von  dem  er  sich  nicht  entfernen 
kann.  Diese  Gebiete  sind  Raum  und  Zeit.  Innerhalb  dieser 
Gebiete  können  wir  Objecte  zusammenfassen  und  ihren  Aen- 
derungen  folgen. 

Der  Raum  ist  dasjenige  Gebiet,  in  welchem  die  Objecte 
als  Elemente  oder  Punkte,  die  Zeit  dasjenige,  in  welchem  sie 
als  Einheiten  oder  Grössen  (in  dem  oben  festgestellten  Sinne) 
erscheinen.  Hiernach  handelt  es  sich  in  der  Zahlenlehre  um 
die  zeitliche,  in  der  Combinationslehre  um  die  räumliche  Zu- 
sammenfassung mehrerer  Objecte;  in  der  Funktionslehre  um 
die  zeitliche,  in  der  Raumlehre  um  die  räumliche  Aenderung 
eines  Objectes. 

Mehrere  Objecte  heissen,  insofern  sie  sich  zusammen- 
fassen lassen, 
als  Einheiten :  zählbar,  als  Elemente:  combinationsfähig. 

Ein  Object  heisst,  insofern  es  sich  ändern  lässt, 
als  Grösse:  veränderlich,  als  Punkt:  beweglich. 

8.  Zwischen  den  vier  Zweigen  der  Mathematik  bestehen 
mannigfache  Beziehungen.  Da  nämlich  alle  Objecte  gleich- 
mässig in  Zeit  und  Raum  existiren,  so  gestatten  Zahlen-  und 
Combinationslehre,  sowie  Funktions-  und  Raumlehre  gegen- 
seitige Anwendung  auf  einander.  Da  ferner  die  Zustände  eines 
veränderlichen  Objectes  als  einzelne  Objecte  betrachtet  werden 

I  können,   so  ist  die  Funktionslehre  mit  der  Zahlenlehre,   und 
ebenso  die  Raumlehre  mit  der  Combinationslehre  verwandt. 

9.  Die  Elemente  der  Mathematik  umfassen  Arithmetik  und 
Kombinatorik,  sowie  die  Anfangsgründe,  der  Raumlehre..  Die 
Anfange  der  tunktiotislehre  pflegen  nicht  als  besonderer  Zweig 
behandelt  zu  werden,  sondern  nehmen  ihre  Stelle  da  ein,  wo 
*ie  auf  die  Raumlehre  angewendet  werden.  —  Wir  unterschei- 
den ferner  reine  und  angewandte  Mathematik,  je  nachdem 
die  Einheiten  und  Elemente,  Grössen  und  Punkte  nur  für  sich, 
oder  zu  dem  Zwecke  untersucht  werden,  •  Beziehungen  zwischen 
Objecten  der  Wirklichkeit  zu  entdecken,  die  man  sich  unter 
dem  Bilde  jener  vorstellt.  (Ausführlicheres  über  das  Verhält- 
niss  der  vier  Zweige  der  Mathematik  s.  bei  H.  Grassmann. 
Die  lineale  Ausdehnungslehre.    Leipzig  1844,  in  der  Einleitung.) 
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Reine  Arithmetik. 

Einleitung. 

1.  Entstehung,  Begriff  und  Bezeichnung  der  Zahlen. 

1»  Alle  Gegenstände  unserer  Wahrnehmung  haben  das 
Merkmal  des  Vorhandenseins  (der  Existenz)  an  sich.  Indem 
wir  nur  auf  dieses  Merkmal  achten,  betrachten  wir  sie  alle  als 
gleich,  nennen  sie  Einheiten,  und  können  sie  zusammen- 
fassen. Die  Thätigkeit  dieses  Zusammenfassens  heisst  „Zäh- 
len", und  die  Formen,  welche  dadurch  entstehen,  heissen 
„Zahlen".  —  Eine  Zahl  ist  also  der  Inbegriff  einer 
Menge  von  Einheiten. 

Eine  Zahl,  die  eine  bestimmte  Menge  von  Einheiten 
ausdrücken  soll,  (specielle,  natürliche  Zahl)  bezeichnet  man 
durch  eine  Ziffer,  oder  durch  eine  gesetzmässige  Zusammen- 
fügung mehrerer  Ziffern.  (Mit  diesen  Zahlen  beschäftigt  sich 
das  gewöhnliche  Rechnen). 

Eine  Zahl,  die  eine  beliebige  Menge  von  Einheiten  aus- 
drücken soll,  (allgemeine  Zahl)  bezeichnet  man  durch  einen 
Buchstaben  (einfache  Zahl)  oder  durch  eine  gesetzmässige 
Vereinigung  mehrerer  Buchstaben  (zusammengesetzte 
Zahl).    Mit  diesen  Zahlen  beschäftigt  sich  die  Arithmetik. 

Ein  Buchstabe  kann  jede  bestimmte  Zahl  vorstellen,  aber 
nur  eine  und  dieselbe,  wenn  er  in  einer  zusammengesetzten 
Zahl  mehrmals  vorkommt. 

Es  genügt  folglich,  die  allgemeinen  Zahlen  zu  betrachten, 
da  deren  Gesetze  auf  alle  speciellen  Zahlen  anwendbar  sind. 

Wenn  uns  mehrere  Zahlen  gegeben  sind,  so  achten  wir 
auf  die  Menge  ihrer  Einheiten  (Grösse  der  Zahl).  Wir  können 
dann  die  Zahlen  entweder  nur  vergleichen,  oder  sie  nach 
bestimmten  Gesetzen  zu  neuen  Zahlen  vereinigen  (rechnen). 

2.  Yergleichung  der  Zahlen. 

2.  Zwei  Zahlen.  —  Zwei  Zahlen  (a,  b)  heissen  ungleich, 
wenn  die  eine  mehr  Einheiten  enthält  als  die  andere.  —  a  ^  b. 

Von  zwei  ungleichen  Zahlen  heisst  diejenige  Zahl  (a), 
welche  mehr  Einheiten  enthält,  die  grössere.  —  a  >  b. 
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Diejenige  Zahl  (b),  welche  weniger  Einheiten  enthält, 
heisst  die  kleinere.  —  b  <  a. 

Anm.  „Gross"  und  „klein",  auf  Zahlen  angewendet,  sind  bildliche 
Ausdrücke. 

Zwei  Zahlen  (a,  b)  heissen  gleich,  wenn  die  eine  eben- 
soviel Einheiten  enthält  als  die  andere.  —  a  =  b,  oder  b  -=  a. 

Vertauschungsgesetz:  Von  zwei  gleichen  Zahlen  !• 
kann  man  die  eine  an  die  Stelle  der  anderen  setzen. 
—  Denn  a  =  b  und  6  =  a  bedeuten  dasselbe. 

Anm.  Zwischen  zwei  Zahlen  (a,  b)  sind  nur  folgende  Grössen- 
beziehungen  möglich:  *  >•  6;  <  =  *;  «  <  6. 

Der  Ausdruck  a  =  b  (in  welchem  statt  a  und  b  auch  zu- 
sammengesetzte Zahlen  stehen  können)  heisst  eine  Gleichung; 
a  und  b  heissen  die  Seiten  der  Gleichung  (rechte,  linke). 

Folgerung  aus  dem  Vertauschungsgesetz :  Man  kann  die 
beiden  Seiten  einer  Gleichung  mit  einander  vertauschen. 

Wie  die  Wörter  einer  Sprache,  zu  einem  Satze  zusammen- 
gefugt, der  Ausdruck  einer  Aussage  oder  einer  Frage  sind,  so 
sind  auch  die  Zahlen,  zu  einer  Gleichung  zusammengefügt,  der 
Ausdruck  einer  mathematischen  Wahrheit  oder  Aufgabe.  Im 
ersten  Falle  heisst  die  Gleichung:  Formel,  und  jeder  ihrer 
Buchstaben  kann  durch  eine  beliebige  Zahl  ersetzt  werden ;  im 
zweiten  Falle  heisst  sie :  Bestimmungsgleichung,  und  einer 
ihrer  Buchstaben  wird  durch  die  Werthe  der  übrigen  bestimmt, 
hat  also  nicht  mehr  einen  willkürlichen  Werth. 

Anm.  Was  ist  hiernach  a  =  6?  was  a  =  «?  Welche  mathema- 
tische Aufgabe  oder  Wahrheit  liegt  in  jeder  dieser  Gleichungen? 

3*  Drei  Zahlen.  —  Wir  fanden  zwischen  zwei  Zahlen  (a,  b) 
die  drei  Fälle  a  >  6,  a  =  6,  a  <  b.  Bei  Hinzunahme  einer 
dritten  Zahl  c  kann  sein:  b  >  c,  b  =  cy  b  <  c.  Es  fragt  sich 
nun :  Wenn  wir  a  mit  b  und  b  mit  c  verglichen  haben,  wie  ist 
das  Resultat  der  Vergleichung  von  «mit  c  beschaffen?  Diese 
Frage  beantwortet  der  Verstand  wie  folgt: 

1.  Wenn  a>b  und  b>c,  so  ist  umsomehr  a>c. 


2. 

> 

a>b    . 

>     6  =  e, 

> 

>    auch 

a>e. 

3. 

4. 

» 
> 

a>b    . 

a  =  b    » 

•  b<e, 

•  b>e, 

> 

kann  sein 
ist  auch 

5. 

» 

a  =  b    > 

•     b  =  e, 

» 

»      » 

a=zc. 

6. 

» 

a  =  b    > 

>     b<e, 

» 

»      » 

a<c. 

7. 

» 

a<b    » 

b>e, 

> 

kann  sein 

1 


g  3—5.   Einleitung.    Addition. 

8.  »      a  <  6    >     b  =  (?,   >   ist  auch  a  <  e. 

9.  »      a<&    »&<e,   »»    umsomehr  a < e. 

Der  wichtigste  dieser  Sätze,  Nr.  5,  lautet  in  Worten:  Sind 
zwei  Zahlen  derselben  dritten  gleich,  so  sind  sie 
unter  einander  gleich. 

Anm.  Die  Sätze  2,  4,  5,  6,  8  folgen  auch  aus  der  Anwendung  des 
Vertauschungsgesetzes.  —  Wie  lauten  die  übrigen  Sätze  (ausser  6)  in 
Worten?    Welche  Sätze  gestatten  denselben  Wortautdruck? 

Erste  Abtheilung. 

Die  einfachen  Zahlen. 

A.  Die  absoluten  Zahlen. 

*4.  Uebersieht.  —  Wir  gehen  von  der  aus  Einheiten  zu- 
sammengesetzten Zahl  aus,  und  untersuchen  die  mannigfachen 
Weisen,  in  denen  zwei  Zahlen  zu  einer  neuen  Zahl  vereinigt 
werden  können.  —  Die  beiden  gegebenen  Zahlen  verbinden 
wir  beim  Schreiben  und  Sprechen  für  jede  Art  der  Vereinigung 
durch  ein  besonderes  Zeichen  und  setzen  das  Resultat  der 
Vereinigung  diesem  Ausdrucke  gleich.  Bei  jeder  neuen  Ver- 
einigung (Rechnungsart)  fuhren  die  gegebenen  Zahlen  sowohl, 
wie  das  Resultat,  neue  Namen.  —  Aus  der  einfachsten  Art 
der  Vereinigung  zweier  Zahlen,  welche  der  Vereinigung  von 
Einheiten  entspricht,  leiten  wir  neue  Rechnungsarten  ab,  stellen 
die  Eigenschaften  jeder  Rechnungsart  fest,  und  wenden  zuletzt 
die  Rechnungsarten  auf  ihre  Resultate  an.  Dabei  lassen  sich 
drei  Stufen   der  Vereinigung  ^Rechnungsstufen^  unterscheiden. 

Krste  Rechnungsstufft. 

1.  Die  Addition. 

5.  Vorbemerkung.  —  Wir  hatten  bereits  Einheiten  zu  einer 
Zahl  vereinigt.  Sei  das  Zeichen  dieser  Vereinigung  +,  so  kön- 
nen wir  die  Bedeutung  einer  beliebigen  Zahl  a  durch  die  Glei- 
chung ausdrücken: 

a  =  l  +  l  +  l  +  ... 

Wir  können  nun  in  derselben  Weise  zwei  Zahlen  zu  einer 
neuen  Zahl  vereinigen,  in  welcher  die  Einheiten  jener  beiden 
Zahlen  zusammen  enthalten  sind.    Die  neue  Zahl  ist  dann  aus 
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den  gegebenen  Zahlen  geradeso  zusammengesetzt,  wie  eine  der 
letzteren  aus  den  Einheiten.  Diese  Art  der  Vereinigung  heisst 
Addition. 

6.  Erklärungen.  —  1)  Unter  der  Summe  zweier  Zahlen 
a  und  b  versteht  man  diejenige  Zahl  c,  welche  so  viele  Ein- 
heiten enthält  wie  a  und  b  zusammengenommen. 

Gleichung  der  Addition :  a  +  b  =  c.  (a  plus  6  gleich  c.) 

2)  Die  Zahlen  a  und  b  heissen  Summanden. 

3)  Die  Summe  zweier  Zahlen  bilden,  heisst:  sie  addiren. 

Anm.  Die  der  Summenbildung  entgegengesetzte  Aufgabe  ist  die 
|  Zerlegung  einer  gegebenen  Summe  in  Summanden.  In  diesem  Falle 
|  nennt  man  die  gegebene  Summe  das  Ganze,  und  die  Summanden  die 
|  Tb  eile.  Die  Gleichung  der  Addition  kann  dann  gelesen  werden:  Das 
Ganze  ist  gleich  der  Summe  seiner  Theile. 

Von  zwei  durch  Addition  zu  vereinigenden  Zahlen  kann  die  eine, 
4,  als  erstgegebene,  zu  vermehrende,  die  andere,  6,  als  hinzuzufügende 
Zahl  betrachtet  werden.  In  diesen  Eigenschaften  kann  man  a  und  6 
durch  die  Namen  Äugend  und  Addend  unterscheiden,  und  sagen,  es 
werde  6  zu  a  addirt. 

7.  Eigenschaften  der  Addition.  —  1)  Die  Summanden  3. 
können  beliebig  geordnet  werden.  —  Denn  die  gleichen 
Einheiten,  die  in  der  Zahl  c  enthalten  sind,  können  in  jede 
beliebige  'Reihenfolge  gebracht  werden  (nach  dem  allgemeinen 
Vertauschungsgesetz) ;  namentlich  können  entweder  alle  aus  o, 
oder  alle  aus  b  stammenden  Einheiten  vorangestellt  werden. 
Es  gilt  also  das 

Vertauschungsgesetz :  a  +  b  =  b  +  a. 

Anm.  Aus  der  Geltung  des  Vertausch ungHgesetzps  erklärt  es  sich, 
«ta*s  die  durch  Addition  zu  vereinigenden  Zahlen  roV.bt  einzeln  besonderer 
3amen  bedürfen,  sondern  einen  gemein^.bat'tlio.heri  Name?!  (Summand) 
fähren. 

2*  Die  Summanden  können  beliebig  zus8nimen-4. 
?efasst  werden.  —  Eine  aus  den  Einheiten  dreier  Zahlen 
a,  6,  c  zusammengesetzte  Summe  kann  in  zwei  Zahlen  zerlegt 
werden,  von  denen  die  eine  die  Einheiten  von  a  und  b,  die 
andere  diejenigen  von  c  enthält,  oder  von  denen  die  eine  die 
Einheiten  von  b  und  c,  die  andere  diejenigen  von  a  enthält. 
Da  die  beiden  so  gebildeten  Ausdrücke  dieselbe  Menge  von 
Einheiten  enthalten,  so  sind  sie  einander  gleich. 

Regel:  Jeder  aus  mehrereu  Buchstaben  bestehende  Aus- 
druck, der  als  eine  einzige  Zahl  betrachtet  werden  soll,  wird 
in  Klammern  ( )  geschlossen. 
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Demnach  gilt  also  das 
Zusammenfassungsgesetz :  (a  +  b)  +  c  =  o  +  (6  +  c). 

Anm.  Welche  dritte  Art  der  Zusammenfassung  ist  noch  möglich? 
Wie  lassen  sich  die  drei  Ausdrücke  mit  Hilfe  des  Vertauschungsgesetzes 
ändern? 

8.  Weitere  Bemerkungen  zur  Addition.  —  1)  Da  in  einer 
aus  drei  (oder  mehr)  Summanden  bestehenden  Summe  die 
Klammerzeichen  an  beliebige  Stellen  gesetzt  werden  dürfen, 
so  kann  man  sie  auch  ganz  weglassen,  also  schreiben: 

(a  +  b)  +  c=za  +  b  +  c. 

Der  letztere  Ausdruck  wird  gebildet  durch  fortschrei- 
tende Addition,  d.  h.  so,  dass  man  erst  b  zu  a,  dann  c  zu 
dem  erhaltenen  Resultate  addirt. 

2)  Wenn  a  +  b  =  c,  so  ist 

c>  a,  c  >  6 ; 

5.  d.  h.:  Die  Summe  ist  grösser  als  jeder  Summand. 

3)  Wenn  a=c  und  b  =  d,  so  ist  nach  1  *) 

a  +  b  =  c  +  d, 

6.  mithin:  Gleiches  zu  Gleichem  addirt  giebt  Gleiches, 

9.  Rechnung  mit  Resultaten.  —  In  der  Formel  4 

(o  +  6)  +  c  =  a  +  (6  +  c) 

kann  jede  der  beiden  Seiten  als  Aufgabe  und  die  jedesmalige 
andere  Seite  als  Lösimg  betrachtet  werden.  Die  Aufgabe  rechts 
lässt  sich  mit  ihrer  Lösung  in  der  Regel  aussprechen: 

Addition  einer  Summe. 

7.  Eine  Summe   addirt  man   zu   einer  Zahl,    indem 
man  ihre  Summanden  einzeln  addirt. 

Die  Aufgabe  links: 

Eine  Zahl  wird  zu  einer  Summe  addirt,  indem  man  sie 
zu  einem  der  Summanden  addirt. 

Anm.  Da  man  statt  (« -f  4)  +  e  gewöhnlich  a  +  A+c  schreibt,  so 
wird  durch  Lösung  der  Aufgabe  rechts  eine  Klammer  beseitigt,  durch 
Lösung  der  Aufgabe  links  dagegen  eine  Klammer  eingeführt.  Die  erstere 
Operation  ist  aber  die  wichtigere,  weil  durch  sie  die  Rechnung  mit  einem 
Resultate  auf  diejenige  mit  seinen  einzelnen  Bestandtheilen  zurückgeführt 
wird.  Es  wird  daher  künftig  in  ähnlichen  Fällen  nur  diejenige  Deutung 
der  Formel  hervorgehoben  werden,  welche  eine  Klammer  beseitigen  lehrt. 


*)  Die  einfachen  Zahlen  beziehen  sich  im  ganzen  Buche  auf  die  am 
Rande  stehenden  Nummern  der  Formeln  und  Regeln.  Die  Nummern  der 
Abschnitte  sind  durch  Nr.  bezeichnet. 
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Folgerung:  Eine  Zahl  addirt  man,  indem  man  ihre  Ein- 
heiten einzeln  addirt. 
Aus 

(a  +  6)  +  c  =  o  +  (6  +  c) 

folgt  durch  Vertauschung  von  6  und  c 

(a  +  c)  +  6  =  o  +  (c  +  6). 

Da  diese  Vertauschung  die  rechte  Seite  ungeändert  lässt,  so 
sind  auch  die  linken  Seiten  gleich;  also 

(a  +  b)  +  c  =  (a  +  c)  +  b. 

In  Worten:  Die  Reihenfolge,  in  der  man  mehrere  Zah-  8. 
len  addirt,  ist  beliebig. 

2.  Die  Subtraction. 

10.  Vorbemerkung.  —  In  der  Aufgabe,  die  Summe  c  zweier 
Zahlen  a  und  b  zu  bestimmen,  waren  a  und  b  die  gegebenen, 
c  die  gesuchte  Zahl.  Statt  dessen  kann  man  auch  a  oder  b 
als  gesuchte,  c  und  b  oder  c  und  a  als  gegebene  Zahlen  be- 
trachten. Die  Lösung  dieser  beiden  neuen  Aufgaben  würde 
zwei  neue  Rechnungsarten  erfordern,  wenn  nicht  a  und  b  ver- 
tauscht werden  könnten,  sodass  beide  Aufgaben  durch  eine 
neue  Rechnung  gelöst  werden.  —  Die  eine  der  beiden  Aufgaben 
heisst:  Eine  Zahl  b  zu  finden,  die,  zu  einer  gegebenen  Zahl  a 
addirt,  eine  andere  gegebene  Zahl  c  hervorbringt.  Diejenige 
Vereinigung  von  c  und  a,  durch  welche  diese  Aufgabe  gelöst 
wird,  heisst  Subtraction. 

11.  Erklärungen.  1)  Unter  der  Differenz  zwischen  zwei 
Zahlen  c  und  a  versteht  man  diejenige  Zahl  6,  welche  man 
zu  o  addiren  muss,  um  c  zu  erhalten.  —  Wenn 

a  +  b  =  c, 
so  ist  die 

Gleichung  der  Subtraction :  c  —  a  =  b  (c  minus  a  gleich  6). 

Anm.  Die  zweite  Gleichung  findet  also  in  der  ersten  ihre  Erklä- 
rung und  gilt  für  Äie  nämlichen  Zahlenwerthe  von  «,  b  und  c,  wie  diese. 

2)  c  heisst  Minuend,  a  Subtrahend. 

3)  Die  Differenz  zwischen  c  und  a  bilden,  heisst:  a  von 
subtrahiren. 

12.  Eigenschaft  der  Subtraction.  —  Minuend  und  Sub- 
ahend    sind   nicht   vertauschbar   (führen    daher   auch 

jinen  gemeinsamen  Namen).    Denn  Minuend  und  Subtrahend 
aren  in  der  Addition  resp.  Summe  und  Summand.  —  Wohl 


<us*" 
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aber  sind  Differenz  und  Subtrahend  vertauschbar.  Denn  aus 
der  Vertauschbarkeit  von  a  und  b  folgt,  dass,  wenn 

auch 

c  —  b~a 

ist.  Hieraus  geht  wieder  die  Eingangs  gemachte  Bemerkung 
hervor,  dass  die  beiden  Aufgaben:  6  zu  bestimmen,  wenn  c 
und  a,  a  zu  bestimmen,  wenn  c  und  6  gegeben  sind,  durch 
dieselbe  Rechnung  gelöst  werden.*) 

Aura.  Während  eine  Summe  aus  beliebig  vielen  Summanden  be- 
stehen konnte,  enthält  eine  Differenz  immer  nur  zwei  Glieder.  Die  Frage 
nach  der  beliebigen  Zusammenfassung  ist  dadurch  von  selbst  ausgeschlossen. 

18.  Weitere  Bemerkungen  zur  Subtraction.  —  1)  Da  die 
Summe  grösser  ist  als  jeder  Summand,  so  muss  der  Minuend 
einer  Differenz  grösser  sein  als  der  Subtrahend.  Nur 
unter  dieser  Bedingung  ist  die  Differenz  eine  Zahl  in  dem 
oben  festgestellten  Sinne.  Ist  die  Bedingung  nicht  erfüllt,  so 
muss  man,  um  überhaupt  eine  Lösung  der  Aufgabe  zu  erhal- 
ten, den  Begriff  der  Zahl  erweitern.  Dies  wird  weiter  unten 
geschehen. 

2)  Wenn  a  =  c  und  6  =  d,  so  ist 

a  —  bz=zc  —  d, 

9.  mithin: Gleiches  vonGleichem  subtrahirt  giebtGleiches. 

14.  Zusammenhang  mit  der  Addition.  —  Aus  jeder  der  drei 
Gleichungen: 

1)  a  +  b  =  c 

2)  c-az=b 

3)  c  —  b  —  a 

kann  man  den  Werth  des  rechts  stehenden  Buchstabens  in  die 
beiden  anderen  einsetzen.     Dies  gieht  die   Konme.ln: 

Vi  in  2)  {a  f  M  _  a  —  fc:  2)  in   U  a  f(r  — a^r-c; 

2)  in  o)    r  -  {('  -  a)  -~  a :  X)  in  2)  r  -  (v  -b\-J>: 

3)  in  1)  (c-b)  +  b  =  c;  1)  in  3)  (a+fe)-6  =  a. 

Die  dritte  Reihe  liefert  die  Regeln: 
10.  Eine  Zahl  bleibt  uugeändert,  wenn  man  eine  an- 

dere erst  zu  ihr  addirt  und  dann  vom  Resultate  sub- 


*)  Stellt  man  sich  die  Aufgaben,  aus  c  —  6  —  a  die  Zahlen  c  und  b 
zu  bestimmen,  so  ist  ersichtlich,  dass,  da  c  und  b  nicht  vertauschbar  sind, 
beide  Aufgaben  durch  verschiedene  Rechnungen  lösbar  sein  müssen.  In 
der  That  wird  c  durch  Addition,  b  durch  Subtraction  gefunden. 


r 
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trahirt  (oder  umgekehrt).  Addirt  man  zu*  einer  Differenz 
den  Subtrahend,  so  erhält  man  den  Minuend.  —  Subtrahirt 
man  von  einer  Summe  den  einen  Summand,  so  erhält  man 
den  andern.  —  Daher  besteht  die  Subtraction  in  der  Fort- 
schaffung eines  Summanden. 

Anm.  Welche  Regeln  liegen  in  den  beiden  ersten  Reihen?  — 
Vermöge  der  ersten  Regel  sind  Addition  und  Subtraction  entgegen- 
gesetzte Rechnungsarten. 

15.  Rechnung  mit  Resultaten.  —  Im  Anschluss  an  die  in 
dem  Abschnitt  „Addition"  gelöste  Aufgabe:  eine  Summe  zu 
addiren,  lassen  sich  die  Fragen  stellen:  Wie  addirt  man  eine 
Differenz?  Wie  subtrahirt  man  eine  Summe  und  eine  Differenz? 
Um  die  beiden  ersten  Fragen  zu  beantworten,  geht  man  von 
der  Addition  einer  Summe  aus  und  macht  vermittelst  einer 
ersten  Methode  den  Uebergang  von  der  Summe  zur  Differenz, 
vermittelst  einer  zweiten  den  Uebergang  von  der  Addition  zur 
Subtraction.  Von  jeder  der  beiden  so  erhaltenen  Formeln  kann 
man  dann  zur  dritten  Formel  durch  eine  dieser  beiden  Metho- 
den gelangen,  wie  folgendes  Schema  zeigt: 

Summe  add.   ^-  Summe  subtr. 

i      i 

Diff.  add.   *-  Diff.  subtr. 

Addition  einer  Differenz. 

a  + (6 +  c)  =  a  + 6 +  c;      7.  Eine  Differenz  addirt  11. 

Sei  (6 +  c)  =  <z;  &  =  (cc  —  c);  man  zu  einer  Zahl,  in- 

a  +  x  =  a  +  (*-c)  +  c;     1.  dem  man  den  Minuend 

/    ,     x  .  ,         \  n  m  addirt   und   den  Sub- 

(o  +  a>)-c  =  a  +  (<B-c).9.10.  trahend  subtrahirt. 

Anm.  Welche  Regel  erhält  man,  wenn  man  die  linke  Seite  (a +*) — e 
als  Aufgabe  betrachtet? 

Die  dritte  Reihe  kann  nach  8  geschrieben  werden: 

(a  +  9)  =  0  +  e)  -f  (*  —  c), 

d.  h.:  Eine  Summe  bleibt  ungeandert,  wenn  man  dieselbe  Zahl  zu  dem 
ei   ra  Summand  addirt  und  von  dem  andern  subtrahirt.  —  Oder: 

(ar  —  ©)  =  (*  +  •)_(«  +  «); 

d.  h.:  Eine  Differenz  bleibt  ungeandert,  wenn  man  dieselbe  Zahl  zu 
M  inend  und  Subtrahend  addirt.  —  Oder: 

(«  +  •)  =  (»  +  «)  —  (*  — e); 
d.    .? 

Aus 

(a  +  x)  —  c  =  a  +  {x  —  c) 


\ 
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folgt  durch  Vertauschung  der  Summanden  auf  beiden  Seiten: 

(x  +  a)  —  c  =  (x  —  c)  +  o; 

12.  d.  h.:   Die  Reihenfolge,  in  der  man  mehrere  Zahlen 
addirt  und  subtrahirt,  ist  beliebig. 

Anra.    Welche  Regel  ergiebt  sich,  wenn  man  die  rechte  Seite  als 
Aufgabe  betrachtet? 

Subtraction  einer  Stamme. 

18.      a  +  (6  + c)  =  a  +  6  +  c.  7.      Eine    Summe    subtra- 

a  +  (b  +  c)  —  fc==o+c+6  —  b.    9.  8.   hirt    man    von    einer 

a-6  +  (6  +  c)  =  a  +  c.      12.  10.  £ah1'    infem  m*n  d)e 
,  ■//.    n  Aift  iASummanden      einzeln 

a-fc-c  +  (6  +  c)  =  a.     9.l2.l0.gubtrahirt 

(a-6)-c  =  o-(6  +  c).      9.  10. 

Anm.    Welche  Regel  erhält  man,  wenn  man  die  linke  Seite  als 
Aufgabe  betrachtet? 

Folgerung:  Eine  Zahl  subtrahirt  man,  indem  man  ihre 
Einheiten  einzeln  subtrahirt. 
Aus 

a  —  (b  +  c)  =  (o  —  6)  —  c 

folgt  durch  Vertauschung  von  b  und  c: 

a  —  (c  +  b)  =  (a  —  c)  —  b. 

Da  diese  Vertauschung  die  linke  Seite  ungeändert  lässt,  so 
sind  auch  die  rechten  Seiten  gleich,  also: 

(a  —  b)  —  c  =  (o  —  c)  —  6; 

u.  d.  h.:   Die  Reihenfolge,  in  der  man  mehrere  Zahlen 
subtrahirt,  ist  beliebig. 

Subtraction  einer  Differenz« 

16.        a  —  (b  +  c)=za  —  b  —  c.       13.     Eine    Differenz    sub- 

Sei  (b  +  c)  =  x\  b  =  (x-c).  trahirt  man  von  einer 

n*     „     (~     »\  i        Zahl,  indem  man  den 

,         v,        v         '       \    a    in   Minuend       subtrahirt 
(a-x)  +  c  =  a-(x-c).  b.  10.  und    den    Subtrahend 

addirt. 

Anm.  Welche  Regel  erhält  man,  wenn  man  die  linke  Seite  als 
Aufgabe  betrachtet?  —  Von  nun  an  wird  dem  Leser  selbst  überlassen 
werden,  sich  in  den  entsprechenden  Fällen  diese  Frage  zu  stellen. 

Die  dritte  Reihe  kann  nach  14  geschrieben  werden: 

(a  —  äs)  =  (a  —  e)  —  (x  —  e), 

d.  h.:    Eine  Differenz  bleibt  ungeändert,  wenn  man  dieselbe  Zahl  von 
Minuend  und  Subtrahend  subtrahirt.  —  Oder: 
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(«-•)  =  («  —  •)  +  (•--•); 

d.  h.?  —  Oder: 

(a>  — c)  =  (a  — c)-(ä-x); 
d.  h.? 

Folgerung.  Nennt  man  eine  Klammer,  vor  welcher  +  steht, 
eine  Plusklammer,  eine  solche,  vor  welcher  —  steht,  eine 
Minusklammer,  so  lassen  sich  die  Regeln  7,  11,  13,  15, 
wie  aus  den  zugehörigen  Formeln  ersichtlich  ist,  durch  folgende 
mechanische  Regel  ersetzen: 

Eine  Plusklammer  kann  beliebig  gesetzt  und  weg-  16. 
gelassen  werden,  eine  Minusklammer  nur  dann,  wenn 
man  gleichzeitig  alle  in  der  Klammer  stehenden  Plus- 

und  Minuszeichen  umkehrt  (d.  h in  +  verwandelt  und 

+  in  -). 

16.  Erweiterungen.  1)  Setzt  man  in  den  Formeln  7,  11, 
13,  15  az=zd  +  ej  und  o=d— e,  so  erhält  man  die  Ausführung 
der  Rechnungen  erster  Stufe  zwischen  Summen  und  Differenzen. 
Von  den  8  sich  ergebenden  Formeln  lautet  die  erste: 

(d  +  e)  +  (b  +  c)  =  [(rf  +  e)  +  b]  +  c  =  d  +  c  +  b  +  c. 

2)  Setzt  man  in  denselben  Formeln  c = d  +  e,  und  c = d — e, 
so  erhält  man  die  Ausführung  der  Rechnungen  erster  Stufe 
mit  Resultaten,  deren  Theile  wieder  ein  Resultat  enthalten. 
Die  erste  dieser  8  Formeln  lautet: 

a  +  [b  +  (d  +  «)]  =  (a  +  6)  +  (d  +  e). 

Die  links  gestellte  Aufgabe  ist  also  auf  die  vorher  gelöste  zu- 
rückgeführt. Man  sieht  hierbei,  dass  erst  die  äussere,  dann 
die  innere  Klammer  gelöst  worden  ist  Ebenso  wird  man,  mit 
Benutzung  der  Regel  16,  verfahren,  wenn  noch  mehrere  Klam- 
mern zu  lösen  sind,  von  denen  immer  eine  in  der  anderen  ent- 
halten ist.  (Aufgaben:  Hofmann, *}  2.  Erster  Abschnitt.  I. 
-  Bardey,**>  IV.) 

Zweite  Rechnungsstufe. 

3.  Die  Multiplication. 

17.  Vorbemerkung.  —  Die  Einheiten,  welche  wir  oben  zu 
ei  ;r  Zahl  vereinigten,  waren  einander  gleich;  die  Zahlen  da- 
g  ,en,  deren  Summe  wir  bildeten,  waren  es  im  Allgemeinen 


*)  Sammlung  v.  Aufg.    a.  d.  Arithm.  u.  Algebra.     Bayreuth  1874 
b<    Grau. 

**)  Methodisch  geordnete  Aufgabensammlung.  Leipzig  bei  Teubner. 
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nicht  Nehmen  wir  nun  an,  eine  Summe  bestehe  aus  lauter 
gleichen  Summanden,  so  brauchen  wir,  um  diese  Summe  zu 
bilden,  nur  zwei  Zahlen  zu  keunen,  nämlich  den  wiederholten 
Summand  und  die  Anzahl  der  Summanden.  Diese  Art  der 
Summenbildung  kann  also  als  eine  neue  Art  der  Vereinigung 
zweier  Zahlen  betrachtet  werden.  Dieselbe  heisst  Multi- 
plikation. 

18.  Erklärungen.  —  1)  Unter  dem  Producte  c  zweier 
Zahlen  o  und  b  versteht  man  eine  Summe  aus  a  Summanden, 
deren  jeder  gleich  b  ist.  (Kurz :  Ein  Product  ist  eine  Summe 
aus  lauter  gleichen  Summanden.) 

ah  =  b  +  h  + (amal) 

Gleichung  der  Multiplication :  ab  =  c  (o(mal)Ö  gleich  c). 

2)  Der  wiederholte  Summand,  b,  heisst  Multiplicand, 
die  Anzahl  der  Summanden,  a.  Multiplicator,  beide  Zahlen 
gemeinsam:  Factoren. 

3)  Das  Product  zweier  Zahlen  a  und  b  bilden,  heisst: 
a  mit  b  multipliciren, 

Arno.  Die  Multiplication  zweier  allgemeiner  Zahlen  wird  durch 
einfachen  Nebeneinander  sehreiben  bezeichnet.  Die  Verbindung  ab  wird 
ursprünglich  gelesen:  a-mal  6,  wohei  also  die  Silbe  „mal"  mit  der  voran- 
gehenden Zahl  ein  Wort  bildet.  (Ebenso  hei  speciellen  Zahlen,  z.  6.: 
einmal,  dreimal.)  Da  aber,  wie  sogleich  gezeigt  werden  wird,  a  und  4 
vertauscht  werden  können,  so  pflegt  man  die  Hübe  „mal"  als  selbstän- 
diges, zwischen  a  und  b  gesetztes  Wort  zu  betrachten  (ebenso  wie  „plus" 
in  der  Addition),  welches  dadurch  seine  ursprüngliche  Bedeutung  verliert 
und  nur  noch  zur  Bezeichnung  der  Multiplication  dient. 

19.  Eigenschaften  der  Multiplication.  —  1)  Die  Factoren 
können  beliebig  geordnet  werden.  —  Denn  da  ab  = 
b  +  b  + ...  (omal)  ist,  so  können  wir  alle  in  dem  Producte 
ab  enthaltenen  Einheiten  in  a  Horizontalreihen  ordnen,  von 
denen  jede  b  Einheiten  enthält  (wie  die  nebenstehende  Figur 
zeigt,  in  der  die  Einheiten  durch  Quadrate  dargestellt  sind). 
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Gleichzeitig  aber  ordnen  sich  die  Einheiten  in  ftVertical- 
reihen,  jede  mit  a  Einheiten,  sodass  diese  zweite  Zählung  das 
Product  ba  giebt.  Da  dies  zweite  Product  dieselben  Einheiten 
enthält,  wie  das  erste,  nur  anders  gezählt,  so  gilt  das 

Vertauschungsgesetz :  abz=zba. 

Anm.  Die  Geltung  dieses  Gesetzes  rechtfertigt  die  Aufstellung:  des 
gemeinsamen  Namens  „Factor"  für  Multiplicand  und  Multiplicator.  Diese 
letztem  Benennungen  sind  aber  nicht  überflüssig,  da  die  Vertauschung 
unzulässig  ist,  sobald  die  beiden  Zahlen  aus  verschiedenartigen  Einheiten 
abgeleitet  sind,  was  in  der  angewandten  Arithmetik  vorkommen  kann. 
Ist  nämlich  der  Multiplicand  eine  benannte  Zahl,  z.  B.  7  Meter  (also 
nicht  aus  der  Zahlenemheit,  sondern  aus  der  Längeneinheit  „Meter"  ab- 
geleitet), so  kann  man  zwar  das  Product  bilden:  dreimal  Siebenmeter, 
nicht  aber:  Siebenmeter-mal  drei;  d.  h.:  es  gilt  hier  keine  Vertauschung 
von  Multiplicand  und  Multiplicator,    Vergl.  Nr.  25  Anm. 

2)  Die  Factoren  können  beliebig  zusammengefasst  19. 
werden.  —  Denn  setzt  man  in  der  Figur  zu  18  statt  jeder 
Einheit  die  Zahl  c,  so  giebt  jede  Horizontalreihe  bc  Einheiten, 
also  alle  a  Horizontalreihen  a(bc)  Einheiten.  Jede  Vertical- 
reihe  aber  giebt  ae  Einheiten,  also  alle  b  Verticalreihen  b{ac) 
Einheiten.     Demnach  gilt  das 

Zusammenfassungsgesetz :  a(bc)  =  b(ac) 
oder  mit  Benutzung  von  18: 

a(bc)  =  c(ab)  =  (ab)c. 
20.  Weitere  Bemerkungen  zur  Multiplieation.  —  1)  Da  in 
einem  aus  drei  (oder  mehr)  Factoren  bestehenden  Producte  die 
Klammerzeichen  an  beliebiger  Stelle  gesetzt  werden  dürfen,  so 
kann  man  sie  auch  ganz  weglassen  und  schreiben: 

(oi)c  =  o6c; 
d.  h.:  bei  fortschreitender  Multiplieation  wird  erst  o  mit  4, 
dann  das  Product  mit  c  multiplicirt. 

2)  Wenn  a6  =  c,  so  ist 

c  >  a  und  c  >  b ; 

d.h.:  Das  Product  ist  grösser  als  jeder  Factor;  ferner  20. 
ist  dasselbe  ein  Vielfaches  jedes  Factors. 

3)  Wenn  a  =  c  und  b  =  d,  so  ist  nach  1 

ab=:cd, 

mithin:    Gleiches    mit    Gleichem    multiplicirt    giebt  21. 
Gleiches. 

2L  Rechnung  mit  Resultaten.  —  Wie  in  der  ersten  Rech- 
nungsstufe  aus  einer  Grundformel  (7)  die  übrigen  drei  Formeln 

Schlegel,  ElemeoUr-MAthßmatÜc.  L  % 
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(11,  13,  15)  abgeleitet  wurden,  so  ist  es  auch  hier  der  Fall, 
nur  dass  man  2  Grundformeln  aufstellen  muss,  da  die  Rech- 
nungen nicht  blos  an  einem  Resultate  erster,  sondern  auch 
an  einem  solchen  zweiter  Stufe  ausgeführt  werden  können. 
Die  Methoden  der  Ableitung  sind  dieselben,  welche  bereits 
oben  angewendet  wurden. 

A,  Rechnung  mit  Resultaten  1.  Stufe. 

Multiplication  einer  Summe« 

22.  c(a+6)=(a+6)+(a+6)+...(cmal)  17.  Eine  Summe   multipli- 

=za  +  a  + (cmal)  cirt  man  mit  einer  Zahl, 

+  ft  +  4  +  ...(cmal)     16. 3. inde™    m*n    f5    s»™- 
,    .  ,x  ,    .      v        '       i„   manden  einzeln  multi- 

c(a  +  6)  =  ca  +  ci  l7-  plicirt    und    die    Pro- 

oder ducte  addirt. 

(a  +  b)c=zac  +  bc  18. 

Multiplication  einer  Differenz. 

23.  (a  +  6)c  =  ac  +  bc.  22.  Eine  Differenz  multi- 
Sei  plicirt    man   mit   einer 

a  +  b=:x;  az=x  —  b.  Zahl,    indem   man  ihre 

(üc  =  (x  —  b)c  +  bc.  Glieder  einzeln  multi- 

/««     A/.     t~     h\n        q  m   plicirt  und  das  Product 
xc  —  oc  =  ( x  —  o)c.       v.  1U.  K      0    ,  x     ,       ,  , 

v         '  des  Subtrahend  von  dem 

desMinuend  subtrahirt 
Betrachtet  man  in  22  die  rechte,  in  23  die  linke  Seite 

24.  der  Formel  als  Aufgabe,  so  erhält  man  die  Regel:  Producte 
mit  einem  gemeinsamen  Factor  werden  addirt  oder 
subtrahirt,  indem  man  den  gemeinsamen  Factor  mit 
der  Summe  oder  Differenz  der  nicht  gemeinsamen 
Factoren  multiplicirt. 

Dieses  Verfahren  wird  auch  Heraussetzung  des  ge- 
meinsamen Factors  genannt. 

Also  nur  bedingungsweise  kann  eine  Summe  oder  Differenz 
von  Producten  als  Product  dargestellt  werden.  Wie  diese  Be- 
dingung nachträglich  in  einer  Aufgabe  erfüllt  werden  kann, 
werden  wir  weiter  unten  sehen.  (S.  Anm.  zu  33.)  (Aufga- 
ben: Hofmann  2.  Erster  Abschn.  II,  33—53,  83—121.) 

Erweiterungen.  Setzt  man  in  den  Formeln  22  und  23 
c  =  d  +  e  und  c  =  d  — .  e,  so  erhält  man  nach  Lösung  der  Klam- 
mern mittelst  derselben  Formeln: 
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1)  (a  +  b)(d  +  e)z=ad  +  ae  +  bd  +  be; 

2)  (a  +  6)(d-e)  =  ad-ae  +  W-6e; 

3)  (x  —  b)(d  +  e)  =  xd  +  xe  —  bd  —  6e; 

4)  (x  —  b)(d  —  e)  =  xd  —  xe  —  bd  +  be\ 

d.  h.:  Summen  und  Differenzen  werden  mit  einander  26. 
multiplicirt,  indem  man  jedes  Glied  der  einen  mit 
jedem  ßliede  der  andern  multiplicirt,  und  alle  Pro- 
ducte  aus  zwei  Summanden  oder  Subtrahenden  addirt, 
dagegen  alle  Producte  aus  einem  Summand  und  einem 
Subtrahend  subtrahirt 

32.     B.  Rechnung  mit  Resultaten  2.  Stufe. 

Formel  19:  a(bc)z=(ab)c  enthält  die 

Multiplication  mit  einem  Producte. 

Eine  Zahl  wird  mit  einem  Producte  multiplicirt,  26. 
indem  man  sie  mit  den  Factoren  der  Reihe  nach  multi- 
plicirt. 

Betrachtet  man  die  rechte  Seite  von  19  als  Aufgabe,  so 
ergiebt  sich  die  Regel:  Ein  Product  wird  mit  einer  Zahl  mul- 
tiplicirt, indem  man  einen  Factor  mit  ihr  multiplicirt. 

Aus 

(ab)c  =  a(bc) 

folgt  durch  Vertauschung  von  b  und  c 

(ac)b  =  a(cb). 

Da  diese  Vertauschung  die  rechte  Seite  ungeändert  lässt, 
so  sind  auch  die  linken  Seiten  gleich,  also: 

(ab)c  =  (ac)b. 

In  Worten:  Die  Reihenfolge,  in  der  man  mit  mehreren  27. 
Zahlen   multiplicirt,    ist  beliebig.     (Aufgaben:   Hof- 
mann 2.  Erster  Abschn.  II,  1—16,  54—60;  III,  1—66, 115—137. 
—  Bardey  VI.) 

4.  Die  Division. 

23.  Vorbemerkung.  —  Wie  aus  der  Gleichung  der  Addition, 
a+b=c,  so  gehen  auch  aus  derjenigen  der  Multiplication  ab=c 
zwei  neue  Aufgaben  dadurch  hervor,  dass  man  entweder  a  oder 
b  als  gesuchte,  b  und  c  oder  a  und  c  als  gegebene  Zahlen 
betrachten  kann.  Auch  hier  bewirkt  die  Vertauschbarkeit  von 
a  und  6,  dass  beide  Aufgaben  durch  eine  neue  Rechnung  ge- 

2* 
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löst  werden.  Die  eine  dieser  Aufgaben  wird  also  lauten:  Eine 
Zahl  b  zu  finden,  die,  mit  einer  gegebenen  Zahl  a  muitiplicirt, 
eine  andere  gegebene  Zahl  c  hervorbringt.  Diejenige  Vereini- 
gung von  c  und  a,  deren  Resultat  b  ist,  heisst  Division. 

24.  Erklärungen:  1)  Unter  dem  Quotienten  zwischen 
zwei  Zahlen  c  und  a  versteht  man  diejenige  Zahl  6,  mit  wel- 
cher man  a  multipliciren  muss,  um  c  zu  erhalten.  —  Wenn 

abz=c, 
so  ist  die 

Gleichung  der  Division:  —  =  A  (c  durch  a gleich  i). 

a 

2)  c  heisst  Dividend,  a  Divisor. 

3)  Den  Quotienten  zwischen  c  und  a  bilden,  heisst:  e  durch 
a  dividiren. 

Anm.  Ein  in  natürlichen  Zahlen  ausgedrückter  Quotient  wird  ge- 
wöhnlich ,. Bruch"  genannt,  sein  Dividend  „Zähler,*4  sein  Divisor 
„Nenner". 

25.  Eigenschaft  der  Division.  —  Dividend  und  Divisor 
sind  nicht  vertauschbar.  —  Wohl  aber  sind  Quotient  und 
Divisor  vertauschbar.  Denn  aus  der  Vertauschbarkeit  von  a 
und  b  folgt,  dass,  wenn 


auch 


C  — A 

a 


c 

j=a 


ist.  Durch  letztere  Gleichung  ist  die  zweite  der  oben  erwähn- 
ten Aufgaben  gelöst,  nämlich  a  zu  bestimmen,  wenn  e  und  b 
gegeben  sind. 

Anm.  Sind  die  Faotoren  eines  Productes  nicht  vertauschbar  (vgl. 
Anm.  in  Nr.  19),  so  werden  die  beiden  Aufgaben:  a  zu  bestimmen,  wenn 
c  und  b,  und  b  zu  bestimmen,  wenn  e  und  a  gegeben  sind,  verschiedene 
Rechnungsarten  erfordern.  So  führt  z.  B.  die  a.  a.  0.  gestellte  Aufgabe: 
„dreimal  sieben  Meter  =  21  Meter"  einerseits  auf  die  Bestimmung  der 
Zahl  „Sieben  Meter",  andrerseits  auf  die  Bestimmung  der  Zahl  „drei". 
Die  erste  Aufgabe  wird  durch  Theilung,  die  zweite  durch  Messung 
gelöst,  sodass  man  erhält: 

21  Meter,  getheilt  durch  3,  =  7  Meter. 

21  Meter,  gemessen  durch  7  Meter,  =  3. 

26.  Weitere  Bemerkungen  zur  Division.  —  1)  Da  das  Pro- 
duct  nicht  nur  grösser  ist  als  jeder  Factor,  sondern  auch  ein 
Vielfaches  jedes  Factors,  so  muss  der  Dividend  ein  Viel- 


r 
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faches  des  Divisors  sein.  Nur  unter  dieser  Bedingung  ist 
der  Quotient  eine  Zahl  in  dem  oben  festgestellten  Sinne.  — 
Die  Division  ist  demnach  nur  eine  wiederholte  Subtraction, 
bei  welcher  die  Zahl  der  Subtrahenden  oder  die  Grösse  eines 
derselben  bestimmt  wird. 

2)  Wenn  a  =  c,  und  b  =  d,  so  ist 

a  —  e 
b~~dy 

mithin:  Gleiches  durch  Gleiches  dividirt  giebt  Gleiches.  28. 

27.  Zusammenhang  mit  der  MuUiplication.  —  Aus  jeder  der 
drei  Gleichungen: 

l)aft  =  *;  2)£  =  &;  3)  J  =  a 

kann  man  den  Werth  des  rechts  stehenden  Buchstabens  in  die 
beiden  andern  einsetzen.  (Vgl.  die  entsprechende  Stelle  in  der 
Subtraction).  Dies  giebt  6  Formeln,  von  denen  die  wichtig- 
sten sind: 

3)  in  1)  |  &  =  c;  1)  in  3)  j  =  a. 

In  Worten:  Eine  Zahl  bleibt  ungeändert,  wenn  man  sie  29. 
erst  mit  einer  anderen  multiplicirt,  und  dann  durch 
dieselbe  dividirt  (oder  umgekehrt). 

Oder:  Multiplicirt  man  einen  Quotienten  mit  dem  Divisor, 
so  erhalt  man  den  Dividend.  —  Dividirt  man  ein  Product 
durch  den  einen  Factor,  so  erhält  man  den  andern.  —  Daher 
besteht  die  Division  in  der  Fortscbaffung  eines  Factors. 

Anm.  Vermöge  der  ersten  Regel  sind  Multiplication  und  Division 
entgegengesetzte  Rechnungsarten.  —  In  zusammengesetzten  Rech- 
nungen vertritt  der  Divisionsstrich  die  Stelle  der  Klammer. 

28«  Rechnung  mit  Resultaten.  —  Die  Rechnung  mit  Resul- 
taten 1.  Stufe  ergiebt  sich  aus  dem  entsprechenden  Abschnitt 
der  Multiplication,  indem  man  in  den  dortigen  Formeln  den 
Uebergang  vom  Product  zum  Quotienten  macht  Die  Rech- 
nung mit  Resultaten  2.  Stufe  stimmt  in  den  Methoden  genau 
mit  der  Subtraction  überein,  nur  dass  die  dort  angewandten 
Zeichen  der  Addition  und  Subtraction  hier  durch  diejenigen 
der  Multiplication  und  Division  zu  ersetzen  sind.  Der  Zusam- 
menhang der  Formeln  26  (19)  und  7  (4)  kann  bereits  als  Bei- 
spiel hierfür  dienen. 


22  28.  Division. 

A.  Rechnung  mit  Resultaten  1.  Stufe. 

Division  einer  Summe« 

30.         (a  +  b)c  =  ac  +  bc.         22.       Eine  Summe   dividirt 

man  durch  eine  Zahl, 

Sei      acr=zx\  a  =  -  indem   man   die  Sum- 

manden  einzeln  divi- 

und      bcz=y\  b  =  *.  dirt  und  die  Quotien- 

ten addirt. 


Sei 


(o  +  b)  6  = 

:  ac  +  bc. 

ae  =zx; 

X 

a  =  — 

be  =  y; 

»  =  *. 

c 

\e       e  1 

=  *  +  #; 

x  ,  y 

c        c 

_  ■*  +  # 

•         • 

c 

TM  vi  al  An 

c 

iFi  Vision 

x-+y-. 

e       e 

x  +  y  =  z\ 

,  x  —  z  -y 

z       z  — 

G                C 

v  .  y 

+  e' 

C          € 

z-y 
c 

28.  29. 


31.  x  +  y       x   .  #  0  Eine    Differenz    divi- 

oU*       dirt   man   durch    eine 
Zahl,  indem  man  ihre 


9.10. 


Glieder  ,einzeln  divi- 
dirt und  den  Quotien- 
ten des  Subtrahend 
von  dem  des  Minuend 
subtrahirt. 


Anm.     31  ist  auch  aus  23  abzuleiten,  ebenso  wie  30  aus  22. 

Betrachtet  man  in  30  und  31  die  linke  Seite  der  Formel 
32.  als  Aufgabe,  so  erhält  man  die  Regel:  Quotienten  mit  glei- 
chem Divisor  werden  addirt  oder  subtrahirt,  indem 
man  die  Summe  oder  Differenz  der  Dividenden  durch 
den  Divisor  dividirt.    (Vgl.  die  Bemerkung  zu  24.) 

X 

Anm.    Setzt  man  in  22  nur  ae  =  xf  a  =  — ,  und  in  23  nuraJCmy; 

c 

ac  =  — ,  oder  bc  c=  i,  b  =  — ,  so  erhält  man  die  Formeln: 

c  c 

I \-  b  )  c  =z  x  -{-  bc;  y  —  6c  =  I  ~  —  6  l  c;  xc  —  *  =  l* Je; 

und  hieraus  nach  28  und  29: 

*  x  -\-  bc      y  —  bc y        ,      xc  —  z i 

e  c      '         c  c  '         c  c  * 

Diese  Formeln  zeigen,  wie  eine  Zahl  durch  Addition  oder  Subtraction 
mit  einem  Producte  oder  Quotienten  so  vereinigt  werden  kann,  dass  das 
Resultat  wieder  ein  Product  oder  Quotient  ist. 

Die  den  Aufgaben  30  und  31  entsprechenden  Aufgaben:  Eine  Zahl 
durch  eine  Summe  oder  Differenz  zu  dividiren,   finden   einst« 
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weilen  nur  bedingungsweise  ihre  Lösung,   nämlich,   wenn  man  28 
und  29  auf  22  und  23  anwendet,  durch  die  Formeln: 


ae-4-bc  xc  —  6c 

! -—  m*      ,— —  tt 

*+b  '        9-b  ' 


6cz=aj; 

b  = 

X 

m 

c' 

ux  —  a 

X 
€ 

e 

ax 
c 

X 

a— . 
e 

29.    B.  Rechnung  mit  Resultaten  2.  Stufe. 

MoltipUcation  mit  einem  Quotienten. 

a(bc)=zabc.  26.     Eine     Zahl     wird     mit  33. 

w  einem  Quotienten  mul- 

Sei     be=zxm7  b  =  ~]  tiplicirt,  indem  man  sie 

mit  dem  Dividend  mul- 
tiplicirt  und  durch  den 
Divisor  dividirt 

28.  29. 

Anm.  Betrachtet  man  die  linke  Seite  als  Aufgabe,  so  erhält  man 
die  Regel:  Ein  Product  wird  durch  eine  Zahl  dividirt,  indem  man  einen 
Factor  dividirt. 

Die  dritte  Reihe  kann  geschrieben  werden  (nach  27): 

X  X  OX        l  OX   \ 

ax  —  iae) — ,  oder:  —  =  - — -,    (oder:  Äc  =  -r-l; 
v    '  <?'  e        aeJ    \  x\e  r 

cL  h.:  Ein  Product  bleibt  ungeändert,  wenn  man  den  einen  Factor  mit 
einer  Zahl  multiplioirt  und  den  andern  durch  dieselbe  dividirt.  —  Ein 
Quotient  bleibt  ungeändert,  wenn  man  Dividend  und  Divisor  mit  dersel- 
ben Zahl  multiplicirt  (den  Quotienten  erweitert).  (In  jeder  dieser  3 
Formeln  kann  noch  von  jedem  Product  auf  doppelte  Weise  der  Ueber- 
g*ng  zum  Quotienten  gemacht  werden.) 

Vermöge  dieser  beiden  Regeln  kann  man  Producten,  die  keinen 
gleichen  Factor,  und  Quotienten,  die  keinen  gleichen  Divisor  haben, 
einen  solchen  dadurch  geben,  dass  man  sie  mit  derselben  Zahl  multi- 
plicirt und  dividirt.    So  ist 

b  d  i  b         d  \ 

ab  +  cd  =  (ae)T  +  (ac)-  =  ac[-  +  l);    24. 

b  d  (  b         d  \ 

ab  —  cd=z(ac) (ac) —  =  ac[ 1;    24. 

x    '  c       N    '  a  \  e        a  f 

a        e  ad        cb  ad  -\-bc 

T  +  T— M+7*—      bd     ;  32< 


c        ad        cb       ad  —  bc 


32. 


b        d~~  bd        db  —       bd     ' 

Hiermit  ist  die  in  24  und  32  nur  bedingungsweise  bewirkte  Addition 
ond  Subtraction  von  Producten  und  Quotienten  allgemein  ausgeführt. 
(Wrecte  Ableitung  der  letzten  beiden  Formeln  aus  den  ersten  beiden!) 

Aus  ax  __    x 

c   ~~    c 


24 


29.    Division. 


folgt  durch  Vertauschung  der  Factoren  auf  beiden  Seiten: 


<*; 


xa  __  x 
c   """  c 

84.  d.  h.:  Die  Reihenfolge,  in  der  man  mit  mehreren  Zah- 
len multiplicirt  und  dividirt,  ist  beliebig. 

Division  durch  ein  Product« 


85. 


a(bc)  =  abc 
a(bc)  __  acb 

j(bc)  =  oc 
a\b 


e 

a\b 


(bc)  =  a 


a 
bc 


26. 
*  28.  27. 

34.  29. 

28.  34.  29. 

28.  29. 


Eine  Zahl  wird 
durch  ein  Product 
dividirt,  indem  man 
sie  durch  die  Fac- 
toren  der  Reihe 
nach  dividirt. 


Anm.  Betrachtet  man  die  linke  Seite  als  Aufgabe,  so  erhält  man 
die  Regel:  Ein  Quotient  wird  durch  eine  Zahl  dividirt,  indem  man  den 
Divisor  mit  der  Zahl  multiplicirt. 

Aus  a   __  a\b 

bc  ""*     c 
folgt  durch  Vertauschung  von  b  und  c: 


a 


a 


cb  b    ' 

Da  diese  Vertauschung  die  linke  Seite  ungeändert  lässt,  so 
sind  auch  die  rechten  Seiten  gleich,  also: 

a\b        a^c 

c     ~     6    ' 
36.  d.  h.:  Die  Reihenfolge,   in   der  man   durch   mehrere 
Zahlen  dividirt,  ist  beliebig. 

Division  durch  einen  Quotienten« 


87. 


a 
bc 


a\b 


35. 


Sei  bc  =  x:  A=r  — ; 

c 


a 

x 
a 

x 


a 


x 


c  = 


c 
a 


x 


21.  29. 


Eine  Zahl  wird 
durch  einen  Quo- 
tienten dividirt,  in- 
dem man  sie  duri  h 
den  Dividend  div  - 
dirt  und  mit  de  u 
Divisor  multipl  - 
cirt.*) 


*)  Die  Formeln  26,  33,  35,  87  gehen  auch  auB  7,  11,  13,  15  hervc  »t 


T 

I 


39.  SO.   Division.  25 

Anm.  Betrachtet  man  die  linke  Seite  als  Aufgabe,  so  erhält  man 
die  Regel:  Ein  Quotient  wird  mit  einer  Zahl  multiplicirt,  indem  man 
den  Divisor  durch  die  Zahl  dividirt. 

Die  dritte  Reihe  kann  (nach  37)  geschrieben  werden: 

—  = ,  oder:  —  =  — .  — ,  oder:  —  =  —  — . 

x        c    e  e        x     e 7  0         e     m 

Die  erste  dieser  Formeln  gjebt  die  Regel :  Ein  Quotient  bleibt  ungeandert, 
wenn  man  Dividend  und  Divisor  durch  dieselbe  Zahl  dividirt  (den  Quo- 
I  tienten  kürzt). 

30.  Erweiterungen.    1)  Setzt  man  in  den  Formeln  26,  33, 

35,  37  a  =  de  und  a  =  — ,  so  erhalt  man  die  Ausführung  der 

Rechnungen  2.  Stufe  zwischen  Producten  und  Quotienten.   Von 
den  8  sich  ergebenden  Formeln  lautet  die  erste: 

(de)(be)z=[(de)b]e. 
Von  den  übrigen  verdienen  noch  die  beiden,  welche  die  Muiti- 
plication und  Division  zwischen  2  Quotienten  behandeln,  wegen 
ihrer  Anwendungen   auf  specielle  Zahlen  Erwähnung.     Man 

d    x        dle.x        dx\e        dx 
e 


c 

c 

c 

ec 

(33) 

(34) 

(35) 

d 

X 

d\e 

d 

de 

e 

c  "~ 

X 

C  = C: 

ex 

ex 

(37)         (35)       (34)  d 

2)  Setzt  man  in  denselben  Formeln  c  —  de  und  c  =  — ,  so 

'  e 

erhält  man  die  Ausfuhrung  der  Rechnungen  2.  Stufe  mit  Re- 
sultaten, deren  Theile  wieder  ein  Resultat  enthalten.  Die  erste 
dieser  8  Formeln  lautet: 

a[i(efe)]  =  (aA)(efe). 
Die  links  gestellte  Aufgabe  ist  also  auf  die  vorher  gelöste  zu- 
rückgeführt. 

I  Anm.    Die  letzten  Formeln  von  83  an  unterscheiden  sich  von  den 

I    entsprechenden  Formeln  der  Subtraction  (von  11  an)  nur  dadaroh,  dass 

'    statt  der  Zeichen  der  Addition   und  Subtraction  resp.   diejenigen   der 

Muitiplication  und  Division  stehen.     Wendet  man  als  Divisionszeichen 

den  Doppelpunkt  (:)  an,  so  stehen  auch  hier  alle  Zahlen  in  horizontaler 

Beihe,  und  die  Lösung  der  Klammern  erfolgt  nach  denselben  Gesetzen, 

;    die  am  Schluss  der  1.  Rechnungsstufe  gegeben  wurden. 

(Aufgaben:   Hofmann,  2.  Erster  Abschnitt  II.  17 — 32, 
61-82,  HL  71—114,  IV.  V.  VI.  —  Bardey,  VII— X.) 

wenn  man  die  Zeichen  der  Addition  und  der  Subtraction  resp.  durch  dje 
der  Muitiplication  und  Division  ersetzt. 


26  31—34.  Potenzirung. 

Dritte  Rechnungsstufe. 

5.  Die  Potenzirung. 

31.  Vorbemerkung.  —  Da  ein  Product  ebenso  wie  eine 
Summe  aus  beliebig  vielen  Zahlen  zusammengesetzt  sein  kann, 
so  kann  man  auch  hier  den  speciellen  Fall  annehmen,  dass 
alle  diese  Factoren  einander  gleich  seien,  und  den  Werth  des 
Productes  als  Resultat  einer  Vereinigung  zwischen  einem  Factor 
und  der  Anzahl  der  Factoren  betrachten.  Diese  Vereinigung 
heisst  Potenzirung. 

32.  Erklärungen.  —  1)  Unter  der  a^t  Potenz  c  einer 
Zahl  6  versteht  man  ein  Product  aus  a  Factoren,  deren  jeder 
gleich  b  ist.  (Kurz:  Eine  Potenz  ist  ein  Product  aus  lauter 
gleichen  Factoren.) 

38.  baz=zbbb .. .  (amal). 

Gleichung  der  Potenzirung :  6a  =  c  (b  hoch  a  gleich  c). 

2)  Der  wiederholte  Factor,  6,  heisst  Grundzahl,  die 
Anzahl  der  Factoren,  a,  Exponent. 

3)  Die  a*  Potenz  einer  Zahl  b  bilden,  heisst:  b  mit  a 
potenziren. 

Anm.  ö  heisst  auch  der  Grad  der  Potenz,  daher  ba  eine  Potenz 
vom  Grade  a. 

33.  Eigenschaft  der  Potenzirung.  —  Grundzahl  und 
Exponent  sind  im  Allgemeinen  nicht  vertauschbar. 
—  Dies  lehrt  jedes  Zahlenbeispiel.  Nur  24  =  42  macht  eine 
Ausnahme.  *) 

39.  34.  Weitere  Bemerkungen  zur  Potenzirung.  —  1)  Die  Po- 
tenz ist  grösser  als  die  Grundzahl,  ist  ein  Vielfaches 


*)  Der  Beweis  für  die  Richtigkeit  dieses  Satzes  (denn  eine  Er* 
läuterung  durch  Zahlenbeispiele  ist  kein  Beweis)  erfordert  Rechnungen, 
die  an  dieser  Stelle  noch  nicht  vorgekommen  sind.    Gleichwohl  möge  er 

hier  folgen.  Sei  -r-  =  m  (wobei  m  eine  ganze  oder  gebrochene  Zahl  sein 
kann);  also  «  =  m&;  dann  geht  die  Formel  «*  =  4aüber  in  (mb)h  =  61"6, 

> 

oder  mb  =  bm,  oder  m  =  frm""1,  oder  fcss111  — x\i»;  a  =  mm~"1\iii.    Es 

müssen  also  a  und  b  diese  besondere  Form  haben,  um  der  Formel  ab  =  ba 
zu  genügen.  Mithin  gilt  dieselbe  nicht  allgemein.  Sollen  ferner  a  und  6 
Zahlen  in  dem  bisherigen  Sinne  sein,  so  muss  m  — 1  =  1,  d.  h.  *i  =  2, 
A  =  2,  ä  =  4  8 ein;  d.  h.;  2  und  4  sind  die  einzigen  Zahlen,  für  welche 

J>  =  ba  ist. 


84.  36.  Potenzirung.  27 

derselben,  und  besteht  aus  lauter  gleichen  Factoren 
von  der  Grösse  der  Grundzahl. 
2)  Wenn  a  =  c  und  b~d,  so  ist 

mithin:  Gleiches  mit  Gleichem  potenzirt  giebtGleiches.  40. 

Anm.  Da  Grundzahl  und  Exponent  nicht  vertauschbar  sind,  so 
können  auch  nicht  mehr  als  zwei  Zahlen  durch  Potenzirung  verbunden 

werden.    Denn  a     hat  verschiedene  Wertbe,  je  nachdem  es  (« )c  oder 

a  bedeutet.  (Nur  2  bildet  eine  Ausnahme.)  Folglich  kann  man  von 
der  Potenzirung  nicht  wieder  auf  demjenigen  Wege  zu  einer  neuen  Rech- 
nungsart gelangen,  welcher  von  der  Addition  zur  Multdplication  und  von 
dieser  zur  Potenzirung  führte. 

35.  Rechnung  mit  Resultaten.  —  Da  die  Potenzirung  mit 
Resultaten  1.,  2.  und  3.  Stufe  ausgeführt  werden  kann,  und 
da  es  einen  Unterschied  macht,  ob  das  Resultat  in  der  Grund- 
zahl oder  im  Exponenten  steht,  so  kann  man  6  Grundaufgaben 
stellen,  nämlich: 

A.  Rechnung  mit  Resultaten  1.  Stufe. 

Potenzirung  mit  einer  Summe« 

^+*=:c.c.c.#.(a+6)maL  38.  Eine    Zahl    wird    mit    einer  41. 
=  c  .c (amal)        Summe  potenzirt,  indem  man 

.c.c'.....(6mal);19.sie   ""   den  einzelnen  Sum- 
a+&     ^a   j>  '    Q  manden    potenzirt    und    die 

ct  =  c*.c.  ^-Potenzen  multiplicirt. 

Potenzirung  mit  einer  Differenz. 

c«+»  =  &>.(*.  41.  Eine  Zahl  wird  mit  einer  Dif-  4*. 

Sei  a  +  b=x:  a=zx  —  b-       ferenz  potenzirt,  indem  man 


.x     „*— o   »b  sie   mit  den  einzelnen  Glie- 


c 


dem  potenzirt  und  diePotenz 
=  cz-h.       28. 29.mit  dem  Minuend   durch  die 


c  andere  dividirt. 


Betrachtet  man  in  41  die  rechte,  in  42  die  linke  Seite 
der  Formel  als  Aufgabe,  so  erhält  man  die  Kegel:  Potenzen  43, 
Mit  gleicher  Grundzahl  werden  multiplicirt  oder  divi- 
dirt, indem  man  die  Grundzahl  mit  der  Summe  oder 
Differenz  der  Exponenten  potenzirt, 


28 


35.  36.   Pofcenzirung. 


44. 


45. 


Also  nur  bedingungsweise  kann  ein  Product  oder  Quotient 
von  Potenzen  wieder  als  Potenz  dargestellt  werden.  Wie  diese 
Bedingung  nachträglich  in  einer  Aufgabe  erfüllt  werden  kann, 
werden  wir  weiter  unten  sehen.  (S.  Anm.  zu  58.)  (Aufgaben: 
Hofmann  2.   Zweiter  Abschn.  II.  —  Bardey  XI.  21— 50.) 

Die  zweite  Grundaufgabe  (a  +  6)e  kann  mit  den  bis- 
herigen Mitteln  allgemein  noch  nicht  gelöst  werden  (die  all- 
gemeine Lösung  s.  Nr.  187),  wohl  aber  für  jeden  speciellen 
Exponenten  durch  wiederholte  Multiplication.  Zu  merken  sind 
die  für  die  Exponenten  2  und  3  sich  ergebenden  Formeln 
(NB.  Statt  „hoch  zwei"  sagt  man  auch  „Quadrat"). 

(a  +  6)2  =  a2  +  2a*  +  62 ;  (a  +  ft)8  =  o3  +  3a26  +  3oA2  ±  b* ; 

(a-ft)2  =  a2-2a*  +  &2;  (a  -  6)3  =  a3  -  3o2A  +  3o62  1  b\ 

Anm.  Die  Formeln  links  ergeben  sich  auch  aus  25,  Formel  1) 
und  4),  wenn  man  darin  <J  =  a,  ez=b  setzt.  Für  die  Formeln  2)  und  3) 
daselbst  ergiebt  dasselbe  Verfahren: 

(a-f  6)(a  —  b)=za2  —  b2, 

eine  Formel,  welche  sich  noch  verallgemeinern  laset,  da  man  durch  Aus- 
fuhrung der  Multiplication  findet,  dass 

46a.    (an~1+an'-ib  +  an-*b2  +  ...  +  abn-2  +  bn-1)(a-b)  =  an-bn 

ist.    Hiernach  kann  man  also  die  Differenz  von  Potenzen  mit 
gleichen  Exponenten  als  Product  darstellen. 

Setzt  man  in  der  Formel  für  (a  -f-  b)2  statt  b  die  Summe  b  -f-  c,  dann 
statt  c  die  Summe  c  -\-d  u.  s.  w.,  so  erhält  man 

(a  +  b  +  c  +  d  +  ...j 
45b.  +  2&C  +  2M+... 

+  %cd  +  . . . 
oder: 

(a+b+c+d+...)2z=za2+b2+e2+d2+..  +  %ab+^a+b)e+^a+b+c)d+... 

=  a2+b(%a+b)+c[Z(a+b)+c]  +  d[Z{a+b+c) +*]  +  .. . 

(Aufgaben:  Hofmann  2.  Zweiter  Abschnitt  VI.  1 — 6, 
17—20,  31—34  VII.  1.  2.  6.  7.) 


2  —  a2  +  b2  +  c2  +  d2  +  . . .  +  Üb  +  %ae  +  2mi  +  . . . 


36,     B.  Rechnung  mit  Resultaten  2.  Stufe. 

Potenzirong  eine»  Producteö. 

46.  (a6)c  =  (06) (a6) .  • .  (cmal)     38.     Ein    Product    wird    mit 
=  aaa . . .  (cmal)  einer  Zahl  potenzirt,  in- 


(ab)<  = 


bbb.. 
ae .  bc. 


(cmal) 


19. 18. 
38. 


dem  man  die  Factoren 
einzeln  potenzirt  und 
die  Potenzen  multipli- 
cirt. 


f 


? 


36.  37.   Potenzirung.  29 


Potonsirung  eine»  Quotienten. 

(ab)e  =  a° .  be.  46.     Ein   Quotient    wird    mit  47. 
<..                          x  einer  Zahl  potenzirt,  in- 

öei     ab=zx;  a  =  y-  dem   man   seine  Glieder 

(ajY  einzeln     potenzirt     und 

-r)-*c;  die  Potenz  des  Dividend 

^       y-«.-v0  durch  die  andre  dividirt. 

Betrachtet  man  in  46  die  rechte,   in  47  die  linke  Seite 
dar  Formel  als  Aufgabe,  so  erhält  man  die  Regel:  Potenzen  48. 
mit  gleichen  Exponenten   werden   multiplicirt   oder 
dividirt,  indem  man  das  Product  oder  den  Quotienten 
ihrer  Grundzahlen  mit  dem  Exponenten  potenzirt. 

Anm.  Potenzen  mit  gleicher  Grundzahl  und  gleichem  Exponenten 
können  also  entweder  nach  43  oder  nach  48  multiplicirt  und  dividirt 
werden. 

Die  zweite  Grundaufgabe  ©**  giebt  als  Lösung  (ca)6, 
1  h.  die  Form  der  ersten  Grundaufgabe  3.  Stufe,  kann  daher 
fibergangen  werden. 

S7.     G.  Rechnung  mit  Resultaten  3.  Stufe. 

Poteniürwig  einer  Poteni. 

(c4)*  =  ca.ca. ...  (6 mal)      38.    Eine    Potenz    wird    mit  49. 
==ca+o-f-...  (ftm»i)  43     einer  Zahl  potenzirt,  in- 

(cBV  —  c"6  17     (*em  man  (*en  Exponen- 

'  ""  "    ten  mit  der  Zahl  multi- 

plicirt. 
Betrachtet  man  die  rechte  Seite  von  49  als  Aufgabe,  so 
ergiebt  sich  die  Regel  (als  Lösung  der  vorigen  Grundaufgabe) : 
Eine  Zahl  wird  mit  einem  Producta  potenzirt,  indem  man  sie 
mit  den  Factoren  der  Reihe  nach  potenzirt. 
Aus 

(ca)*  =  c<* 

folgt  durch  Vertauschung  von  o  und  b 

Da  diese  Vertauschung  die  rechte  Seite  ungeändert  lässt,  so 
sind  auch  die  linken  Seiten  gleich,  also 

(c°)>  =  (c»)°. 

In  Worten:  Die  Reihenfolge,  in  der  man  mit  mehreren  50. 


30  37 — 39.   Potenzirung.    Radicirung. 

Zahlen  potenzirt,  ist  beliebig.  —  Oder:  Eine  Potenz 
wird  potenzirt,  indem  man  die  Grundzahl  potenzirt. 

Anm.  Die  Formel  50  ergiebt  sich  auch,  wenn  man  in  der  Ablei- 
tung von  49  statt  43  die  Regel  48  anwendet.  —  In  49  wäre  noch  der 
Uebergang  vom  Produot  ab  zum  Quotienten  zu  machen.  Derselbe  fuhrt 
aber  auf  eine  der  nächsten  Rechnungsart  angehörige  Formel,  und  ist 
daher  dort  nachzuholen  (56) .  (A  u  f  g  a b  e  n :  Hofmann  2 .  Zweiter  Abschn.  V. 
Dritter  Abschn.  —  Bardey  XI.) 

Die  zweite  Grundaufgabe  6Vc'  fuhrt  der  Reihe  nach 
zu  den  Ausdrücken: 

iSc  )  __ .  * c .  c . . .  (amal) (( hc\o\  . . .  amal 

und  da  der  letzte  dieser  Ausdrücke  keine  Vereinigung  von  c 
und  b  zu  einem  abgekürzten  Ausdrucke  gestattet  (vergl.  die 
Anm.  zu  40),  so  ist  diese  Aufgabe  durch  keine  andere  Rech- 
nung lösbar. 

(°) 

Anm.  Setzt  man  bc  =x,  bestimmt  der  Reihe  nach  4,c,  a,  und 
macht  die  Uebergänge  von  den  Potenzen  zu  den  entgegengesetzten  Re- 
sultaten, so  erhält  man  eine  Reihe  von  gleichfalls  ungelöst  bleibenden 
Aufgaben,  welche  unten  an  passender  Stelle  werden  erwähnt  werden. 

6.  Die  Radicirung. 

38.  Vorbemerkung.  —  Aus  der  Gleichung  der  Potenzirung 
6°  =  c  gehen  zwei  neue  Aufgaben  hervor,  nämlich:  6  zu  finden, 
wenn  a  und  c,  und:  a  zu  finden,  wenn  b  und  c  gegeben  sind. 
Beide  Aufgaben  erfordern  zu  ihrer  Lösung  zwei  verschiedene 
Rechnungsarten,  da  a  und  b  nicht  vertauschbar  sind.  Die- 
jenige Vereinigung  zweier  gegebener  Zahlen  a  und  c,  welche 
die  Aufgabe  löst:  Eine  Zahl  b  zu  finden,  welche,  mit  a  poten* 
zirt,  c  hervorbringt,  heisst  Radicirung. 

39.  Erklärungen:  1)  Unter  der  a*£  Wurzel  aus  einer 
Zahl  c  versteht  man  diejenige  Zahl  6,  welche  man  mit  o  poten- 
ziren  muss,  um  c  zu  erhalten.  —  Wenn 

6a  =  c, 
so  ist  die 

a 

Gleichung  der  Radicirung:  \f<T=&  (a*£  Wurzel  aus  c  gleich  6). 
2)  c  heisst  Radicand,  a  Exponent. 

Anm.  Die  Exponenten  der  Potenz  und  der  Wurzel  können  nötbi« 
genfalls  durch  die  Namen  Potenzexponent  und  Wurzelexponent 
unterschieden  werden, 
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3)  Die  a*  Wurzel  aus  c  bilden,  heisst:  c  mit  a  radiciren. 

a 

Anm.  a  heisst  auch  der  Grad  der  Wurzel,  daher  \~c  eine  Wurzel 
vom  Grade  a. 

40.  Eigenschaft  der  Radicirung.  —  Radicand  und  Ex- 
ponent sind  nicht  vertauschbar. 

41.  Weitere  Bemerkungen  zur  Radicirung.  —  1)  Da  die 
Potenz  aus  lauter  gleichen  Factoren  von  der  Grösse  der  Grund- 
zahl besteht,  so  muss  der  Radicand  ein  Product  von 
soviel  gleichen  Factoren  sein,  als  der  Exponent  an- 
giebt.  Nur  unter  dieser  Bedingung  ist  die  Wurzel  eine  Zahl 
in  dem  oben  festgestellten  Sinne.  —  Die  Radicirung  ist  dem- 
nach nur  eine  wiederholte  Division,  bei  welcher  die  Grösse  des 
Divisors  bestimmt  wird. 

2)  Wenn  a=zc,  und  6  =  d,  so  ist 

b  d 

mithin:  Gleiches  mit  Gleichem  radicirt  giebt  Gleiches.*) 

42.  Zusammenhang  mit  der  Potenzirung.  —  Aus  jeder  der 
beiden  Gleichungen:  «  __ 

1)  6«  =  c;  2)  Sc  =  b 
:  kann  man  den  Werth  des  rechts  stehenden  Buchstabens  in  die 
.  andere  einsetzen.    Dies  giebt  die  Formeln: 

2)  in  1)  (\[c)a=c;     1)  in  2)  \ffc«  =  6. 
In  Worten:   Eine  Zahl   bleibt  ungeändert,    wenn  man 
sie  mit  einer  anderen  erst  potenzirt  und  dann  radi- 
cirt (oder  umgekehrt). 

Oder:  Potenzirt  man  eine  Wurzel  mit  ihrem  Exponenten, 
so  erhMt  man  den  Radicand.  —  Radicirt  man  eine  Potenz  mit 
ihrem  Exponenten,  so  erhält  man  die  Grundzahl.  —  Daher 
besteht  die  Radicirung  in  der  Fortschaffiing  des  Exponenten. 

Anm.  Vermöge  der  ersten  Regel  sind  Potenzirung  und  Radicirung 
entgegengesetzte  Rechnungsarten.  —  Der  Wurzelexponent  %  pflegt 
beim  Schreiben  und  Sprechen  weggelassen  zu  werden. 

43.  Rechnung  mit  Resultaten.  —  Dieselbe  ergiebt  sich, 
wenn  man  in  den  Formeln  der  Potenzirung  tiberall  den  Ueber- 
gang  von  der  Potenz  zur  Wurzel  macht. 

A.  Rechnung  mit  Resultaten  1.  Stufe. 

Setzt  man  in  jeder  der  Formeln  41  und  42  die  beiden 
Potenzen  gleich  neuen  Buchstaben,  so  wird  dieselbe  Grundzahl 

*)  S.  jedoch  Anm.  zu  Nr.  98. 


61. 


52. 
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doppelt  bestimmt,  während  nur  eine  dieser  Bestimmungen  be- 
nutzt werden  kann.  Diese  Formeln  sind  also  für  den  Ueber- 
gang  zur  Radicirung  nicht  brauchbar.  (Welche  Formeln  er- 
geben sich,  wenn  man  in  41  und  42  nur  mit  einer  der  Poten- 
zen den  Uebergang  zur  Wurzel  macht,  und  wozu  können  diese 
Formeln  dienen?)  Hiernach  bleibt  die  Aufgabe,  eine  Summe 
oder  eine  Differenz  zu  radiciren,  zunächst  ungelöst. 

44.     B.  Rechnung  mit  Resultaten  2.  Stufe. 

Radicirung  eines  Prodncte». 


53. 


(o6)c  =  ae .  be. 

c 

Sei    ac  =  o?;  a  =  \"# 

0 

und  6c  =  y;   6  =  \^ 
\\x.\y)  =xy] 

co  e 

\f x  .  Ny"r=  \xy. 


46. 


Ein  Product  wird  mit 
einer  Zahl  radicirt, 
indem  man  die  Fac- 
toren  einzeln  radicirt 
und  die  Wurzeln  mul- 
tiplicirt. 


61.  52. 


Badieiron?  eine»  Quotienten« 


64.  Sxy  =  \x.Sy~. 

Sei    xy  =  %;  aD  =  — . 


53. 


^7_ 

e 


-VT* 

e 

-VT 


Ein  Quotient  wird  mit 
einer  Zahl  radicirt, 
indem  man  seine  Glie- 
der einzeln  radicirt 
und  die  Wurzel  des 
Dividend  durch 
andere  dividirt. 


die 


28.  29. 


Betrachtet  man  in  53  und  54  die  linke  Seite  der  Formel 
55.  als  Aufgabe,  so  erhält  man  die  Regel:  Wurzeln  mit  glei- 
chen Exponenten  werden  multiplicirt  oder  dividirt, 
indem  man  das  Product  oder  den  Quotienten  ihrer 
Radicanden  mit  dem  Exponenten  radicirt. 

Wie  zwei  beliebigen  Wurzeln  derselbe  Exponent  gegeben 
werden  kann,  wird  später  gezeigt.  (S.  Anm.  zu  58.)  (Auf- 
gaben: Hofmann  2.  Vierter  Abschn.  I.  1 — 8;  V.  1,  4 — 7. 
Bardey  XIII.  4.) 


r 
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Anm.     54   ist   auch   aus   47   abzuleiten.  —  Setzt   man   in  46  nur 

e  _  e 

«e= *,  m  =  V«~  und  in  47  nur  xc  =r  jf,  *  =  Vy,  oder  Ac  =  t,  b  =  V  *,  so 
erhalt  man  die  Formeln: 

<,>#-..*  !.=(i?)i  ?=q:     • 


und  hieraus  nach  51  und  58: 


e 


*.\F=\f^;  |/^= 


Vy 
fr 


c 

vr 

Diese  Formeln  zeigen,  wie  eine  Zahl  durch  Multiplioation  oder  Division 
arit  einer  Potenz  oder  Wurzel  so  vereinigt  werden  kann,  dass  das  Re- 
sultat wieder  eine  Potenz  oder  Wurzel  ist.  —  Umgekehrt  zeigt  die  erste 
Formel  der  zweiten  Reihe,  wie  der  Radioand  von  einem  Potenzfactor,  die 
«weite,  wie  er  von  einem  Divisor  befreit  werden  kann,  da  der  Quotient 
rater  der  Wurzel  (nach  Anm.  zu  83)  stets  so  erweitert  werden  kann,  dass 
sein  Divisor  eine  Potenz  vom  Grade  des  Wurzelexponenten  wird.  —  Die 
dritte  Formel  giebt  durch  Anwendung  dieses  Verfahrens: 


-V^'-r^-^ 


x 

e 

Vi 

.und  zeigt  hiernach,  wie  eine  Wurzel  aus  einem  Divisor  weggeschafft  wer- 

*  x 

den  kann.    Sei  endlich  gegeben  , 


Vy  —  V» 

n  n 

so  zeigt  45a,  wenn  man  darin  o= \y]  s=\s,  also  a"=y,  6M=s  setzt,  dass 

[(\d—  *  +  .. + (\po— i]  (\nr-\r«)=* — 

ist.  Mithin  muss  man  den  gegebenen  Quotienten  mit  der  ersten  Klammer 
erweitern,  um  seinem  Divisor  die  Form  y  —  s  zu  geben,  d.  h.  die  Wür- 
feln daraus  zu  entfernen.  (Aufgaben:  Hofmann  2.  Vierter  Abschn.  IV. 
p— 53;  VI.  —  Bardey  Xm.  2.  8.  6.) 

'   46.     G.  Rechnung  mit  Resultaten  3.  Stufe. 

Radidmng  etaer  Potenz« 

(ca)P=z<f*  49.       Eine  Potenz  wird  mit  56. 

iS  .  x  einer    Zahl    radicirt, 

öei    o6  =  «;  a  =  j  indelü    man    den    Ex_ 

(»v&  ponenten     durch     die 

cb)  =  c*  Zahl  dividirt. 

X  b 

c»"  =  \c».  51.  52. 

ScU.g.l,  Ban«rttr-M»tlMtn»Hfc  I.  3 
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Betrachtet  man  die  linke  Seite  von  56  als  Aufgabe,  so] 
ergiebt  sich  die  Regel:   Eine  Zahl  wird  mit  einem  Quotient 
potenzirt,  indem  man  sie  mit  dem  Dividend  potenzirt,  und  mit] 
dem  Divisor  radicirt. 

Anm.  Eine  Potenz,  deren  Exponent  ein  Quotient  ist,  heisst  Bruch* 
jTotenz,  und  man  kann  die  letzte  Regel  in  den  Worten  aussprechen: 
Eine  lfruchpotens  ißt  gleich  einer  Wurzel  vom  Grade  des  Divisors  ar 
einer  Potenz  vom  Grade  des  Dividend.  —  (Aufgaben;  Hofmann 
Fünfter  Absohn.  III.  —  Bardey  XYL) 

In  49  kann  der  Uebergang  von  Product  zu  Quotient  au< 

dadurch  geschehen,  dass  man  ab  =  s,  fc  =  —  setzt.    Dies  gi( 

o 

9 

66a,b.  (c>  =  c",  oder:  ca  =  \|c*. 

Diese  Formeln,  welche  nur  zeigen,  wie  durch  Einführung  eint 
neuen  Buchstabens  eine  Potenz  in  eine  andere  Potenz  o< 
eine  Wurzel  verwandelt  werden  kann,  nennen  wirUebergangs« 
formein,  weil  sie  den  Uebergang  zu  anderen  vermitteln,  di 
welche  Aufgaben  gelöst  werden.  —  (Aufgaben:  Hofmann 
Vierter  Abschn.  I.  9—16, 23—26, 41—83;  IV.  54—56, 61 — 83j 
V.  1—23,  118—192.  —  Bardey  XIII.  6— 21.). 

Potenzinnig  einer  Wurzel. 

iL  Eine  Wurzel  wird  mÜ 

„     vr —  ,/»l       einer  Zahl  potenzirt 

e  ="e\  56b'      indem    man    den    E; 

Sei    c*  =  t/;  c  =  \f^"  ponenten     durch    di< 

*        /"  Zahl  dividirt. 

Betrachtet  man  die  rechte  Seite  von  57  als  Aufgabe, 
ergiebt  sich  die  Kegel:   Eine  Zahl  wird  mit  einem  Quotient 
radicirt,  indem  man  sie  mit  dem  Dividend  radicirt,  und 
dem  Divisor  potenzirt. 

Macht  man  in  56  a  den  Uebergang  von  der  Potenz  zi 

a 

Wurzel,  indem  man  ca  =  y,  c  =  \fy  setzt,  so  findet  sich 
(In  Worten?)    Nun  ist  nach  56 

x         a 


67. 


r 
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*"  Cv7)#=vr-. 

In  Worten:  Die  Reihenfolge,  in  der  man  mit  mehreren  58.  * 
Zahlen  potenzirt  und  radicirt,  ist  beliebig.  —  Oder: 
Eine  Wurzel  wird  potenzirt,  indem  man  den  Radicand  poten- 
zirt.   Eine  Potenz  wird  radicirt,  indem  man  die  Grundzahl 
radicirt.  —  Es  ist  also:  » 

x         b  /h       \x        x 

Macht  man   in  49  den  Uebergang  von  der  Potenz  zur 

a 

Wurzel,  indem  man  ca  =  x,  c  —  \x  setzt,  so  erhält  man  die 
Uebeisangsformeln:  Ä  _     a  _ 

*»  =  (N*)  ;  oder:  S&  =  \*.  68ll»b- 

Zwei  andere  Formeln  gehen  auf  dieselbe  Weise  aus  56 

X 

hervor,  nämlich,  wenn  man  c*  =  y,  c  =  \Ty  setzt: 

X 

T 

(^)*=V7;  V7=K^  "**• 

(Aufgaben:  Hofmann  2.    Vierter  Abschn.  VII.) 

Arno.  Die  4  Formeln  66a,  58a,  b,  d  zeigen,  wie  eine  Potenz  und 
eine  Wurzel  auf  je  doppelte  Weise  in  eine  andere  Potenz  oder  Wurzel 
verwandelt  werden  kann.  Insbesondere  folgt  aus  58a  (56a):  Eine  Potenz 
lodert  sich  nicht,  wenn  man  die  Grundzahl  mit  einer  Zahl  radicirt  (poten- 
srt)  und  den  Exponenten  mit  derselben  Zahl  multiplicirt  (dividirt).  Und 
toi  58b  (68d):  Eine  Wurzel  ändert  sich  nicht,  wenn  man  den  Radicand 
nit  einer  Zahl  potenzirt  (radicirt)  und  den  Exponenten  mit  derselben 
Zahl  multiplicirt  (dividirt).  —  Oder:  Eine  Wurzel  aus  einer  Potenz  bleibt 
^geändert,  wenn  man  die  beiden  Exponenten  mit  derselben  Zahl  mul- 
tipEcht  oder  dividirt.    (Folgt  aus  56  in  Verbindung  mit  Anm.  zu  33.) 

Vermöge  dieser  Regeln  kann  man  Potenzen  und  Wurzeln  mit  ver- 
schiedenen Exponenten  auf  gleiche  Exponenten  bringen.    So  ist: 

^v=(Vr.(vr=(N7.v-r.  «. 


48. 


*  {Wf   \vj) 

a  b  ab  ab  ab 

a  ab  ab 

»  ab  V      da 
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59. 


Hiermit  ist  die  in  48  und  55  nur  bedingungsweise  bewirkte  Multiplication 
und  Division  von  Potenzen  und  Wurzeln  allgemein  ausgeführt.  (Directe 
Ableitung  der  letzten  beiden  Formeln  aus  den  ersten  beiden!)  (Auf- 
gaben: Hofmann  %.  Vierter  Absohn.  V.  24—80.  —  Bardey  XIH.  6.  »Ä — 40.) 

Radicirnng  einer  Wurzel. 

Eine  Wurzel  wird  mitj 
einer  Zahl  radicirtJ 
indem  man-  den  Ex-I 
ponenten  mit  der  Zal 
multiplicirt. 


Sei 


ab  a 

b  _ 

a?  =  y,  *  =  Nfy. 


58b. 


ab  "|  f*b 


Betrachtet   man   in  59  die  linke  Seite  als  Aufgabe, 
ergiebt  sich  die  Regel:    Eine  Zahl  wird  mit  einem  Product 
radicirt,   indem   man   sie   mit   den  Factoren   der  Reihe   nach] 
radicirt. 

Aus 


VsT 

folgt  durch  Vertauschung  von  a  und  6 


v=r 


ba         i  rik 


Da  diese  Vertauschung  die  linke  Seite  ungeändert   lässt, 
sind  auch  die  rechten  Seiten  gleich,  also: 

a  b 


V^=Vsv. 


60.  In  Worten:  Die  Reihenfolge,  in  der  man  mit  mehrere' 
Zahlen  radicirt,  ist  beliebig.  —  Oder:  Eine  Wurzel  wird] 
radicirt,  indem  man  den  Radicand  radicirt.  —  (Aufgaben; 
Hofmann  2.  Vierter  Abschn.  I.  17—22;  IV.  57—60;  V.  81 — 9i 
107—117.  —  Bardey  XIH.  7.) 

Anm.    Hiernach  gestatten  die  Aufgaben  (55)  und  (66)  je  zwei,  (56] 

(  a) 
und  (65)  je  drei  verschiedene  Lösungen.'  Ungelöst  bleiben  die  aus  b  c    =*j 


hervorgehenden  Aufgaben:   ^a?  =  &,  'sowie,  wenn  man  ca  =  ^y   setzt: 


Yv 


46.  Erweiterungen.  —  1)  Setzt  man  in  den  Formeln  4Gtl 
47,  53,  54  c  =  de  uud  c  =  — ,  so  erhält  man  die  Potenzirung; 


e 
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;  und   Radicirung  zwischen  Producten  und  Quotienten.    Von  den 
8  sich  ergebenden  Formeln  lautet  die  erste: 
(ab)dt  =  a!b.b«>. 
2)  Zahlreiche  andere  Formeln  ergeben  sich,  wenn  man  in 
den  Formeln  49,  56,  57,  59  die  einzelnen  Buchstaben  durch 
iProducte,    Quotienten,    Potenzen  oder  Wurzeln  ersetzt    Man 
[erhält  Formeln  der  Poteuzirung  und  Radicirung  zwischen  Pro- 
tiinirton  und  Quotienten  einerseits,  und  Potenzen  und  Wurzeln 
seits,    sowie   zwischen   Potenzen    und  Wurzeln.     Links 
allemal  eine  Verbindung    zweier  Resultate,    rechts    die 
äive  Ausfuhrung  dreier  Rechnungen  an  vier  Zahlen.    Die 
erwähnten  Uebergangsformeln    ergeben   sich    aus  diesen 
In  durch  Gleichsetzung  zweier  Buchstaben. 

7.  Die  Logarithmirung. 

1.  Vorbemerkung.  —  Die  zweite  der  aus  der  Gleichung 
ttenzirung,  ft0  =  c,  hervorgehenden  Aufgaben  war:  a  zu 
wenn  b  und  c  gegeben  sind.  Diejenige  Vereinigung  von 
c,  deren  Resultat  a  ist,  heisst  Logarithmirung. 
S.  Erklärungen.  —  1)  Unter  dem  Logarithmus  einer 
:  nach  6  versteht  man  diejenige  Zahl  a,  mit  welcher 
potenziren  muss,  um  c  zu  erhalten.  —  Wenn 

b'  =  c, 
die 

ingd.JJogarithmirung:Jc=o(Logarithm.v.cnach6gleicho). 
i  c  heisst  Numerus,  b  Grundzahl. 

am.  Die  Grundzahlen  der  Potenz  nnd  de«  Logarithmus  können 
ifalls  durch  die  Namen  Potenzgrundzahl  uud  Logarithmen- 
:ahl  unterschieden  werden. 

i  Den  Logarithmus  von  c  nach  b  bilden,  heisst:  c  nach  b 

ithmiren. 

J.    Eigenschaft   der   Logarithmirung,   —   Numerus    und 

Izahl  sind  nicht  vertauschbar. 

).    Weitere  Bemerkungen  zur  Logarithmirung.   —    1)    Da 

tenz  aus  lauter  gleichen  Factoren  von  der  Grosse  der 

lahl  besteht,  so  muss    der  Numerus    ein  Product 

auter    gleichen   Factoren    von    der   Grösse    der 

(zahl  sein.    Nur  unter  dieser  Bedingung  ist  der  Loga- 

s  eine  Zahl  in  dem  oben  festgestellten  Sinne.  —  Die 
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Logarithmirung  ist  daher  eine  wiederholte  Division,  bei  welcher 
die  Anzahl  der  Divisoren  bestimmt  wird. 
2)  Wenn  a  =  c  und  6  =  rf,  so  ist 

7     7 

mithin:    Gleiches   mit   Gleichem    logarithmirt    giebt 

61.  Gleiches. 

51«  Zusammenhang  mit  der  Potenzirung.  —  Aus  jeder  der 
beiden  Gleichungen: 

1)  &*  =  c;  2)    lc  =  a 

kann  man  den  Werth  des  rechts  stehenden  Buchstabens  in  die 
andere  einsetzen.    Dies  giebt  die  Formeln: 

2)  in  1)  &5|*  =  c;     1)  in  2)  7(6a)  =  a. 

62.  In  Worten:  Eine  Zahl  bleibt  ungeändert,  wenn  man; 
sie  erst  nach  einer  andern  logarithmirt,  und  die.] 
andre  mit  dem  Resultate  potenzirt  (oder  umgekehrt).] 

Oder:  Potenzirt  man  mit  einem  Logarithmus  seine  Grund- j 
zahl,  so  erhält  man  den  Numerus.  —  Logarithmirt  man  eine] 
Potenz  nach  ihrer  Grundzahl,  so  erhält  man  den  Exponenten* 
—  Daher  besteht  die  Logarithmirung  in  der  Fortschaffung  der] 
Grundzahl. 

Anra.  Vermöge  der  ersten  Regel  sind  Potenzirung  and  Logaritb- 
mirang  entgegengesetzte  Rechnungsarten. 

52.  Rechnung  mit  Resultaten.  —  Dieselbe  ergiebt  sich, 
wenn  man  in  den  Formeln  der  Potenzirung  und  Radicirung 
überall  den  Uebergang  von  der  Potenz  zum  Logarithmus  macht 

A.  Rechnung  mit  Resultaten  1.  Stute. 

Macht  man  in  den  Formeln  41  und  42,  welche  die  Poten- 
zirung mit  einer  Summe  und  einer  Differenz  ausdrücken,  den 
Uebergang  von  der  Potenz  zum  Logarithmus,  so  geht  aus 
diesen  Formeln  nicht  die  Logarithmirung  einer  Summe  und 
Differenz  hervor,  sondern  die  eines  Productes  und  Quotienten, 
also  die  Rechnung  mit  Resultaten  2.  Stufe.  —  Und  ebenso- 
wenig, wie  die  Formeln  41  und  42  den  Uebergang  zur  Wurzel,  ' 
gestatten  46  und  47  den  Uebergang  zum  Logarithmus  (und 
zwar  aus  demselben  Grunde).  Demnach  sind  von  den  Formeln 
der  Potenzirung  hier  nur  diejenigen  der  1.  und  3.  Stufe  zu  j 
benutzen.    (Vgl.  den  entsprechenden  Abschnitt  der  Radicirung.) 
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53.     B.  Rechnung  mit  Resultaten  2.  Stufe. 

Logirlthmlrung  eines  Prodaetes- 

ea+*=c°.c*.  41.       EinProduct  wird  nach  68. 

„ .  "1  einer    Zahl    logarith- 

Sei    c-  =  *;  a=  gx  mirt)    indem   maj)  rfie 

™j   -t     ..    *.     e/  Factoreneinzelnloga- 

und  e*=y;  6=  t,.  rithmirtunddieLoga- 

ct'+'t'^xy  rithmen  addirt. 

*/*  +  "ly  =  1o*).  61.  62. 

Logartthmlroag  eines  Quotienten. 

7/    \     7    j.7  ,..        Ein      Quotient      wird  «*- 

l(*y)=  **  +  *y.  65.       nach  einer  Zfthl  loga. 

rithmirt,  indem  man 
seine  Glieder  einzeln 
logarithmirt,  und  den 


ei      cj5      «I  logarithmirt,  und  dei 

**  =  t"w        *'  Logarithmus  des  Di 


10. 


visorsvon  dem  andern 
subtrahirt. 


Betrachtet  man  in  63  und  64  die  linke  Seite  der  Formel  als 
Aufgabe,  so  erhalt  man  die  Regel:  Logarithmen  mit  glei-  6 
eher  Grundzahl  werden  addirt  oder  subtrahirt,  in- 
dem man   das   Product   oder  den    Quotienten    ihrer 
Numeri  nach  der  Grundzahl  logarithmirt. 

Wie  zwei  beliebigen  Logarithmen  dieselbe  Grundzahl  ge- 
geben werden  kann,  wird  später  gezeigt    (S.  Anm.  zu  67.) 
Anm.    64  ist  »ach  au»  12   abzuleiten.  —  Setzt  man  in  41    nor 
c,  »  —  'Ix,  und  in  42  nnr  «*  =  y.  *=  'jr,  oder  "*=»,  *=  *»,  eo 
nun  die  Formeln: 

.      .'+•*•=...»,   i  =  cC'.-'r      ?  =  •"*''■• 

mnnK  nach  61  und  62: 

^  +  fl#.Ä«#(..0»);  °J^  =•!,-*;  «#£=.-«1,. 

Dieie  Formeln  zeigen,  wie  eine  Zahl  durch  Multip lication  und  Di- 
mit  einer  Potenz,  oder  durch  Addition  und  Snbtraotion  mit  einem 
ithmu  so  vereinigt  «erden  kann,  das«  das  Resultat  wieder  eine 
i  oder  ein  Logarittnnni  ist. 


40  84.    Logarithmirung. 

54.     C.  Rechnung  mit  Resultaten  3.  Stufe. 

Logarithmirung  einer  Potem« 

6H.  (ea)h  =  c<*.  49.       Eine  Potenz  wird  mit 

Sei    «•  =  *;  a  =  /*.  ei.nefr   Z^hl    Io«ari,tb- 

'  rairt,  indem   man  den 

jr*  =  e* • c'*.  Exponenten   mit   dem 

'/(*»)  =  6.'/*.  61.62.        Logarithmus    der 

v    y  Grundzahl     multi- 

plicirt. 
Betrachtet  man  die  rechte  Seite  von  66  als  Aufgabe,  so  er- 
hält man  die  Regel:  Eine  Zahl  wird  mit  einem  Logarithmus 
multiplicirt,  indem  man  den  Numerus  mit  ihr  potenzirt 

Logarithmirung  einer  WorieL 

67.  '/(*»)  =  *.'/*.  66.       Eine  Wurzel  wird  mit 

v    '  b  einer    Zahl    logarith- 

Sei    **  =  #;  *  =  NV  mirt,  indem  man  den 

b  Logarithmus  des  Ra- 
c/#  =  &.c/\y^  dicand  durch  den  Ex- 
et* ponenten  dividirt 

Anm.    67  kann  auch  aus  56  abgeleitet  werden.    In  der  Ableitung 
von  66  kann  die  dritte  Reihe  (nach  49)  geschrieben  werden: 

.  *  *#, 

xh  =  (c6)Cfc,  oder:  J  _  \f  **,   oder:  %=*  *("*). 

Die  letzte  dieser  Formeln  giebt  die  Regel:  Ein  Logarithmus  bleibt  an- 
geändert,  wenn  man  Numerus  und  Grundzahl  mit  derselben  Zahl  poten- 
zirt. (Vgl.  die  Anm.  zu  58.)  Vermöge  dieser  Regel  kann  man  Loga- 
rithmen mit  verschiedenen  Grundzahlen  auf  gleiche  Grundzahlen  bringen 
und  die  oben  (65)  bedingungsweise  bewirkte  Addition  und  Subtraobon 
von  Logarithmen  allgemein  ausfuhren.  —  In  den  drei  obigen  Formeln 
kann  man  von  jeder  der  beiden  Potenzen  den  Uebergang  zur  Wurzel 
oder  zum  Logarithmus  machen,  und  dadurch  24  neue  Formeln  ableiten. 
(Vgl.  Anm.  zu  33.) 

In  der  Ableitung  von  67  kann  die  dritte  Reihe  (nach  56  und  58) 
geschrieben  werden: 


b 


(\[c  )      =  \[y  ,  oder:  \c   =      V     \y  ,  oder:   h  =        €\y  . 

Die  letzte  dieser  Formeln  giebt  die  Regel:  Ein  Logarithmus  bleibt  an- 
geändert, wenn  man  Numerus  und  Grundzahl  mit  derselben  Zahl  radicirt. 
(Vgl.  Anm.  zu  37.) 


r 


54 — 66.    Logarithmirung.    Relative  Zahlen.  41 


Zu  den  Formelpaaren  66  a,  b;  58  a,  b;  58  o,  d  tritt  jedesmal  eine 
dritte  Formel,  wenn  man  aas  der  ersten  den  Exponenten  bestimmt. 
Dann  enthalten  die  3  ersten  Formeln  je  2,  die  drei  folgenden  je  1,  die 
drei  letzten  keine  Potenz.  Von  jeder  der  vorhandenen  Potenzen  kann 
man  dann  wieder  den  Uebergang  zu  Wurzel  oder  Logarithmus  machen 
and  dadurch  neue  Formeln  erhalten. 

Macht  man  in  66  den  Uebergang  von  der  Potenz  zum  Logarithmus, 

indem  man  a^  =  y,  b=zxty  setzt,  so  findet  sich: 

c]         xt      ej         ,  *y        c]  *V        xt 

fy=  ly  .  te,  oder:  *j  =  «*>,  oder:  ^^  l/y. 

a 

Ungelöst  bleiben  die  aus  b^'  =  m  hervorgehenden  Aufgaben  \r#*  =  c 

N      *  /      \*  (**i  ^ 

*(*/*)  =  «,  sowie,  wenn  man  ca  =  Ny   setzt:  \  Ix)  =  y,  ly  =  *, 

'f  '*' 

■  and  endlich,  wenn  man  •"  =  ly  setzt:  b    *  =*,  ^äT  =  6. 

Auf  Erweiterungen  der  aufgestellten  Formeln,  die  darin  bestehen 

würden,  dass  man  die   einzeln   stehenden  Buchstaben  [z.  B.  b  in  (c°)  ] 
durch  Resultate  ersetzte,  mag  hier  nur  aufmerksam  gemacht  werden. 

Aufgaben.  Ein  gutes  Uebungsmaterial  bietet  die  Aufstellung  und 
Umformung  der  in  dieser  Anmerkung  angedeuteten  Formeln.  (Ferner 
Honnann.  3.  Elfter  Abschn.  I.  —  Bardey  XVIII.  B.) 

55.  Rüekblkk.  —  Wir  haben  im  Vorstehenden  7  Arten 
der  Vereinigung  zweier  Zahlen  kennen  gelernt,  die  wir  einer- 
seits in  drei  Stufen,  (wie  schon  geschehen)  andrerseits  in  di- 
recte  und  indirecte  Rechnungen  eintheilen  können,  indem  die 
letzteren  aus  den  ersteren  durch  Stellung  neuer  Aufgaben  her- 
vorgehen und  in  einem  Gegensatze  zu  denselben  stehen.  Ausser- 
dem sahen  wir,  wie  sich  auch  mehrere  Zahlen  zu  einem  Resul- 
tate vereinigen  lassen,  wobei  jedoch  nur  in  der  Addition  und 
Multiplication  eine  Vertauschbarkeit  der  zu  vereinigenden  Zahlen 
bestand.  —  Indess  sind  die  zu  den  indirecteu  Rechnungen 
führenden  Aufgaben  nur  unvollständig  gelöst  worden,  indem 
die  durch  solche  Rechnungen  zu  vereinigenden  Zahlen  gewisse 
Bedingungen  erfüllen  mussten ;  und  auch  sonst  sind  einige  Auf- 
gaben, welche  die  Rechnung  mit  Resultaten  betrafen,  ungelöst 
geblieben.  Die  ersten  dieser  Lücken  auszufüllen,  wird  Auf- 
gabe des  nächsten  Abschnittes  sein. 

B.  Die  relativen  Zahlen. 

56.  Ueber sieht.  —  Durch  die  directen  Rechnungen  (Addi- 
tion, Multiplication,  Potenzirung)  konnten  bisher  zwei  beliebige 
Zahlen  vereinigt  werden,   durch   die   indirecten   (Subtraction, 


42  56—58.   Null. 

Division,  Radicirung,  Logarithmirung)  jedoch  nur  solche,  welche 
bestimmten  Bedingungen  genügten.  So  musste  in  der  Sub- 
traction  der  Minuend  grösser  als  der  Subtrahend  sein,  in  der 
Division  der  Divisor  ein  Factor  des  Dividend,  in  der  Radici- 
rung und  Logarithmirung  Radicand,  resp.  Numerus  ein  Pro- 
duct  aus  gleichen  Factoren.  Diese  Bedingungen  aber  laufen 
der  allgemeinen  Bedeutung  eines  Buchstabens  zuwider,  welcher 
ja  jede  beliebige  Zahl  soll  vorstellen  können.  —  Um  daher 
auch  für  die  indirecten  Rechnungen  die  allgemeine  Bedeutung 
der  Buchstaben  aufrecht  zu  erhalten,  wird  es  nöthig  sein,  zu 
untersuchen,  was  für  Resultate  diese  Rechnungen  ergeben, 
wenn  jene  Bedingungen  aufgehoben  werden.  Diese  Resultate 
werden  freilich  nicht  mehr  Zahlen  in  dem  früher  festgestellten 
Sinne  sein,  die  eine  Vielheit  von  Einheiten  ausdrücken.  Es 
wird  daher  der  Begriff  „Zahl"  in  jedem  dieser  Fälle  eine  Er- 
weiterung erfahren.  Diese  neuen  Zahlen  nennen  wir  im  Gegen- 
satze zu  den  früheren  (absoluten)  „relative".  Die  Rechnungen 
mit  ihnen  erfolgen  nach  besonderen  Gesetzen.*) 

a.  Erweiterung  des  Zahlbegriffes  durch  Subtraction. 

Wenn  e  —  a  =  b  ist,  und  nicht  e  >  a,  so  kann  nur  sein 
e  =  a,  oder  e  <  a. 

1.  c-a.  Die  Null. 

57.  Vorbemerkungen.  —  1)  Wenn  a  —  a  =c  5,  so  ist  a  +  b 
=  a;  d.  h.:  Eine  Differenz,  in  welcher  Minuend  und 
Subtrahend  gleich  sind,  lässt  die  Zahl,  zu  der  man 
sie  addirt,  ungeändert. 

2)  Da  a  +  e  =  e  +  a,  so  ist,  wenn  man  beiderseits  a  und  e 

subtrahirt,  m     m     m     _ 

a  —  a  =  e — c, 

d.  h.:  Eine  solche  Differenz  bleibt  ungeändert,  wenn 
der  gemeinsame  Werth  von  Minuend  und  Subtrahend 
sich  ändert.  —  Man  kann  also  dem  Werthe  dieser  Differenz 
ein  für  allemal  einen  bestimmten  Namen  geben,  und  ihn  durch 
ein  bestimmtes  Zeichen  ausdrücken. 

58.  Erklärung.  —  Eine  Differenz,  in  welcher  Minuend  und 
Subtrahend  gleich  sind,  wird  Null  genannt,  und  durch  0  be- 
zeichnet. .         „     A 

a  —  a  =  u. 


*)  Die  allgemeinen  Eigenschaften  der  7  Rechnungsarten  bleiben 
auch  für  diese  neuen  Zahlen  in  Geltung,  wie  sieh  zeigt,  wenn  man  diese 
Zahlen  in  die  Formeln,  welche  jene  Eigenschaften  ausdrucken,  einteilt 


r 


58.  59.  Null.  43 

Bedeutung  der  NuU.  —  Null  soll  eine  Zahl  sein,  die,  zu 
einer  anderen  addirt,  dieselbe  ungeändert  lässt.  Da  aber  eine 
Zahl  nur  dann  ungeändert  bleiben  kann,  wenn  man  Nichts 
hinzuaddirt,  so  ist  „Null"  der  mathematische  Ausdruck  für 
den  Begriff  „Nichts". 

59.  Rechnungen  mit  der  Null.  —  Dieselben  ergeben  sich, 
wenn  man  in  allen  Formeln,   welche  von  der  Rechnung  mit 
einer  Differenz  handeln,  Minuend  und  Subtrahend  gleich  setzt. 
So  folgt: 
Aus  11:  a  +  (e— e)  =  (a  +  e)—e  Null,  zu  einer  Zahl  68. 

od.:a+0=a.  10.     addirt,     oder     von 

Aus  15:  a~ (e— c)  =  (a— <?)  +  *  einer  Zahl'subtra- 

od.:  a— 0  =  a.  10.     hirt,   ändert  deren 

Werth  nich«t. 

Anm.  Die  Null  kann  daher  als  Anfangsglied  dienen,  an  welches 
jede  Summe  sieh  anknüpfen  läset. 

Aus  23:  (ft  —  &>?  =  &*  —  be  Null,  mit  einer  Zahl  69. 

od.:  0.<?  =  0.  multiplicirt,     oder 

y~~ 0  —  tl     V  durch  eine  Zahl  di- 

Aus  31:  — ---  vidirt  giebt  NulL 

od.:  —  =  0. 
e 

Anm.  Potensdrong  mit  Null  (aus  42)  s.  unter  78,  Division  durch 
Null  unter  14Ö.  Da  a  .  0  =  b  .  0  =  0  ist,  so  darf  man  die  Regel  26  nie 
in  der  Weise  anwenden,  dass  man  durch  eine  Zahl  dividirt,  die  Null  ist 
'  oder  sein  kann.  Aus  a .  e  =  b  .  e  folgt  ac  —  be  =  0,  oder  e(a  —  b)  =  0. 
Ist  nun  c  gleich  Null,  so  ist  diese  Formel  richtig,  auch  ohne  dass  a~b 
ist.    Dagegen  würde  man  durch  Anwendung  von  28  nur  «r.J  finden. 

Aus  44:  (i-5)1  =  fc2-262  +  62  Null,  mit  einer  Zahl  70. 

od.:  ö2  =  0,  desgl.  potenzirt  oderradi- 

;_  cirt  giebt  Null. 

0»  =  0;V0  =  0. 

Aus  69  folgt  durch  Anwendung  des  Begriffs  der  Division 

|r  =  e;  d.  h.:  jr  kann  jede  Zahl  bedeuten.    Dieser  Aus-  71. 

druck  hat  also  die  Bedeutung  eines  Buchstabens,  und  kann 
daher  in  einer  Bestimmungsgleichung  (vgl.  Nr.  2)  einen  einzi- 
gen bestimmten  Werth  haben.  Die  Ermittelung  dieses  Werthes 
ist  eine  Aufgabe  der  höheren  Mathematik. 

Aus  70  folgt  durch  Anwendung  des  Begriffs  der  Logarith- 

mirung  (0  =  »,  d.  h.:    CO  kann  jede  Zahl  bedeuten.        71 


44 


59—61.    Null.    Negative  Zahlen. 


Anm.  Da88  0.c  =  0,  d.  h.  nullmal  c  =  0  ist,  geht  [auch  aus  dem 
Begriff  der  Null  hervor.  Denn  wenn  man  e  nullmal,  d.  h.  gar  nicht,  als 
Summand  zu  dem  Anfangsgliede  0  setzt,  so  erhält  man  eben  Null. 
(S.  Anm.  z.  68.) 

2.  c<a.  Die  negativen  Zahlen. 

60.  Vorbemerkungen.  —  1)  Wenn  in  der  Gleichung  c— a=6 
die  Zahl  c<>a  sein  soll,  so  kann  man  o  =  c  +  d  setzen,  und 
erhält:  c  — (c  +  d)  =  6,  oder  (13)  c  —  c  —  d=6,  oder  0  —  d=6; 
d.h.:  Jede  Differenz,  in  welcher  der  Minuend  kleiner 
ist  als  der  Subtrahend,  kann  in  eine  andre  verwan- 
delt werden,  deren  Minuend  Null  ist. 

2)  Aus  0  —  d  =  b  folgt  &  +  d  =  0;  d.  h.:  Eine  solche 
Differenz  kann  stets  mit  einer  bestimmten  Zahl  zur 
Summe  Null  vereinigt  werden. 

61.  Erklärungen.  —  1)  Eine  Differenz,  deren  Minuend  Null 
ist,  wird  negative  Zahl  genannt,  und  mit  Weglassung  der 
Null  geschrieben. 

0-a=(-a). 

Anm.  Jeder  absoluten  Zahl  entspricht  hiernach  eine  negative, 
sodass  durch  Einführung  der  negativen  Zahlen  das  Gebiet  der  Zahlen 
verdoppelt  wird. 

2)  Im  Gegensatze  zu  den  negativen  Zahlen  heissen  die 
absoluten  Zahlen  positive  Zahlen,  und  werden  in  dieser 
Eigenschaft  als  Summen  geschrieben,  deren  erster  Summand 
Null  ist  (68)  und  weggelassen  wird. 

a  =  0  +  a  =  (+  a). 

Anm.  Eine  positive  Zahl  ist  also  eine  zu  Null  addirte,  eine  nega- 
tive Zahl  eine  von  Null  subtrahirte  absolute  Zahl.  Wegen  dieser  Be- 
ziehung zur  Null  heissen  positive  und  negative  Zahlen  „relative  Zahlen". 
—  Die  Grenze  zwischen  positiven  und  negativen  Zahlen  bildet  die  Null. 
Da  0  +  0  =  0,  und  0  —  0  =  0,  so  ist  +0  =  0  und  —0  =  0;  d.h.:  Null 
kann  sowohl  für  positiv  wie  für  negativ  angesehen  werden. — 
Die  Reihe  der  natürlichen  Zahlen  kann  nicht  nur  von  irgend  einer  Zahl 
an  durch  wiederholte  Addition  der  Einheit  beliebig  fortgesetzt  werden, 
sondern  auch  durch  wiederholte  Subtraction  derselben,  wodurch  man 
schliesslich  zur  Null  und  den  negativen  Zahlen  kommt.  Z.  B.  lautet 
diese  Reihe,  von  3  anfangend:  3,  2,  1,  0,  — 1,  — Ä,  ... 

3)  Als  Bestandteile  der  positiven  und  negativen  Zahlen 
heissen  die  Zeichen  +  und  —  Vorzeichen.  —  Zahlen  mit 
gleichen  Vorzeichen  heissen  gleichstimmig,  zwei  Zahlen  mit 
verschiedenen  Vorzeichen:  entgegengesetzt. 

Bedeutung  der  negativen  Zahlen.  —  Eine  negative  Zahl 
soll,  zu  der  entsprechenden  positiven  addirt,  die  Summe  Null 
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61.  62.   Negative  Zahlen.  45 

geben.  Daher  werden  zwei  durch  Zahlen  darstellbare  Hand- 
lungen oder  deren  Resultate,  die  sich  gegenseitig  aufheben, 
d.  b.  das  Resultat  Null  geben,    diejenigen  Begriffe  sein,   die  I 

ihren  mathematischen  Ausdruck  in  der  negativen  Zahl  —  a  und  ] 

der  positiven  +  a  finden.  j 

Anm.  Z.  B.:  Einnahme  und  Ausgabe,  Vermögen  und  Schulden 
Bewegung  nach  vorwärts  und  nach  rückwärts  (Schritte,  Thermometersoala)] 

62.  Rechnungen  mit  den  negativen  Zahlen.  —  Dieselben 
ergeben  sich,  wenn  man  in  allen  Formeln,  welche  von  der 
Rechnung  mit  einer  Differenz  handeln,  den  Minuend  gleich  Null 
setzt.    So  folgt: 

Ausll:o+(0— c)=(a+0)— c         Eine  negative  Zahl  wird  72. 
od.:  a  +  (_c)  =  a  —  c         68.  addirt  oder   subtrahirt, 

Ausl5:a-(0-cWa-0)+c  i!?deI?  man  .d*e  entspre- 

,  V      \       _■  ßQ    chende    positive    (abso- 

od.:a-(-c)  =  a+c         b8.  lute)     subtrahirt     oder 

addirt. 

Anm.  Hiernach  kann  jede  Differenz  als  Summe  einer  positiven 
und  einer  negativen  Zahl  dargestellt  werden.  Ferner  siebt  man,  dass 
eine  positive  oder  negative  Zahl  addirt  wird,  indem  man  sie  mit  ihrem 
Vorzeichen,  dagegen  subtrahirt  wird,  indem  man  sie  mit  entgegen- 
gesetztem Vorzeichen  binzuschreibt.  Man  kann  also  einen  Ausdruck 
wie  a  —  b  ~\-c  entweder  als  Resultat  der  Vereinigung  der  absoluten  Zahlen 
*,  6,  c  ansehen,  wobei  -|-  und  —  Recbnungszeichen  sind,  oder  als  Summe 
der  positiven  und  negativen  Zahlen  -(-  a,  —  6,  -f-  c,  wobei  die  Rechnungs- 
zeichen fehlen. 

Setzt  man  in  den  Formeln  7,  11,  13,  15  o  =  0,  so  folgt:  73. 

(+5)  +  c  =  + (6  +  c)  Zwei    gleichstimmige    Zahlen 

(+#)  —  c  =  +  (cc  —  c)  vereinigt  man  (zu  einer  relativen 

(-i)-c  =  -(&  +  c)  Zahl),    indem   man    der  Summe 

(_ x)  +  c  —  —  (x— >c)  ^er  absoluten  Zahlen  ihr  ge- 

oder  ~~  meinsames   Vorzeichen   giebt, 

+  6  +  c  =  +  (6  +  c)  zwei  entgegßngesetzte,  indem 

■  __  ■  •         x  man   der  Differenz    der   abso- 

^~°~     (k+  \  luten   Zahlen   das  Vorzeichen 

""    7C"~"")        <     der  grösseren  giebt. 
—  x  +  e  =  —  (x  —  c). 

Anm.  Diese  relativen  Zahlen  besitzen  also  die  Eigenschaft  der 
speciellen,  dass  man  mehrere  von  ihnen  zu  einer  einzigen  Zahl  von  der- 
selben Art  vereinigen  kann.  —  Soll  man  eine  grössere  Anzahl  positiver 
nnd  negativer  Zahlen  vereinigen,  so  vereinigt  man  erst  aUe  positiven, 
dann  alle  negativen  nach  dem  ersten,  und  schliesslich  die  beiden  Resul- 
tate nach  dem  zweiten  Theile  der  Regel  73.  Aus  der  letzten  Formel 
folgt  noch,  dass  eine  Differenz  durch  Vertauschung  von  Minuend 
und  Subtrahend  entgegengesetztes  Vorzeichen  erhält. 
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62.  Negative  Zahlen. 


74.  Aus  23:  0 .  c  —  bc  =  (0  -  b)c 
oder :      —  6c  =  (—  b)c. 

o     y^o-y 


Aus  31 : 


Eine  negative  Zahl  wird 
multiplicirt  oder  divi- 
dirt,  indem  man  die  ab- 
soluten Zahlen  multipli- 
cirt oder  dividirt,  und 
dem  Resultat  das  nega- 
tive Zeichen  giebt. 

Setzt  man  in  den  Formeln  25  a,  d,  x  gleich  Null,  so  folgt: 

+be      Product    und    Quotient 


oder: 


y  =  -y 

c         c 


76.  1)  (+6)(+e)=+Ae 

2)  (+6)(-e)=-Äe 

3)  (-6)(+e)=-6e 

4)  (_»)(_«)=+* 


+*= 


+6= 


-6= 


+  e 

— c 
-6« 


von  zwei  gleichstimmi- 
gen Zahlen  sind  positiv, 
von  zwei  entgegenge- 
setzten negativ. 


-6= 


±be 

—  6 


Hieraus  folgt:  Bildet  man  der  Reihe  nach  die  Potenzen 
einer  negativen  Zahl,  so  sind  dieselben  abwechselnd  positiv 
und  negativ.  Nennt  man  die  durch  2  theilbaren  Exponenten 
gerade,  die  übrigen  ungerade,  und  die  Potenzen  ebenfalb 
gerade  oder  ungerade,  je  nach  der  Beschaffenheit  ihrer  Ei- 
76.  ponenten,  so  kann  man  sagen:  Alle  geraden  Potenzen 
einer  negativen  Zahl  sind  positiv,  alle  ungeraden 
negativ. 

Anm.  Da  man  alle  geraden  Zahlen  durch  2*,  alle  ungeraden  durch 
2w  -f- 1  bezeichnen  kann,  so  lässt  sieh  die  letzte  Regel  durch  die  Formeln 
ausdrücken: 

(-6)*"  =  +  **";  (-.6)a«  +  1==-.62*+1.*) 
Potenzirung  mit  einer  negativen  Zahl  (aus  42)  8.  unter  84. 

b.  Erweiterung  des  Zahlbegriffes  durch  Division. 

Wenn  —  =  6  ist,  und  nicht  a  ein  Factor  von  c,  so  kann 
a 

a  =  c,  oder  c  ein  Factor  von  a  sein. 

Anm.  Ein  Quotient,  für  welchen  keiner  dieser  drei  Falle  gilt,  lasst 
sich,  wie  unten  sich  zeigen  wird,  immer  auf  den  dritten  Fall  zurflokfuhren. 


*)  Wendet  man  auf  diese  Formeln  den  Begriff  der  Radirirung  an, 
so  zeigt  sich,  dass  Radioirung  einer  negativen  mit  einer  geraden  Zahl 
nicht  vorkommen  kann.  Die  Lösung  dieser  Aufgabe  wird  also  eine  neue 
Erweiterung  des  Zahlengebietes  erfordern.    (Vgl.  Nr.  101  ff.) 
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63—65.  Eins.  47 

3.  c  =  a.  Die  Eins. 

68.  Vorbemerkungen.  —  1)  Wenn  —  =  6,   so  ist  a6  =  a; 

d.h.:  Ein  Quotient,  in  welchem  Dividend  und  Divisor 
gleich  sind,  lässt  die  Zahl,  die  man  mit  ihm  multi- 
plicirt,  angeändert. 

2)  Da  ac  =  ca,  so  ist,  wenn  man  beiderseits  durch  a  und  c 
dividirt,  a       c 

a  c 
d.  h.:  Ein  solcher  Quotient  bleibt  uageändert,  wenn 
der  gemeinsame  Werth  von  Dividend  und  Divisor 
sich  ändert  —  Man  kann  also  dem  Werthe  dieses  Quotien- 
ten ein  für  allemal  einen  bestimmten  Namen  geben,  und  ihn 
durch  ein  bestimmtes  Zeichen  ausdrücken. 

64,  Erklärung.  —  Ein  Quotient,  in  welchem  Dividend  und 
Divisor  gleich  sind,  wird  Eins  genannt,  und  durch  1  bezeichnet. 

a 
Bedeutung  der  Eins.  —  Eins  soll  eine  Zahl  sein,  welche 
jede  andere,  die  mit  ihr  multiplicirt  wird,  ungeändert  lässt. 
Da  aber  eine  Zahl  nur  dann  ungeändert  bleibt,  wenn  man  sie 
einmal  als  Summand  setzt,  so  ist  die  durch  obige  Erklärung 
bestimmte  „Eins"  dasselbe  wie  die  Zahleneinheit,  die  schon 
oben  (Nr.  5)  dasselbe  Zeichen  erhielt. 

Anm.  Es  könnte  zweifelhaft  seheinen,  ob  die  Einfahrung  der  Null 
and  der  Eins  wirklich  eine  Erweiterung  des  Zahlengebietes  bedingt,  da 
doch  beide  Zahlen  sich  in  die  Keine  der  natürlichen  Zahlen  einfugen. 
Hatten  wir  aber  fest,  dass  nach  der  oben  gegebenen  Definition  eine  Zahl 
der  Inbegriff  mehrerer  (also  mindestens  zweier)  Einheiten  ist,  und  be- 
denken wir,  dass  beide  Zahlen  ihre  besonderen,  von  denen  der  absoluten 
Zahlen  verschiedenen,  Reohnungsgesetze  haben,  so  tritt  die  Notwendig- 
keit hervor,  auch  in  der  Einfuhrung  dieser  Zahlen  eine  Erweiterung  des 
Zahlengebietes  zu  erblicken. 

65.  Rechnungen  mit  der  Eins.  —  Setzt  man  in  den  For- 
meln, welche  die  Rechnungen  mit  einem  Quotienten  enthalten, 
Dividend  und  Divisor  gleich,  so  folgt: 

A     QQ     ac  e  Eine  Zahl,  mit  Eins  mul- 77. 

aus**:—  =  a<-  tiplicirt,      oder      durch 

oder:    o  =  o.l.  29.  Eins  Wividirt,  bleibt  un- 

ö  a  geändert. 


Aus  37: 


c  = 


c\c 


oder:      a  =  y.  29. 
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65.   Eins. 


Anm.    Die  Eins  kann  daher  als  Anfangsglied  dienen,  an  welches 
jedes  Product  sich  anknüpfen  lägst. 

Eine  Zahl,  mit  Null  po- 
tenzirt,  giebt  Eins. 


,fr 


78.  Aus  42:    -r  =c6-6 


oder:    1  =  0°. 
79.  Aus  47:    -£— (jX 

oder:    1  =  lc. 

c  c 


Eins,  mit  einer  Zahl 
potenzirt  oder  radicirt, 
giebt  Eins. 


A«8M:    ^»=1A 


y 


oder 

:      l  =  \fE 

h                 h 

80. 

Aus  56: 
oder 

O                D 

:   cl  =  c. 

Q 

Aus  67: 

81. 

oder 
Aus  64: 

52. 


Eine  Zahl,  mit  Eins  po- 
tenzirt oder  radicirt, 
bleibt  ungeändert. 


52. 

Eins,  mit  einer  Zahl  lo- 
garithmirt,  giebt  Null. 

oder:      0=  *1. 

Aus  78  folgt  durch  Anwendung   des  Begriffs   der  Radi- 

o o 

82.  cirung  \|l  =c;  d.  h.:\fl  kann  jede  Zahl  bedeuten.  (Vgl. 
71.)    Durch  Logarithmirung  folgt  81.   . 

Aus  79  folgt  durch  Anwendung  des  Begriffs  der  Logarith- 

82a.  mirung    /l  =  c;  d.  h.:    fl  kann  jede  Zahl  bedeuten. 

Aus  80  folgt  durch  Anwendung  des  Begriffs  der  Logarith- 

88.  mirung  c/c  =  l,  d.  h.:  Der  Logarithmus  der  Grundzahl 
ist  Eins. 

Anm.    Es  bildet  also  82a  ebenso  eine  Ausnahme  zu  83,  wie  — =c 

c 
eine  Ausnahme  zu  der  Regel  —  =  1.  —  Man  sieht  ferner,  dass  83  eine 

c 

zweite  Definition  der  Eins  enthält.  —  Dass  c°  =  1  ist,  geht  auch  aus  dem 
Begriff  der  Null  hervor.  Denn  wenn  man  c  nullmal,  d.  h.  gar  nicht,  eis 
Factor  zu  dem  Anfangsgliede  Eins  setzt,  so  erhält  man  eben  Eins.  (Siehe 
Anm.  zu  77.) 
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66.  67.   Umgekehrte  Zahlen.  49 

4.  c  ein  Factor  von  a.  Die  umgekehrten  Zahlen. 

66.  Vorbemerkungen.  —  1)  Wenn  in  der  Gleichung  —  =  6 

e  ein  Factor  von  a  sein  soll,  so  kann  man  a  —  cä  setzen,  und 

c   ~  c '  c  1 

erhält:  — y  =&,  oder  (35)  - '-•  =  &,  oder  -=-  =  6;  d.  h.:  Jeder  Quo- 
,  Ca  du 

tient,  in  welchem  der  Dividend  ein  Factordes  Divisors 

ist,  kann  in  einen  andern  verwandelt  werden,  dessen 

Dividend  Eins  ist. 

2)  Aus  -r  =  6  folgt:  5d=l;  d.  h.:  Ein  solcher  Quo- 
tient kann  stets  mit  einer  bestimmten  Zahl  zum  Pro- 
ducte  Eins  vereinigt  werden. 

67.  Erklärungen.  —  1)  Ein  Quotient,  dessen  Dividend  Eins 
ist,  wird  umgekehrte  Zahl  genannt  und  in  unveränderter 
Form  geschrieben. 

a 

Anm.  Jeder  absoluten  Zahl  entspricht  hiernach  eine  umgekehrte, 
sodass  durch  Einführung  der  umgekehrten  Zahlen  das  Gebiet  der  Zahlen 
nochmals  verdoppelt  wird. 

2)  Im  Gegensatze  zu  den  umgekehrten  Zahlen  heissen  die 
absoluten  Zahlen  ganze  Zahlen  und  können  in  dieser  Eigen- 
schaft als  Producte  geschrieben  werden,  deren  erster  Factor 
Eins  ist  (77). 

a  =  1 .  a. 

Anm.  Durch  den  Hinzutritt  des  Factors  1  wird  angedeutet,  dass 
•  eine  Anzahl  von  Einheiten  bedeutet,  d.  h.  eine  absolute  Zahl  ist.  Dieser 
Factor  pflegt  aber  weggelassen  zu  werden.  —  Wegen  ihrer  Beziehung 
zur  Eins  sind  ganze  und  umgekehrte  Zahlen  „relative  Zahlen".  —  Die 
Grenze  zwischen  den  ganzen  und  umgekehrten  Zahlen  bildet  die  Eins. 

Da  1 . 1  ==  1,  und  —  =  1,  so  kann  Eins  sowohl  für  eine  ganze  wie 

für  eine  umgekehrte  Zahl  angesehen  werden.  —  Sowohl  die  gan- 
ten wie  die  umgekehrten  Zahlen  können  positiv  oder  negativ  sein,  sodass 
also  einer  absoluten  Zahl  a  bis  jetzt  vier  relative  entsprechen,  nämlich 

_i  .    1  l 

+  «>—*>  +—  i  — -r 

a  tt 

Bedeutung  der  umgekehrten  Zahlen.  —  Eine  umgekehrte 
[Zahl  soll,  mit  der  entsprechenden  ganzen  multiplicirt,  das 
Product  Eins  geben.  Daher  werden  die  gleichen  Theile  eines 
als  Einheit  betrachteten  Gegenstandes  einzeln  diejenigen  Be- 
;  griffe  sein,  deren  mathematischer  Ausdruck  eine  umgekehrte 

SchWg«l,  Elementar-MathemAtik.  L  4 
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50  67.  68.   Umgekehrte  Zahlen. 

Zahl  ist.  Denn  jeder  dieser  Theile,  so  oft  als  Summand  ge- 
setzt, als  die  Anzahl  der  Theile  beträgt,  bringt  die  gegebene 
Einheit  wieder  hervor.  Es  ist  also  die  umgekehrte  Zahl  ein 
Theil  der  Einheit,  und  die  entsprechende  ganze  Zahl  die  An- 
zahl der  Theile,  welche  diese  Einheit  bilden. 

68.  Rechnungen  mit  den  umgekehrten  Zählen.  —  Da  die, 
umgekehrten  Zahlen  in  ihrer  Form  sich  von  den  gewöhnlichen 
Quotienten  nicht  unterscheiden,  so  gilt  dasselbe  auch  von  den 
Rechnungen  mit  ihnen.  Die  Formeln  der  Rechnung  mit  Quo- 
tienten (in  denen  man  den  Dividend  gleich  Eins  zu  setzen  hat) 
erleiden  nur  diejenigen  Veränderungen,  welche  die  Rechnung j 
mit  der  Eins  verursacht.  Es  folgen  daher  hier  nur  diejenigen 
Formeln,  die  zu  besonderen  Bemerkungen  Anlass  geben.  Es  folgt:' 

83a.         Aus  33:  —  =  a.— :  d.  h.:   Jeder  Quotient  kann  als 

e  e  | 

Product  einer  ganzen  und  einer  umgekehrten  Zahl 
geschrieben  werden. 

Anm.    Hiernach  sind  auch  diejenigen  Quotienten,  welche  keinem 

der  im  Anfang  dieses  Abschnittes  (b)  aufgezählten  Fälle  angehören,  (die 

Brüche)  auf  diese  Fälle  zurüokgeführt.    Ein  Bruch  ist  also  das  Product 

einer  ganzen  und  einer  umgekehrten  Zahl.  —  Setzt  man  in  83a  e  =  äf 

1 
so  folgt:  1  =  a .  — .    Lässt  man  in  dieser  Formel  rechts  den  Factor  m 

grösser  werden,  so  muss  der  andre  Factor  —  kleiner  werden,  damit  dtsj 

Product  seinen  Werth  1  behalt.  Eine  umgekehrte  Zahl  ist  also  ui 
so  kleiner,  je  grösser  ihr  Divisor  ist.  —  Dies  folgt  auch  aus  d< 
oben  erörterten  Bedeutung  der  umgekehrten  Zahlen.  ' 

i       h  _ 

83b.  Aus56:c6=:N^;  d.  h.:  Jede  Wurzel  kann  als  PoteiH 

mit   umgekehrtem  Exponenten   geschrieben   werden* 

i 

ä      ao    c°  —     o-&  Eine   Potenz   mit   negativen^ 

84.  Aus  4^:^—  c  Exponenten    ist    gleich    der 

j  umgekehrten  Potenz  mit  po- 

oder:  -^=<?-6      78.       sitivem  Exponenten,  oder  dei 

c  ganzen  Potenz  mit  positivem 

oder:  f-Y=<?-6  79.48.  Exponenten,  aber  umgekehrt 
ve/  ter  Grundzahl. 

Anm.  Man  kann  also  das  Vorzeichen  des  Exponenten  ändern, 
wenn  man  gleichzeitig  entweder  die  Potenz  oder  nur  ihre  Grundzahl 
umkehrt.  —  Die  Bildung  und  Deutung  der  übrigen  Formeln  (aus  37,  47, 
(4,  56,  57,  64)  sei  zur  Uebung  empfohlen.  —  (Aufgaben:  Hofmann  % 
Fünfter  Abschnitt  I.  II.  —  Bardey  XII.) 
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69 — 71.  Irrationale  Zahlen.  51 


je  Erweiterung  des  Zahlbegriffes  durch  Badicirung 
i  und  Logarithmirung. 

I       69.  Wenn  \<?=6,  also    Ic  —  a,   und    nicht  c  im  ersten 

Falle  ein  Product  von  a  gleichen  Factoren,  im  zweiten  Falle 
rin  Product  von  lauter  gleichen  Factoren  b  ist,  so  ist  6,  resp. 
I  nicht  mehr  eine  Zahl  in  dem  ursprünglich  festgestellten  Sinne. 
—  Heben  wir  nun  wieder  den  Fall  hervor,  dass  die  beiden  zu 
▼ereinigenden  Zahlen  gleich  sind,  so  folgt  erstens,  da  &a  nicht 

b  b  a 

leich  a\  dass  auch  V&"  ungleich  a,  und  NT  ungleich  Vff  ist. 

a 

talier  ist  es  nicht  zulässig,  Na  durch  ein  Zeichen  von  he- 
iter Bedeutung  zu  ersetzen.    Zweitens  ist   laz=l  (83), 

Iso  gleich  einer  schon  bekannten  Zahl.    Dieser  Fall  liefert 
keine  Erweiterung  des  Zahlbegriffes. 

5.  Die  irrationalen  Zahlen. 

70.  Vorbemerkung.  —  Während  die  negativen  Zahlen  als 
Differenzen   mit  dem  Minuend  0,    und   die   umgekehrten   als 

lotienten  mit  dem  Dividend  1  erschienen,  lassen  sich  die 
rurzeln  und  Logarithmen,  welche  der  oben  gestellten  Bedin- 
mg  nicht  genügen,  nicht  in  ähnlicher  Weise  auf  eine  einzige 
*hl  beziehen,  *)  erfordern  also  zu  ihrer  Darstellung  stets  zwei 
»sohlte  Zahlen. 

71.  Erklärungen.  —  1)  Wurzeln  und  Logarithmen,  die 
cht  Zahlen  in  dem  bisher  festgestellten  Sinne  sind,  werden 
rationale  Zahlen  genannt  und  in  unveränderter  Form  ge- 

ieben. 


*)  Denn  für  Wurzeln   hat  die  Grenzzahl  \a,  wie   oben  gezeigt, 

ipt  keinen  festen  Werth.    Für  Logarithmen  ist  zwar  *c  =  l,  und, 

man  in  der  Formel   ly=  ly .  I*  y=c  setzt:  1=  lc .  Iw,  also, 

reim  Ist  =  »  ist,    lc  =  — .    Aber  keine  der  Formeln  für  die  umgekehr- 

Zahlen  zeigt,  wie  ein  beliebiger  Logarithmus  als  Potenz  zwischen 
einfachen  und  einer  umgekehrten  Zahl  dargestellt  werden  kann, 
ich  kann   auch   keiner   der  hier  betrachteten  Logarithmen  durch 
e  auf  Eins  bezogene  Zahl  dargestellt  werden. 

4* 


52    71*  72.    Irrationale  Zahlen.    Zusammengesetzte  Zahlen. 

2)  Im  Gegensatze  zu  den  irrationalen  Zahlen  heissen  die 

absoluten  Zahlen  rationale  Zahlen. 

i 

Anm.  Sowohl  die  rationalen  wie  die  irrationalen  Zahlen  könnest 
positiv  oder  negativ  sein.  Es  entsprechen  aber  einer  absoluten  Zahl  m 
unzählige  irrationale,  da  die  Bestimmung  der  irrationalen  Zahl  noch  ein« 
zweite,  beliebig  zu  wählende  Zahl  b  erfordert,  die  wieder  mit  a  in  vier- 
facher Weise  durch  Radicirung  oder  Logarithmirung  verbunden  werden 
kann,  während  schliesslich  noch  jede  dieser  Zahlen  positiv  oder  negativ 
sein  kann.  Einem  Paar  rationaler  Zahlen  entsprechen  also  im  Ganzen 
8  irrationale. 

( a)  Er- 

setzt man  6C    =<r,  und  caz=\^y   (vgl.  Anm.  zu  67  am  Ende),  ad 

folgt  ^|T=  Ix, 

woraus  hervorgeht,  dass  die  aus  Wurzeln  und  die  aus  Logarithmen  hettl 
vorgehenden  irrationalen  Zahlen  von  gleicher  Beschaffenheit  sind,  aliJ 
nicht  noch  durch  besondere  Namen  unterschieden  zu  werden  brauchen. 

Denn  wenn  x  und  b  beliebige  absolute  Zahlen  sind,  so  ist  ea  eine  irratio> 
nale  Zahl,  und  einerseits  gleich  einer  Wurzel,  andrerseits  gleich  einen 
Logarithmus.  j 

Die  Bedeutung  der  irrationalen  Zahlen  wird  erst  später  {m 
den  Anwendungen  der  Arithmetik  auf  die  Raumlehre)  hervortreten.       J 

Die  Rechnungen  mit  irrationalen  Zahlen  unterscheiden  tkl 
nicht  von  denjenigen  mit  gewöhnlichen  Wurzeln  und  Logarithmen, 


Zweite  Abtheilung. 
Die  zusammengesetzten  Zahlen. 

72.  Uebersicht.    Die  Vereinigung  eines  Resultates  mit  ein 
Zahl  lässt  sich  auf  eine  beliebige  Menge  von  Zahlen  ausdehn 
indem  jedes  erhaltene  Resultat  aufs  Neue  durch  irgend  eii» 
Rechnungsart  mit  einer  neuen  Zahl  sich  vereinigen  lässt.   D 
finden  nur  diejenigen  Beschränkungen  statt,  welche  die  Unvo 
ständigkeit  der  bisher  angegebenen  Regeln  auferlegt.  — 
wird  sich  nun   herausstellen,   dass  eine  beliebige  Folge   v 
Rechnungen,  an  beliebigen  Zahlen  vorgenommen  (mit  Ausnah 
eines  Falles)  stets  auf  ein  Resultat  führt,   welches  sich  ei 
allgemeinen  Form  unterordnen  lässt,   d.  h.:   dass  es  für 
Vereinigung  verschiedener  Rechnungsarten  (die  wir  die  zu 
mengesetzte  Rechnungsart  nennen  können)  ebenso  eine  all 
meine   Form   giebt,  wie  z.  B.  a  +  b  =  c  die  für  die  Additi 


72 — 74.    Zusammengesetzte  Zahlen.    Polynome.  53 


[aufgestellte  war.  —  Hierauf  wird  zu  untersuchen  sein,  wie  mit 
Solchen  zusammengesetzten  Zahlen  gerechnet  wird,  und  ob  der 
[Vereinigung  von  Zahlen  zu  einer  solchen  allgemeinen  Form 
Wne  entgegengesetzte  Rechnungsart  entspricht,  endlich,  ob 
^dieselbe  zu  einer  ferneren  Erweiterung  des  Zahlbegriffes  fuh- 
ren wird. 

j  Der  allgemeine  Ausdruck  einer  zusammengesetzten  Zahl 
Nrird  die  Form  einer  Summe  erhalten,  deren  Glieder  im  All- 
gemeinen willkürlich  gebildet  werden  können.  In  einem 
isonderen  Falle  jedoch  wird  sich  herausstellen,  dass  diese 
flieder,  eines  aus  dem  anderen,  nach  einem  bestimmten 
esetze  gebildet  werden  können.  Diese  specielle  Art  zu- 
iramengesetzter  Zahlen  wird  eine  besondere  Betrachtung  er- 
widern. 

A,  Die  Polynome. 

73.  Reduction  eines  zusammengesetzten  Ausdrucks  auf  eine 
ine  Form.  —  1)  Mit  Hilfe  der  negativen  und  umgekehr- 

sd  Zahlen  lassen  sich  die  Resultate  der  indirecten  Rech- 
iungen  (mit  Ausnahme  der  Logarithmen)  in  solche  der  direc- 
;en  verwandeln.     Denn 

a)  jede  Differenz  lässt  sich  als  Summe  einer  positiven 
id  einer  negativen  Zahl  schreiben  (72), 

b)  jeder  Quotient  als  Product  einer  ganzen  und  einer 
(gekehrten  Zahl  (83a), 

c)  jede  Wurzel  als  Potenz  mit  umgekehrtem  Expo- 
rten (83b). 

Anm.    Logarithmen  allein  sind  auf  diesem  Wege  nicht  zu  entfernen. 

2)  Die  Anordnung  der  drei  directen  Rechnungen  erfolgt 
Grund  folgender  Bemerkungen: 

a)  Ein  Product  von  Summen  lässt  sich  stets  als  eine 
umme  von  Producten  darstellen  (25). 

b)  Eine  Potenz  von  Producten  lässt  sich  stets  als  ein 
roduet  von  Potenzen  darstellen.  (a&)**  =  a*« .  6**  (46). 

Hiernach  lässt  sich  jeder  zusammengesetzte  Ausdruck,  der 
iine  Logarithmen  enthält,  darstellen  als  eine  Summe  von 
rodueten  von  Potenzen. 

74.  Erklärungen.  —  1)  Jeder  nur  mittelst  der  6  ersten  Rech- 
igsarten  zusammengesetzte  Ausdruck  heisst  algebraisch, 
ier  andere  transcendent. 
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2)  Eine  Summe  von  Producten  von  Potenzen  heisst  Poly- 
nom. Die  allgemeine  Form  des  Polynoms  (Gleichung  der  zu- 
sammengesetzten Rechnungsart)  lautet  daher: 

n   "Ih  &  _L  n    ^h  P*  _l_  —   Y 

(*|        Oy  •  •   •   "f     Ut\       Vn         •   •   •  "|     •   •   •  —  A. 

3)  Die  Summanden  heissen  Glieder  des  Polynoms.*) 

75.  Vereinfachungen  der  allgemeinen  Form  des  Polynoms.  — 

1)  Man  kann  in  jedem  Gliede  eine  einzige  Potenz  als  solche 
bezeichnen,  das  Product  der  übrigen  aber  durch  einen  Buch- 
staben ausdrücken.  —  Letzterer  heisst  dann  der  Coefficient 
des  Gliedes. 

axa  +  fc/  +  ....  =  X. 

2)  Man  kann  in  allen  Gliedern  Potenzen  mit  derselben 
Grundzahl  (x)  hervorheben,  und  diejenigen  Glieder,  welche  eine 
solche  Potenz  nicht  enthalten,  in  einen  Buchstaben  zusam- 
menfassen. Man  kann  femer  diesem  Buchstaben  (nach  78  und 
77)  den  Factor  ac°  hinzufügen,  und  die  Glieder  so  ordnen,  dass 
die  Exponenten  die  aufsteigende  oder  absteigende  Reihe  der 
natürlichen  Zahlen  bilden.  Das  Polynom  heisst  in  diesem 
Falle:  nach  steigenden  oder  fallenden  Potenzen  von 
x  geordnet.  Demnach  lautet  die  einfachste  Form  des  Poly- 
noms (Normalform): 

O0  +  O^X  +  O^X*  +  .  .  .  +  OnXn  =  X. 

Anm.  Zum  ersten  Gliede  kann  man  sich  also  den  Factor  a?°,  und 
im  zweiten  zu  *  den  Exponenten  1  hinzudenken.  —  Das  Glied  X  rechts 
kann  man  (nach  10)  nach  links  bringen  und  mit  demjenigen  Gliede  ver- 
einigen, welches  dieselbe  Potenz  von  x  enthält  wie  X.  —  Da  die  Zahlen 
a  auch  den  Werth  Null  haben  können,  so  sind  in  der  Normalform  auch 
solche  Polynome  enthalten,  in  deren  Gliedern  nicht  alle  Potenzen  von  m 
von  der  0*?  bis  zur  n*«H  enthalten  sind.  —  Ein  Polynom  kann  auch 
gleichzeitig  nach  Potenzen  mehrerer  Buchstaben  geordnet  sein,  nament- 
lich nach  steigenden  des  einen  und  fallenden  eines  andern.  —  Endlich 
ist  leicht  zu  sehen,  dass  in  der  Normalform  auch  die  einfachen  Resultate 
der  6  ersten  Rechnungsarten  als  spezielle  Fälle  enthalten  sind. 

76.  Rechnungen  mit  Polynomen.**)  —  In  der  Rechnung 
werden  die  Polynome  wie  Summen,  ihre  Glieder  wie  Producte 
behandelt.  Jedes  Glied  besteht  aus  drei  Theilen,  dem  Vor- 
zeichen, dem  Coefficienten,  der  Buchstabengrösse 
(Potenz   oder  Product  von  Potenzen).     Glieder  mit   gleicher 


*)  Ein  Polynom,  welches  nur  zwei  Glieder  enthält,  wird  auch  Binom 
genannt. 

**)  Beispiele  s.  am  Schluss  des  Buches  in  der  „Uebersicht  der 
Formeln  und  Regeln". 
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Buchstabengrösse  (gleichnamige  Glieder)  können  nach  Be- 
endigung der  Rechnung  (nach  24  und  73)  zu  einem  Gliede 
vereinigt  werden. 

Anm.  Der  bequemeren  Vereinigung  wegen  pflegt  man  schon  wäh- 
rend der  Rechnung  die  gleichnamigen  Glieder  unter  einander  zu  schreiben. 
In  den  folgenden  Rechnungen  ist  überall  die  übliche  Anordnung  der 
Rechnung  zur  Anschauung  gebracht. 

Addition  ron  Polynomen. 

Oo  +  axx  +  a^x2  + ...  Ein  Polynom  wird  addirt,  86. 

60  +  blx  +  Kx2+...  indem  man  seine  Glieder 

: mitihrenVorzeichcnhin- 

(%+b0)+(al+bl)x+((Ll+b2)x2+...    zuschreibt.  (7,  Anm.  z.  72.) 

Snbtraction  ron  Polynomen« 

o0  +  aix  +  a2x2  +  ...  Ein  Polynom    wird    sub- 86. 

—  b^Tb^xTb^T  ...  trahirt,  indem  man  seine 

'- Glieder  mit  entgegenge- 

(a9—b0)+(al-l)l)x+(ai~b2)x2+...   setzten  Vorzeichen  hin- 
zuschreibt. (13,  Anm.  z.  72.) 
(Aufgaben:  Hofmann  2.   Zweiter  Abschn.  I.  37 — 44.) 

Mnltiplication  von  Polynomen. 

<%  +  a^x  +  a^x2-^  . . .  Ein    Polynom    wird    mit  87. 

bQ  +  bix  +  b2x2  +  ...  einem  anderen  multipli- 

cirt,    indem    man    jedes 

oo&o  +  ax\x  +  o^qX2  +  . . .  Glied  des  einenmit  jedem 

+  ajb^x  +  c^^x2  +  . . .  Gliede  des  anderen  multi- 

+  aJ)2x2  +  . . .  plicirt  und  die  Producte 

addirt. 

.   a060+(ol60+a061)x+(a260+ol61+a062)a:H..  (25). 

(Aufgaben:  Hofmann  2.    Zweiter  Abschn.  III.) 

Dirislon  ron  Polynomen. 

Da  die  Aufgabe,  durch  eine  Summe  zu  dividiren,  oben 
unerledigt  geblieben  ist  (vgl.  Anm.  zu  32),  so  lässt  sich  die 
Aufgabe,  ein  Polynom  durch  ein  anderes  zu  dividiren,  nur 
dadurch  lösen,  dass  man  das  zweite  Polynom  wiederholt  vom 
ersten  subtrahirt,  und  die  Anzalü  der  Subtrahenden  bestimmt. 
Denn  nach  einer  früheren  Bemerkung  (Nr.  26)  kann  die  Divi- 
sion als  eine  wiederholte  Subtraction  betrachtet  werden.  — 
Der  kürzeren  Rechnung  wegen  subtrahirt  man  aber  jedesmal 
ein  Vielfaches  des  Subtrahend  und  wählt  den  Factor  so,  dass 
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das  jedesmalige  erste  Glied  des  Minuend  verschwindet  Dieser 
Factor  muss  also  der  Quotient  aus  dem  ersten  Gliede  des 
Minuend  und  dem  ersten  Gliede  des  Subtrahend  sein.  —  Nun 
sind  2  Fälle  möglich :  1)  Der  Divisor  ist  ein  Factor  des  Divi- 
dend. Dann  bleibt  nach  einer  Anzahl  von  Subtractionen  der 
Rest  Null,  und  die  Summe  der  oben  erwähnten  Factoren  ist 
der  genaue  Quotient.  2)  Der  Divisor  ist  kein  Factor  des  Divi- 
dend. Dann  bleibt  nach  einer  Reihe  von  Subtractionen  vom 
Dividend  ein  nicht  dividirbarer  Rest  übrig,  an  dem  man  die 
Division  nur  andeuten  kann.    (So  in  der  ersten  Formel  der 

Anm.  zu  32:  =  6  +  —).  —  Da   aber   andererseits  die 

e  e 

Division  eine  wiederholte  Subtraction  ist,  so  kann  man  diese! 
Subtraction  nach  der  oben  gegebenen  Vorschrift  fortsetzen  undj 
immer  neue  Glieder  des  Quotienten  bilden.  Dieses  Verfahren 
hat  kein  Ende;  denn  bliebe  nach  irgend  einer  Subtraction  der] 
Rest  Null,  so  wäre  der  bis  dahin  ermittelte  Quotient  das  ge- 
naue Resultat  der  Division,  also  der  Divisor  ein  Factor  de 
Dividend,  gegen  die  Annahme.  Von  dieser  besonderen  Foi 
des  Quotienten  wird  weiter  unten  die  Rede  sein.  Vgl.  Anm. 
zu  148.) 

Anm.     Summe,  Differenz  und  Product  zweier  Polynome  ist  stet 
wieder  ein  Polynom,  der  Quotient  dagegen  nur  dann,  wenn  der  Divisoi 
ein  Factor  des  Dividend  ist.    Andernfalls  muss  der  Begriff  des  Polynoms 
ebenso  erweitert  werden,  wie  früher  der  der  einfachen  Zahl.    Dies  wii 
weiter  unten  geschehen. 

Divisor.  Quotient. 

Oo  +  avx  +  c^x1  +  . . .  +  aHa?\  j  60  +  bxx  +  b2x2  +  . . .  +  6*03*. 

Dividend. 

flofto+K^i  +oA)#+(ao*2  +  ai*i  +O260)a;2+ +  anbnx** 

— Oq&oT  o,60  ojT  a.2b0  x2-j- . . . 


+  0^  x  + 

To06,  x  T 


(o062+o1ft1).x2+. . . 
a,  6,  x2-F . . . 


+  o062  ac2+. . . 
Ta062  a?2T. . . 


• . .  • 


. . .  +all6«a?2,, 

. . .  TaJh&P 

0. 
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Um  ein  Polynom  durch  ein  anderes  zu  dividiren,  88. 
üvidirt  man  das  erste  Glied  des  Dividend  durch  das 
erste  Glied  des  Divisor,  muUiplicirt  den  Quotient 
mit  dem  gajnzen  Divisor,  subtrahirt  das  Product  vom 
Dividend,  und  fängt  mit  dem  Rest  als  neuem  Divi- 
dend die  Rechnung  wieder  von  vorn  an.  Der  Quotient 
der  beiden  Polvnome  ist  dann  die  Summe  der  einzel- 
nen  Quotienten. 

A     —  h 

Anm.    Durch  Ausführung  der  Division ,  -  gelangt  man  zu  45a. 

A  — ■  o 

(Aufgaben:  Hofmann  2.    Zweiter  Abschn.  IV.) 

Potenzirung  eines  Polynoms  mit  2. 

Die  Aufgabe,  eine  Summe  mit  einer  Zahl  zu  potenziren, 
wurde  oben  nur  für  die  Exponenten  2  und  3  gelöst  (44).  Da 
eine  in  Worten  ausgedrückte  Regel  für  jeden  Exponenten  an- 
ders ausgedrückt  werden  müsste,  so  möge  es  genügen,  dieselbe 
für  den  einfachsten  Fall  (2)  auszusprechen.  Betrachtet  man 
in  der  ersten  der  Formeln  45b  die  Buchstaben  o,  6,  . .  als 
Glieder  eines  Polynoms,  so  erhält  man  die  Regel: 

Das  Quadrat  eines  Polynoms  ist  gleich  der  Summe  89. 
der  Quadrate  aller  Glieder,  vermehrt  um  die  doppel- 
ten Producte  je  zweier. 

Radicirojig  eines  Polynoms  mit  2. 

Nach  einer  früheren  Bemerkung  (Nr.  41)  kann  die  Radi- 
rirung  als  eine  wiederholte  Division  betrachtet  werden.  Hier- 
nach lässt  sich  die  Radicirung  eines  Polynoms  in  ähnlicher 
Weise  wie  die  Division  durch  ein  fortgesetztes  Verfahren  aus- 
führen, welches  ein  Ende  hat  oder  nicht,  je  nachdem  das  Poly- 
nom aus  der  durch  den  Exponenten  bestimmten  gleichen  An- 
\  zahl  von  Factoren  besteht  oder  nicht.  Dieses  Verfahren  ist, 
wie  das  entsprechende  bei  der  Potenzirung,  für  jeden  Exponen- 
ten ein  anderes.  Es  genügt,  dasselbe  für  den  einfachsten  Fall 
(2)  festzustellen,  da  es  für  die  übrigen  Fälle  zu  verwickelt  und 
(wie  später  (Nr.  167)  gezeigt  wird)  für  die  Anwendungen  ent- 
behrlich ist.  Aus  der  dritten  Formel  45b, 
(o+6+c+d+...)2-a2+i(2a+6)+c[2(a+6)+c]+rf[2(a+4+c)+d]+.. 
ergiebt  sich  die  Bestimmung  der  Glieder  a,  6,  c,  . . . ,  wenn 
das  Polynom  der  rechten  Seite  gegeben  ist,  (Bestimmung  der 
„Quadratwurzel")  wie  folgt: 

Soll  ein  Polynom  mit  2  radicirt  werden,    so   ist  90. 
das  erste  Glied  des  Resultates  die  Quadratwurzel  aus 
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dem  ersten  Gliede  des  Polynoms.  Dies  Glied  wird 
subtrahirt.  Um  das  zweite  Glied  zu  finden,  dividirt 
man  das  erste  Glied  des  Restes  durch  das  doppelte 
erste  Glied  des  Resultates.  Dann  multiplicirt  man 
den  Quotienten  mit  sich  selbst  und  dem  doppelten 
bisherigen  Resultat  und  subtrahirt  dies  Product  von 
dem  gegebenen  Polynom.  Alle  übrigen  Glieder  wer- 
den wie  das  zweite  gefunden. 

Anm.    Denken  wir  uns  zu  <*,  b,  c,  d . . .  der  Reihe  nach  die  Factoren 

x1,  x2,  <r*,  #8, . . .  hinzugefugt,  so  sind,  wie  leicht  zu  sehen,  beide  Polynome 
nach  steigenden  Potenzen  von  x  geordnet.  Man  muss  also,  um  das  Re- 
sultat geordnet  zu  erhalten,  auch  das  gegebene  Polynom  ordnen. 

(A  u  f  g  a  b  e  n :  Hofmann  2.  Vierter  Abschn.  IL — Bardey  XIV.  B.) 

B,  Die  Proportionen« 

77.  Vorbemerkung.  —  Durch  Gleichsetzung  zweier  Poly- 
nome entsteht  eine  Gleichung.  Dieselbe  wird  in  einfachster 
Gestalt  erscheinen,  wenn  statt  der  Polynome  nur  Summen, 
Differenzen,  Producte  u.  s.  w.,  aus  je  zwei  Buchstaben  gebil- 
det, gegeben  sind.  Bei  derartigen  Gleichungen  wird  es  sich 
im  Allgemeinen  nicht  um  die  Bestimmung  eines  Buchstabens 
durch  die  übrigen,  sondern  um  die  Umformungen  handeln, 
denen  sie  mittelst  der  Regeln  6,  9,  21,  28,  40,  51  unterworfen 
werden  können,  ohne  dass  ihre  beiden  Seiten  die  Gleichheit 
der  Gestalt  verlieren. 

78.  Erklärungen:  1)  Eine  Gleichung,  in  welcher  jede  Seite 
nur  zwei  Zahlen,  und  zwar  durch  dieselbe  Rechnung  verbun- 
den, enthält,  heisst  Proportion,  und  zwar  von  1.,  2.  oder 
3.  Stufe,  je  nachdem  die  Rechnung  1.  oder  2.  oder  3.  Stufe  ist 

2)  Die  vier  Zahlen  heissen  Glieder  der  Proportion,  und 
zwar  die  erste  und  letzte  (in  der  Reihenfolge  des  Schreibens) 
äussere,  die  beiden  mittleren  innere,  die  beiden  ersten  auf 
jeder  Seite  vordere,  die  beiden  letzten  hintere  Glieder. 
Jedes  Glied  heisst  die  vierte  Proportionale  der  drei 
anderen. 

1.  Die  Proportion  erster  Stufe  (arithmetische  F.). 

79.  Die  allgemeine  Form  dieser  Proportion  ist 

la)  a  +  b  =  c  +  d. 
Subtrahirt  man  auf  jeder  Seite  die  Summe  der  beiden  inneren 
Glieder,  so  folgt: 

lb)  a  —  c=zd  —  b; 


r 
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d.h.:  Eine  Proportion  aus  zwei  Summen  kann  in  eine  91. 
andere  aus  zwei  Differenzen  bestehende  verwandelt 
werden,  und  umgekehrt. 

80*  Eigenschaften  der  Proportion  erster  Stufe.  — 

1)  Vertauscht  man  in  la)  oder  lb)  die  rechte  Seite  mit 
der  linken,  so  folgt: 

2a)  c  +  d=a  +  6;  2b)  d- 6  =  a-c; 

d.  h.:  Man  kann  die  beiden  inneren  Glieder  mit  den  92. 
beiden  äusseren  vertauschen. 

2)  Vertauscht  man  in  la)  beiderseits  die  Summanden,  und 
multiplicirt  lb)  mit  —  1,  so  folgt: 

3a)  6  +  o  =  d  +  c;  3b)  c  -  a  =  6  -  d\ 

d.  h.:  Man  kann  die  beiden  vorderen  mit  den  beiden  93. 
hinteren  Gliedern  vertauschen. 

3)  Durch  Vergleichung  von  2a)  mit  3a)  und  von  2b)  mit 
3b)  folgt: 

Man  kann  die  Proportion,   statt  von  links  nach  94. 
rechts,  auch  von  rechts  nach  links  lesen. 

81.  Besondere  Eigenschaft  der  Differenz-Proportion.  — 

4)  Subtrahirt  man  in  la)  auf  jeder  Seite  die  Summe  der 
beiden  hinteren  Glieder,  so  folgt: 

lc)  o  —  d  =  c  —  6; 
d.h.  wenn  man  lc)  mit  lb)  vergleicht:  In  jeder  Differenz-  95- 
Proportion  kann  man  die  beiden  inneren  oder  [nach 
Regel  1)]  die  beiden   äusseren  Glieder  mit  einander 
vertauschen. 

Anm.  In  welcher  Regel  lässt  sich  der  Ueb ergang  von  lh  in  la 
aussprechen? 

82.  Stetige  Proportion.  —  Eine  Differenz-Proportion  heisst 
stetig,  wenn  ihre  inneren  (oder  äusseren)  Glieder  einander 
gleich  sind.  Allgemeine  Form  der  stetigen  arithmetischen 
Proportion : 

a  —  x  =  x  —  b. 

Das  mittlere  Glied  x  heisst  das  arithmetische  Mittel 
(mittlere  arithmetische  Proportionale)  zwischen,  a  und  6. 
Man  findet: 

_a  +  b 

x-    2    ; 

d.h.:  Das  mittlere  Glied  der  stetigen  arithmetischen  96. 
Proportion  ist  gleich  der  halben  Summe  der  äusseren 
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Glieder.    Oder:  Das  arithmetische  Mittel  zweier  Zah- 
len ist  gleich  ihrer  halben  Summe. 

An m.    Ist  ar=    "•"      und  v  = — t* — *  so  erhält  man: 

2  *  2     ' 

97.  d.  h.:  Addirt  man  die  halbe  Differenz  zweier  Zahlen  zu  ihrer 
halben  Summe,  so  erhält  man  die  grössere  der  beiden  Zahlen. 
Subtrahirt  man  die  halbe  Differenz  zweier  Zahlen  von  ihrer 
halben  Summe,  so  erhält  man  die  kleinere  der  beiden  Zahlen. 

83.  Erweiterung.  —  Die  stetige  Proportion  a  —  x  =  x  —  6 
kann  geschrieben  werden: 

(*  —  a)  +  (a: -- 6)  =  0. 
Nun  kann  man  verallgemeinernd  die  Gleichung  aufstellen: 

(X  —  Oj)  +  (x  —  02)  +  .  .  +  (X  —  Ott)  =  0, 

woraus  folgt: 

__  Oj  +  a2  +  . .  +  o,» 

x  —  •—  . 

n 

Dann  heisst  x  das  arithmetische  Mittel  der  Zahlen  av  a2, ..  .o». 

98.  Und  man  hat  die  Regel:  Das  arithmetische  Mittel  von 
»Zahlen  ist  gleich  dem  n*£  Theile  ihrer  Summe. 

2.  Die  Proportion  zweiter  Stufe  (geometrische  F.). 

84.  Die  allgemeine  Form  dieser  Proportion  ist 

la)   ab  =  cd. 
Dividirt  man  beide  Seiten  durch  das  Product  der  beiden  inneren 
Glieder,  so  folgt: 

lb)  7  =  T; 

99.  d.  h.:  Eine  Proportion  aus  zwei  Producten  kann  in 
eine  andere  aus  zwei  Quotienten  bestehende  verwan- 
delt werden,  und  umgekehrt. 

85.  Eigenschaften  der  Proportion  zweiter  Stufe.  — 

1)  Vertauscht  man  in  la)  oder  lb)  die  rechte  Seite  mit 
der  linken,  so  folgt: 

2a)  cd  =  aA;  2b)  -£  =  -; 

100.  d.  h.:  Man  kann  die  beiden  inneren  Glieder  mit  den 
beiden  äusseren  vertauschen. 

2)  Vertauscht  man  in  la)  beiderseits  die  Factoren,  und 
potenzirt  lb)  mit  — 1  (vgl.  84),  so  folgt: 

3a)  ba=zdc\  3b)  -  =  4; 

a       a 
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d.  tu  Man  kann  die  beiden  vorderen  mit  den  beiden  101. 
hinteren  Gliedern  vertauschen. 

3)  Durch  Vergleichung  von  2a)  mit  3a)  und  von  2b)  mit 
3b)  folgt:    Man  kann  die  Proportion,   statt  von  links  102. 
nach  rechts,  auch  von  rechts  nach  links  lesen. 

86.  Besondere  Eigenschaften  der  Quotienten-Proportion.  — 

4)  Dividirt  man  beide  Seiten  von  la)  durch  das  Product 
der  beiden  hinteren  Glieder,  so  folgt: 

lc)    *--«. 

d.h.,  wenn  man  lc)  mit  lb)  vergleicht:  In  jeder  Quotienten-  103. 
Proportion  kann  man  die  beiden  inneren  oder  [nach 
Regel  1)]  die  beiden    äusseren  Glieder   mit   einander 
vertauschen. 

Anm.  In  welcher  Regel  lässt  sich  der  Uebergang  von  lb)  in  la) 
aussprechen? 

5)  Addirt  oder  subtrahirt  man  1  auf  beiden  Seiten  von 
lb),  so  folgt: 

«  lx   a  ±  c       d  ±  b 

ld)  -—  -  =  — i — .  104. 

7      c  0 

6)  Dividirt  man  die  beiden  in  5)  enthaltenen  Proportionen 

(die   sich   nur   durch  .die  Zeichen  +  und   —    unterscheiden) 

durch  einander,  so  folgt: 

...    a  +  c       d  +  6 

le) =-j — r.  105. 

o  — c       d  —  0 

87.  Stetige  Proportion.  —  Eine  Quotienten-Proportion  heisst 
stetig,  wenn  ihre  inneren  (oder  äusseren)  Glieder  einander 
gleich  sind.  Allgemeine  Form  der  stetigen  geometrischen 
Proportion : 

a  _  x 

x       6" 
Das  mittlere  Glied  x  heisst  das  geometrische  Mittel  (mitt- 
lere  geometrische  Proportionale)  zwischen  a  und  4.     Man 
findet  _ 

x=z\ab; 
d.  h.:  Das  mittlere  Glied  der  stetigen  geometrischen  106. 
Proportion  ist  gleich  der  Wurzel  aus  dem  Producte 
der  äusseren  Glieder.     Oder:  Das  geometrische  Mit- 
tel  zweier  Zahlen  ist  gleich  der  Wurzel   aus  ihrem 
Producte. 
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Anra.    Ist  oj  =  \flS  und  y=  1/   -y-,  so  erhält  man: 

x 
*y  =  a;  y  =  *5 

d.  h.? 

(L  X 

88.  Erweiterung.  —  Die  stetige  Proportion     -  =  -r  kann 

x        b 

geschrieben  werden: 

x     x  __ 

•  ~r  —  ■*■• 
a     o 

Nun  kann  man  verallgemeinernd  die  Gleichung  aufstellen: 

XX  -i 

~~~  •  -"""  •  •  •         — —  A) 

woraus  folgt: 

n 
X  r=  \flj02  .  .  an. 

Dann  heisst  a?  das  geometrische  Mittel  der  Zahlen  av  av  ...a„. 

107.  Und  man  hat  die  Regel:  Das  geometrische  Mittel  von 

n  Zahlen  ist  gleich  der  n**?  Wurzel  aus  ihrem  Producte. 

Anm.  Die  Lehre  von  den  Proportionen  lässt  noch  andere  Er- 
weiterungen zu.  —  So  kann  man  eine  Reihe  arithmetischer  Propor- 
tionen durch  Addition  oder  Subtraction,  eine  Reihe  geometrischer  durch 
Multiplication  oder  Division  vereinigen,  woraus' offenbar  wieder  eine  (zu- 
sammengesetzte) Proportion  von  der  Art  der  gegebenen  entsteht. 
Man  kann  ferner  statt  zweier  Summen,  Differenzen,  Producte,  Quotien- 
ten beliebig  viele  einander  gleich  setzen,  und  erhält  dadurch  eine  fort- 
leitende Proportion.  Von  den  Eigenschaften  dieser  Proportionen  ist 
nur  folgende  [der  Quotienten-Proportion  angehörige,  eine  Erweiterung 
von  ld)J  wichtig:  Ist 

<*l «g ^3=       =  — 
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gegeben,  so  folgt,  wenn  man  lc)  und  ld)  vergleicht,  für  die  erste  Pro- 


portion  -r*  =  T' 

oder: 

oder: 

ferner: 

u.  8.  w.  —  Schliesslich: 


al  ±  *2  _  *1  ±  * 


2 


«2 

h 

> 

fll±*2_ 

«2_ 

«3 

al±«2_ 
«3 

*1± 

y 

±1 

±  «2  ±  «3  _ 
*3 

.  *1± 

:  h  db  A3 
's 
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<*\  Jt  **2  i  *3  i  •  •  •  i  Äa    *1 fl2 öw 

^1  dt  ^2  dt  ^3  1  •  •  •  i  ^*  ^i        ^2  ^n 

Durch  Gleichsetzung  zweier  Potenzen  würde  man  eine  Proportion 
dritter  Stufe  erhalten.  Welche  Umformungen  laset  dieselbe  zu,  und  welche 
Eigenschaften  besitzt  sie? 

(Zum  Schluss  sei  wiederholt  bemerkt,  dass  jedesmal,  wenn  es  sich 
bei  einer  Proportion  nicht  um  eine  Umformung,  sondern  um  Bestimmung 
eines  ihrer  Glieder  handelt,  die  Proportion  als  Gleichung  zu  betrachten 
und  nach  den  im  nächsten  Abschnitt  gegebenen  Vorschriften  zu  behan- 
deln ist.  Für  die  Arithmetik  ist  überhaupt  die  Lehre  von  den  Propor- 
tionen yon  ganz  untergeordnetem  Interesse  und  findet  hier  nur  wegen 
ihrer  Anwendungen  auf  die  Geometrie  eine  Stelle.) 


C.  Die  Gleichungen. 

89.  Vorbemerkung.  —  Ebenso  wie  a  +  b  =  x  die  Gleichung 
der  Addition  war,  so  kann  eine  Gleichung,  deren  linke  Seite 
ein  Polynom,  deren  rechte  eine  beliebige  Zahl  (auch  Null)  ist, 
als  Gleichung  der  zusammengesetzten  Rechnungsart  betrachtet 
werden.  In  dieser  allgemeinen  Gleichungsform  sind  dann  die- 
jenigen der  6  ersten  Rechnungsarten  als  besondere  Fälle  ent- 
halten. —  Aber  ebenso,  wie  in  der  Gleichung  a  +  b  =  x  jeder 
Buchstabe  der  linken  Seite  als  eine  zu  bestimmende  Grösse 
betrachtet  werden  kann,  so  auch  in  der  allgemeinen  Gleichung 
jeder  Buchstabe  des  Polynoms.  Das  Verfahren,  durch  welches 
ein  solcher  Buchstabe  bestimmt  wird  (und  welches  hiernach 
der  Aufstellung  der  indirecten  Rechnungsarten  entspricht)  heisst 
die  Auflösung  der  Gleichung. 

90.  Erklärungen.  —  1)  Unter  der  Wurzel  einer  Glei- 
chung in  x  versteht  man  diejenige  Zahl,  welche,  in  dem  Poly- 
nom der  linken  Seite  für  x  gesetzt,  die  linke  Seite  der  rechten 
gleich  macht. 

2)  x  heisst  die  Unbekannte  der  Gleichung. 

s 

3)  Die  Wurzel  einer  Gleichung  in  x  bestimmen,  heisst: 
die  Gleichung  nach  x  auflösen. 

91.  Eintheilung  der  Gleichungen.  —  Eine  Gleichung,  in 
welcher  die  Unbekannte  nur  in  der  Grundzahl  von  Potenzen 
(nicht  aber  als  Exponent)  vorkommt,  heisst  algebraisch  (weil 
die  Bestimmung  ihrer  Wurzel  nur  die  Anwendung  der  6  ersten 
Rechnungsarten  erfordert),  jede  andere  transcendent.  Die- 
jenigen transcendenten  Gleichungen,  in  welchen  die  Unbekannte 


108. 
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nur  im  Exponenten  von  Potenzeu  vorkommt,  heissen  Expo- 
nentialgleichungen. 

Anm.  Also  nur  die  Art  und  Weise,  wie  die  Unbekannte  vorkommt, 
bestimmt  die  Natur  der  Gleichung.  Die  bekannten  Grössen  können  be- 
liebig algebraische  oder  transcendente  Ausdrücke  sein. 

L  Algebraische  Gleichungen. 

93.  Reduction  einer  algebraischen  Gleichung  auf  die  Normal- 
form.*) —  Ebenso  wie  ein  algebraischer  Ausdruck  auf  das 
Polynom  und  seine  Normalform  sich  reduciren  Hess,  so  auch 
eine  algebraische  Gleichung  auf  dieselbe  Normalform.  Die 
vorige  Art  der  Reduction  ist  aber  hier  nicht  anwendbar,  weil 
Resultate,  welche  x  enthalten,  nicht  durch  andere  Buchstaben 
ersetzt  werden  können.  Vielmehr  erfolgt  die  Reduction  haupt- 
sächlich mittelst  des,  die  Regeln  6,  9,  21,  28,  40  umfassenden 
109.  Satzes:  Gleiche  Rechnungen  mit  gleichen  Zahlen  geben 
gleiche  Resultate.  Man  kann  folgende  Stufen  der  Reduc- 
tion unterscheiden: 

a)  Vereinfachen.  —  Klammern,  Wurzelzeichen,  unter 
welchen  x  steht,  und  Divisionsstriche  werden  entfernt,  und  zwar 

1)  Klammern  durch  Ausführung  der  durch  sie  angedeu- 
teten Rechnung  (Addition,  Subtraction,  Multiplication, 
Potenzirung). 

2)  Wurzelzeichen,  indem  man  durch  Anwendung  von  6 
und  10  das  die  Wurzel  enthaltende  Glied  des  Polynoms 
auf  eine  Seite  der  Gleichung  allein  bringt,  (die  Gleichung 
nach  dieser  Wurzel  auflöst)  und  dann  beide  Seiten  mit 
dem  Wurzelexponenten  potenzirt. 

3)  Divisionsstriche,  indem  man  beide  Seiten  der  Glei- 
chung mit  dem  Divisor  des  zu  beseitigenden  Striches 
multiplicirt. 

Anm.  Die  Reihenfolge,  in  der  diese  Vereinfachungen  vorzunehmen 
sind,  richtet  sich  nach  der  Natur  der  die  Gleichung  bildenden  Ausdrücke. 
Im  Allgemeinen  empfiehlt  es  eich,  die  äusseren  Zeichen,  d.  h.  diejenigen, 
welche  andere  einschliessen,  zuerst  zu  beseitigen. 

b)  Ordnen.  —  Durch  Anwendung  der  Regeln  6,  9,  10 
kann  man  beliebig  Glieder  der  Gleichung  von  der  einen  Seite 
nach  der  andern  bringen.  Vergleicht  man  die  beiden  Glei- 
chungen der  Addition  und  Subtraction, 

a  +  b=zc,  a  =  c—  6, 

*)  Beispiele  s.  am  Schluss  des  Buches  in  der  „Uebersicht  der 
Formeln  und  Regeln". 
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von  denen  jede  aus  der  andern  durch  Anwendung  dieser  Re- 
geln abgeleitet  werden  kann,  so  lassen  sich  die  3  Regeln  in 
eine,  für  die  Anwendung  auf  Gleichungen  bequemere  Regel 
zusammenfassen:  Jedes  Glied  einer  Gleichung  kann  no. 
mit  entgegengesetztem  Vorzeichen  auf  die  andere 
Seite  gebracht  werden.  —  Eine  Gleichung  heisst  geord- 
net, wenn  mittelst  dieser  Regel  alle  Glieder,  welche  x  ent- 
halten, nach  links,  alle  anderen  nach  rechts  gebracht  sind.  — 
Eine  Gleichung  heisst  auf  Null  gebracht,  wenn  alle  Glieder 
nach  links  gebracht  sind,  sodass  die  rechte  Seite  Null  ist.  — 
In  beiden  Fällen  pflegt  man  das  Polynom  der  linken  Seite  nach 
fallenden  Potenzen  von  x  zu  ordnen. 

c)  Zusammenfassen.  —  Glieder,  welche  gleich  hohe 
Potenzen  von  x  enthalten,  werden  durch  Anwendung  von  24 
zu  einem  Gliede  zusammengefasst,  indem  man  die  Potenz 
von  x  als  gemeinsamen  Factor  heraussetzt. 

d)  Di  vi  dir  en.  —  Alle  Glieder  der  Gleichung  werden 
durch  den  Coefficienten  desjenigen  Gliedes  dividirt,  welches  die 
höchste  Potenz  von  x  enthält. 

Anm.  Ist  dieses  Glied  negativ,  so  dividirt  man  durch  den  negativ 
genommenen  Coefficienten,  oder  raultiplicirt  erst  mit  ( —  1),  oder  kehrt, 
die  Vorzeichen  aller  Glieder  um,  wodurch  jenes  Glied  jedesmal  posi- 
tiv wird. 

Die  durch  diese  Reductionen ,  hergestellte  Normalform 
der  Gleichung  lautet  nun: 

ac"  +  an  —  ix*—1  +  On-zx"-2  + +  axx  =  a0. 

Der  höchste  in  der  Normalform  vorkommende  Exponent  von  x 
heisst  der  Grad  der  Gleichung.  Demnach  ist  eine  Glei- 
chung vom  »*!?  Grade  eine  solche,  in  deren  Normalform  keine 
höhere  Potenz  von  x  als  die  n*  vorkommt.    Hierauf  beruht  die 

93.  Eintheilung  der  algebraischen  Gleichungen  in  Gleichun- 
gen vom  1.,  2.,  3.,  ...  Grade. 

Anm.  Der  Grad  einer  Gleichung  ist  stets  eine  ganze  positive  Zahl. 
Denn  enthielte  ein  Glied  die  Potenz  *~ *,  so  würde  mau  *  dafür  schrei- 
ben,  und  den  Divisor  nach  a)  3)  beseitigen.     Enthielte  aber  ein  Glied  die 

-  " ._ 

Potenz  **,  so  würde  man  ^x   dafür   schreiben,   und  die  Wurzel   nach 

*)  2)  beseitigen.  —  Irrationale  Wurzeln  als  Exponenten  müssen  (nach 
Anm.  zu  60)  ausgeschlossen  werden,  desgl.  irrationale  Logarithmen  (nach 
Anm.  zu  67). 

04-  Auflösung  der  algebraischen  Gleichungen.  (Vorbemer- 
kungen.) —  Eine  Gleichung  ist  gelöst,    wenn  auf  der  linken 

Schlegel,  El*ment*r-M*tbem*Ök.  L  5 
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Seite  nur  xy  auf  der  rechten  Seite  ein  Ausdruck  steht,  welcher 
x  nicht  enthält.  —  Von  den  Coefficienten  a0,  av  ...  a»_i 
kann  einer  oder  mehrere  gleich  Null  sein.  Hierbei  sind  fol- 
gende Fälle  besonders  wichtig: 

a)  a0  =  0.  Dann  kann  man  die  ganze  Gleichung  durch  x 
dividiren,  also  ihren  Grad  um  1  erniedrigen.  Ist  ausserdem 
die  Reihe  der  folgenden  Grössen  ala2.  ,.ap  gleich  Null,  so 
kann  man  die  Gleichung  sogar  durch  x*+*  dividiren,  sodass 
ihr  Grad  nur  noch  n  —  (p  +  1)  beträgt. 

b)  a0  nicht  =  0,  aber  alle  andern  Grössen,  ax  a2  . . .  a„_i 
gleich  Null.    Dann  heisst  die  Normalform 

x»  =  o0. 
Eine  Gleichung,  welche  ausser  dem  Gliede  xn  nur  noch  ein 
von  x  freies  Glied  enthält,  heisst  eine  reine  Gleichung  vom 
n*!?  Grade,  jede  andere  eine  gemischte.  Die  Normalform 
der  reinen  Gleichung  vom  n!??  Grade  kann  noch  weiter  ver- 
einfacht werden.    Setzt  man  nämlich  a0  =  an,  dividirt  die  Glei- 

x 
chung  durch  an  und  setzt  —  =  a,  so  geht  sie  über  in 

a 

Anm.  Nur  die  Gleichungen  des  1.,  2.,  3.  und  4.  Grades  sind  in 
der  allgemeinen  Form  algebraisch,  d.  h.  mit  Hilfe  der  6  ersten  Rech- 
nungsarten, auflösbar,  von  höheren  Gleichungen  dagegen  nur  besondere 
Arten.  —  Eine  Gleichung  ist  nicht  lösbar,  wenn  ihre  beiden  Seiten  sich 
widersprechen;  sie  hat  unendlich  viele  Lösungen  (ist  eine  Formel),  wenn 
beide  Seiten  auf  dieselbe  Form  gebracht  werden  können.    Beispiele: 

~8~    +      8  ~~~        24        '  8       +      3      """         24 

Wir  lösen  nun  der  Reihe  nach  die  Gleichungen  der  ersten 
4  Grade,  und.  lassen  dabei  jedesmal  die  reine  Gleichung  der 
gemischten  vorangehen. 

1.  Die  Gleichung  vom  ersten  Grade  (lineare  Gleichung).    J 

95.  Auflösung.  —  Da  die  Nonnalform  dieser  Gleichung 
ar  =  a0  ist,  so  fallen  reine  und  gemischte  Gleichung  hier  zu- 
sammen, und  die  Gleichung  ist  durch  Reduction  auf  die  Nor- 
malform bereits  gelöst. 

(Aufgaben:  Hofmann  2.  Sechster  und  siebenter  Ab- 
schnitt. —  Bardey  XXI.  XXIII.) 

96.  Erweiterung.  —  Gleichungen  mit  mehreren  Unbekannten. 
—  Ist  eine  Gleichung  mit  2  oder  mehreren  Unbekannten  ge- 
geben, so  kann  man  allen  Unbekannten  bis  auf  eine  beliebige 
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Werthe  geben,  und  jedesmal  ist  dann  die  letzte  Unbekannte 
bestimmt.    Die  Gleichung  bat  also  unzählig  viele  Lösungen. 

Anm.  Die  hier  gemachten  Bemerkungen  gelten  für  Gleichungen 
beliebig  hoher  Grade. 

Sind  zwei  Gleichungen  mit  denselben  beiden  Unbekannten 
gegeben,  so  lässt  sich  zeigen,  dass  es  für  jede  der  Unbekannten 
einen  Werth  giebt,  welcher  beiden  Gleichungen  genügt.  Denn 
bestimmt  man  die  eine  Unbekannte  (y)  aus  der  einen  Glei- 
chung, und  setzt  ihren  Werth,  welcher  x  enthält,  in  die  andre 
ein,  so  enthält  diese  Gleichung  nur  noch  die  Unbekannte  x. 
Mithin  ist  x  durch  diese  Gleichung  bestimmt,  und  folglich  auch 
y  durch  die  andre,  wenn  man  den  gefundenen  Werth  von  x 
darin  einsetzt.  —  Es  existirt  also  in  diesem  Falle  für  das 
System  der  beiden  Gleichungen  nur  eine  Lösung.  Dasselbe 
findet,  wie  leicht  zu  sehen,  statt,  wenn  drei  Gleichungen  mit 
drei  Unbekannten,  u.  s.  w.,  im  Allgemeinen,  wenn  n  Gleichun- 
gen mit  n  Unbekannten  gegeben  sind. 

Sind  endlich  zwei  oder  mehrere  Gleichungen  mit  nur 
einer  Unbekannten  x  gegeben,  so  genügt  schon  eine  Gleichung 
zur  Bestimmung  dieser  Unbekannten,  und  die  übrigen  Glei- 
chungen sind  entweder  überflüssig,  wenn  nämlich  der  gefundene 
Werth  von  x  auch  aus  ihnen  hervorgeht,  oder  mit  der  ersten 
Gleichung  unvereinbar,  wenn  sie  andere  Werthe  ergeben.  Im 
Allgemeinen  also  existirt  in  diesem  Falle  für  das  System  der 
Gleichungen  keine  Lösung. 

I  Auf   einen   der   drei  hier  beschriebenen  Fälle  lässt  sich 

jedes  System  von  Gleichungen  zurückfuhren.  Denn  bestimmt 
man  eine  Unbekannte  aus  einer  Gleichung  und  setzt  ihren 
Werth  in*  die  übrigen  ein,  so  erhält  man  ein  neues  System, 
welches  eine  Gleichung  und  eine  Unbekannte  weniger  enthält. 

i  Sind  also 

}         a)  mehr  Unbekannte  als  Gleichungen, 
so  bleibt  nach  wiederholter  Anwendung  dieses  Verfahrens  eine 

;  Gleichung  mit  mehreren  Unbekannten  übrig,  und  das  System 
hat  unzählig  viele  Lösungen,  d.  h.  jede  Unbekannte  hat 
unzählig  viele  Werthe.  —  Sind 

b)  ebensoviele  Unbekannte  als  Gleichungen, 
so  bleibt   schliesslich  eine  Gleichung  mit  einer  Unbekannten 
übrig,  und  das  System  hat  eine  Lösung,  d.  h.  jede  Unbekannte 
hat  einen  Werth.  —  Sind  endlich 

c)  weniger  Unbekannte  als  Gleichungen, 
so  bleiben  schliesslich  mehrere  Gleichungen  mit  einer  Unbe- 

5* 
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kannten  übrig,  und  das  System  hat  keine  Lösung,  d.  h.  es 
giebt  für  die  Unbekannten  keine  Werthgruppe,  welche  allen 
Gleichungen  genügte. 

Anm.  Im  ersten  Falle  gehört  zu  jeder  ^"beliebig  gewählten  Werth- 
gruppe der  übrigen  Unbekannten  ein  bestimmter  Werth  von  x,  der  sich 
ändert,  sobald  eine  der  Unbekannten  einen  anderen  Werth  erhält.  Der 
Werth  von  t  ist  also  von  denen  der  anderen  Unbekannten  abhängig, 
und  man  drückt  dies  aus,  indem  man  sagt,  x  sei  eine  Funktion  der 
übrigen  Unbekannten.  Natürlich  ist  auch  jede  der  anderen  Unbekannten 
eine  Funktion  der  übrigen.  —  Die  Zahl  der  Lösungen  kann  eingeschränkt  % 
werden,  wenn  die  fehlenden  Gleichungen  durch  Bedingungen  ersetzt  sind. 
Der  einfachste  Fall  ist  derjenige,  wo  eine  Gleichung  mit  zwei  Unbekann- 
ten und  eine  Bedingung  (z.  B.  dass  die  Werthe  der  Unbekannten  ratio- 
nale oder  ganze  oder  ganze  positive  Zahlen  sein  sollen)  gegeben  ist.  Von 
solchen  Gleichungen,  welche  diophan tische  heissen,  wird  weiter  unten 
(Nr.  160)  die  Rede  sein. 

Der  zweite  Fall,  welcher  allein  eine  bestimmte  Lösung  giebt,  wird 
uns  hier  ausschliesslich  beschäftigen. 

Im  dritten  Falle  kann  man  den  Werth  der  letzten  Unbekannten 
noch  aus  einer  Gleichung  bestimmen,  und  in  die  übrigen  einsetzen.  Sind 
die  bekannten  Zahlen  der  Gleichungen  dann  in  Buchstaben  gegeben,  so 
drücken  diese  letzten,  keine  Unbekannte  mehr  enthaltenden  Gleichungen 
ebensoviele  Bedingungen  aus,  welche  diese  Buchstaben  erfüllen  müssen, 
damit  eine  gemeinsame  Lösung  der  Gleichungen  existire.  Diese  Glei- 
chungen heissen  daher  auch  Bedingungsgleicbungen. 

Die  Normalform  einer  Gleichung  mit  mehreren  Unbe- 
kannten ist 

ax  +  by  +  cz  +  . . .  =  m, 

worin  jc,  y,  . .  unbekannte,  a,  6,  . . .  m  bekannte  Grössen  (ganze 
Zahlen)  sind.  —  Die  Wegschaffung  einer  Unbekannten  aus  einer 
Reihe  von  Gleichungen  heisst  Elimination  der  Unbekannten. 

97.  Eliminationsmethoden.*)  —  Die  Elimination  einer  Un- 
bekannten aus  mehreren  Gleichungen  kann  durch  verschiedene 
Methoden  bewirkt  werden. 

1.  Die  Substitutionsmethode.  —  Man  löst  eine  Glei- 
chung nach  der  wegzuschaffenden  Unbekannten  auf,  und  setzt 
deren  Werth  in  die  anderen  Gleichungen  ein. 

Anm.  Diese  Methode  ist  auch  auf  Gleichungen  von  höherem  als 
erstem  Grade  anwendbar,  soweit  dieselben  eine  Lösung  gestatten. 

2.  Die  Comparationsmethode.  —  Man  löst  alle  Glei- 
chungen nach  der  wegzuschaffenden  Unbekannten  auf  und 
setzt  den  einen  Werth  dieser  Unbekannten  der  Reihe  nach 
allen  übrigen  gleich. 

*)  Beispiele  8.  am  Schluss  des  Buches  in  der  „Uebersicht  dej 
Formeln  und  Kegeln". 
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3.  Die  Additionsmethode.  —  Man  bringt  alle  Glei- 
chungen auf  die  Normalform,  multiplicirt  die  erste  und  die 
zweite  Gleichung  mit  solchen  Zahlen,  dass  die  Coefficienten 
einer  Unbekannten  gleich,  aber  mit  verschiedenen  Vorzeichen 
versehen  sind,  und  addirt  dann  beide  Gleichungen.  Auf  die- 
selbe Weise  eliminirt  man  dieselbe  Unbekannte  aus  der  1. 
und  3.,  aus  der  1.  und  4.  Gleichung,  u.  s.  w. 

Anm.  Diese  Methode  ist  nur  auf  Gleichungen  1.  Grades  (oder 
solche,  die  sich  darauf  zurückfuhren  lassen)  anwendbar,  in  diesem  Falle 
aber  die  bequemste. 

Durch  wiederholte  Anwendung  dieser  Methoden  auf  m  Glei- 
chungen mit  m  Unbekannten  gelangt  man  schliesslich  zu  einer 
Gleichung  mit  einer  Unbekannten.  Es  gestaltet  sich  die  Auf- 
lösung nach  der  dritten  Methode,  wie  folgt: 

a)  Bei  zwei  Gleichungen: 

1)  ajjs-h&jysCj 

2)  a2x  +  b2y  =  c2. 

Um  y  zu  eliminiren,  multiplicire  man  1)  mit  b2,  2)  mit  (—by). 

1)  a162o?  +  6162t/  =  c162. 

2)  -  a2bxx  -  btb2y  =  -  c2bv 
Folglich  durch  Addition: 

(axb2  -  a2bx)x  =  cxb2  -  c2bx 
oder:  c  b*  —  c  b 

Um  y  zu  finden,  hätte  man  x  eliminiren,  d.  h.  1)  mit  a2, 
2)  mit  ( — ax)  multipliciren  müssen.  Da  die  Gleichungen  1) 
und  2)  ungeändert  bleiben,  wenn  man  x  mit  y,  a,  mit  bv  a? 
mit  b2  vertauscht,  so  ist  dasselbe  mit  jeder  aus  1)  und  2) 
abgeleiteten  Gleichung  der  Fall,  namentlich  mit  der  Gleichung  3). 
Man  erhält  also  aus  3)  durch  diese  Vertauschungen: 

y  =    Cl°2  ~  C2°l 

b\H  -  Vi " 

Anm.  Ist  a^b2  —  a26j=0,  so  wird  bei  der  Auflösung  der  Factor 
von  a?t  ebenso  wie  der  von  y,  gleich  Null,  also  verschwinden  x  und  y 

selbst  (nacb  69).   Da  alsdann  axb2=a2b^  oder     *  =    *  ist,  so  kann  man 

den  gemeinsamen  Werth  dieser  Quotienten  e  nennen,  und  erhält:  «j  =  a2t\ 
6]  =  62e,  oder,  wenn  man  diese  Werthe  in  1)  einsetzt:  (a2x  -f-  b2y)e  =  cj 

oder  a^x  -f-  b^y  =    *.    Ist  nnn  c2  nicht  =    1,  so  widersprechen  sich 

die  beiden  Gleichungen,  da  sie  derselben  Grösse  a2x  +  62y  verschiedene 
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Ci  -  Ci 


Werthe    beilegen.     Ist   aber  C2  =  — *,  oder  -  *  =e,    so   gebt  die   erste 

Gleichung  aus  der  zweiten  durch  Multiplioation  aller  Glieder  mit  t  hervor; 
die  erste  Gleichung  trägt  also  zur  Bestimmung  von  x  und  y  nichts  Neues 
bei,  die  beiden  Gleichungen  sind  von  einander  abhängig  und  haben 
für  die  Auflösung  nur  den  Werth  einer  Gleichung.  Hieraus  geht  für 
die  Lösbarkeit  zweier  Gleichungen  die  Bedingung  hervor,  dass  dieselben 
einander  nicht  widersprechen  und  von  einander  nicht  abhängig  sein  dürfen. 

b)  Bei  drei  Gleichungen: 

1)  axx  +  bxy  +  clz  =  d1 

2)  a2x  +  b2y  +  c2z  =  d2 

3)  azx  +  &3y  +  c3s  =  d3. 
Die  Elimination  von  z  giebt: 

aus  1)  und  2) :  4)  (axc2  —  a2cx)x  +  (bxc2  —  b2cx)y  =  dxc2  —  d2c15 
aus  2)  und  3) :  5)  (a2cs  _  a3c2)  x  +  (i2c3  -  63c2)y  =  d2cz  ^-  d3c2. 

Da  diese  Gleichungen  die  Form  der  unter  a)  gegebenen  haben, 
so  braucht  man  in  der  dortigen  Lösung  für  x  nur  statt  alt 
bv  ...  die  Coefficienten  der  neuen  Gleichungen  zu  setzen, 
und  erhält: 

x  _  (dlC2~rf2Cl)(62C3-63C2)  —  (d2C3^d3C2)(6lC2-ft2Cl) 
(»1^- VlXVs  —  ^)  ~  (02C3~a3C2)(6lC2-62Cl)' 

und  durch  dasselbe  Verfahren,  wie  in  a),  ähnliche  Ausdrücke 
für  y  und  z.  Löst  man  in  dem  Ausdruck  für  x  die  Klammern 
des  Dividend,  lässt  zwei  sich  aufhebende  Glieder  weg,  beachtet, 
dass  der  Divisor  aus  dem  Dividend  hervorgeht,  indem  man 
überall  a  statt  d  setzt,  und  dass  die  Glieder  des  Dividend 
und  des  Divisor  denselben  gemeinsamen  Factor  e2  enthalten, 
so  erhält  man 

6)   x  =  (ft2C3  -  hC2^d\  +  (Vi  -  6lC3)rf2  +  ( V2  -  ViK 
(62C3  -  *3C2)ai  +  (Vi  -  V*)0*  +  (*1C2  ~  Vi)*»* 

Aehnlich  wie  bei  zwei  Gleichungen  findet  man  hieraus  y,  in- 
dem man  für  a,  6,  c  der  Reihe  nach  6,  c,  a  setzt  (a,  6,  c 
cirkulär  vertauscht);  und  durch  dasselbe  Verfahren  z  aus  y. 
Man  bemerkt,  dass  bei  allen  diesen  Vertauschungen  der  Divisor 
ungeändert  bleibt. 

4.  Die  Determinanten-Methode.  —  In  den  oben  an- 
gegebenen  Werthen  der  Unbekannten  für  2  und  3  Gleichungen 
gestatten  Dividend  und  Divisor  eine  abgekürzte  Schreibweise, 
die  den  Vortheil  hat,  dass  sie  ohne  weitere  Rechnung  aus  den 
gegebenen  Gleichungen  gefunden  und  durch  ein  rein  mecha- 
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nisches  Verfahren  in  die  oben  gegebene  Lösungsform  verwan- 
delt werden  kann. 

Man  setzt  nämlich  für  den  Fall  zweier  Gleichungen: 


a\h\ 


'2VJ 


°2J2 


nennt  den  rechts  stehenden  Ausdruck,  welcher  aus  den  linken 
Seiten  der  Gleichungen  a*x  +  bxy  =  cv  a2x  +  b2y~ic'2  durch 
blosse  Fortlassung  der  Unbekannten  und  Vorzeichen  gebildet 
ist,  die  Determinante  dieser  Gleichungen,  und  bestimmt  den 
Werth  dieser  Determinante  (die  aus  2  Horizontal-  oder  2  Ver- 
ticalreihen  besteht,  und  deren  Buchstaben  Glieder  heissen) 
durch  folgendes  Verfahren:  Man  multiplicirt  das  Anfangsglied 
der  1.  Horizontalreihe,  av  mit  der  Zahl  bv  welche  übrig  bleibt, 
wenn  man  die  durch  a,  gehende  Horizontal-  und  Verticalreihe 
ausstreicht.  Dann  multiplicirt  man  das  Anfangsglied  der  2. 
Horizontalreihe,  a2,  mit  der  Zahl  bv  welche  übrig  bleibt,  wenn 
man  die  durch  a2  gehende  Horizontal-  und  Verticalreihe  aus- 
streicht. Die  beiden  Producte  werden  dann  addirt,  nachdem 
das  zweite  das  Zeichen  —  erhalten  hat.  Demnach  kann  man 
die  Werthe  der  beiden  Unbekannten  bei  zwei  Gleichungen 
(unter  Anwendung  des  Divisionszeichens  :)  schreiben 


ic,  ä, 


x=  '    ! 


C2ft2 


al*l 

ö262 


lölCl 

y  = 

ö2  C2 


J  °1  *1 

'  I  an  b 


2  "2 


Ebenso  setzt  man  für  den  Fall  dreier  Gleichungen: 


Oj  ij  Cj 


°l(ft2C3  -  h°l)  +  a2(63Cl  -  61C3)  +  a3(*lC2  -  *2Cl)  =  l  °2  K  C 


a3  *3  C3 

Die  rechts  stehende  dreireihige  Determinante  lässt  sich  dann 
durch  das  vorhin  beschriebene  Verfahren  durch  drei  zweireihige 
ausdrücken,  welche  abwechselnd  die  Zeichen  +  und  —  erhalten. 
Es  ist  nämlich  nach  obiger  Regel: 


»2  *2  C2 
a3  *3  C3 


=  a. 


62C2 
J3C3 


a 


2  • 


&3  C3  I     3 


62C2 


und  die  rechte  Seite  lässt  sich  dann  leicht  in  den  ursprüng- 
lichen Ausdruck  verwandeln,  wobei  die  Determinantenstriche 
in  Klammern  übergehen. 

Anm.  Die  rechts  stehenden  zweireihigen  Determinanten  heissen 
die  zu  den  Gliedern  ax,  a«,  a3  gehörigen  Unterdeterminanten.  Zu 
jedem  Gliede  einer  Determinante  kann  man  eine  Unterdeterminante  bil- 
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den,  indem  man  die  das  Glied  enthaltende  Horizontal-  und  Verticalreihe 
ausstreicht.  Das  Vorzeichen  einer  solchen  Unterdeterminante  ist  positiv 
oder  negativ,  jenachdem  man,  von  dem  zugehörigen  Gliede  aus  nach 
links  und  dann  nach  oben  fortschreitend,  eine  gerade  oder  ungerade 
Anzahl  von  Gliedern  bis  zum  Anfangsgliede  a}  zu  zählen  hat.  Man  kann 
die  gegebene  Determinante  in  die  Unterdeterminanten  jeder  drei  in  der- 
selben Horizontal-  oder  Verticalreihe  stehenden  Glieder  zerlegen.  Diese 
Zerlegungen  entsprechen  den  verschiedenen  Arten,  wie  man  aus  den 
6  Gliedern  des  durch  die  Determinante  dargestellten  Polynoms  gemein- 
same Factoren  heraussetzen  kann. 


x  = 


Hiernach  ist 
d2b2c2 

d363C3 


öiäicj 

Ö2Ö2C2 
a363C3  i 


;!/= 


<*2d2C2 
a3^3C3 


alblc1 
a2b2c2 

°363C3 


z  = 


a^b^d^ 
a2b2d2 

°363d3 


ttjftjCj 


a< 


'24/2l/2  • 
a3*3C3 I 

Diese  Betrachtungen  lassen  sich  offenbar  auf  ein  System  von 
n  linearen  Gleichungen  mit  n  Unbekannten,  die  in  der  Normal- 
form  gegeben  sind,    ausdehnen.*)     Man  entnimmt  der  Form 
der  für  die  Unbekannten  gefundenen  Lösungen  die  Regel: 
lil.  Jede  Unbekannte  eines  Systems  von  n  linearen 

Gleichungen  mit  n  Unbekannten  ist  gleich  einem 
Quotienten,  dessen  Divisor  die  Determinante  des 
Systems  ist,  und  dessen  Dividend  aus  dem  Divisor 
hervorgeht,  wenn  man  darin  die  Coefficienten  jener 
einen  Unbekannten  der  Reihe  nach  durch  die  rechten 
Sßiten  der  Gleichungen  ersetzt. 

Bezeichnet  man  also  die  Determinante  des  Systems  mit 
J,  und  die  durch  Einsetzung  der  rechten  Seiten  für  die  a,  6, .  . 
aus  derselben  gebildeten  Determinanten  mit  Ja,  4b,  . . . ,  so 
ist  allgemein 


or  = 


y  =  --    ;   ...   oder  d.x  —  4a',  J.y  —  Ji,; 


Anm.     Ist  -J  =  0,  so  erhält  man  hiernaoh  für  *,  y  .  .  überhaupt 
keine  bestimmten  Werthe.    Sind  auch  J^  4\>  . . .  gleich  Null,  so  erhalt 

man  für  alle  Unbekannten  den  Werth  -r-;  d.  h.:  es  sind  nicht  alle  Glei- 
chungen von  einander  unabhängig,  und  jede  Unbekannte  kann  jeden  be- 
liebigen Werth  annehmen.  Andernfalls  widersprechen  sich  einzelne  Glei- 
chungen, und  die  Aufgabe,  Werthe  für  die  Unbekannten  zu  finden,  die 


*)  Es  ist  indess  nicht  zu  übersehen,  dass  in  diesem  Verfahren  ein 
strenger  Beweis  für  die  Richtigkeit  der  folgenden  Regel  nicht  liegt.  Man 
müsste  vielmehr  noch  zeigen,  dass  dieselbe,  unter  der  Voraussetzung,  dass 
sie  für  n  Gleichungen  gilt,  auch  noch  für  »  +  1  Gleichungen  richtig  ist« 
Da  sie  nun  für  2  und  3  Gleichungen  gilt,  so  gilt  sie  dann  allgemein. 
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den  Gleichungen  genügen,  ist  überhaupt  unlösbar.  —  Sind  in  dem  System 
der  gegebenen  Gleichungen  alle  rechten  Seiten  gleich  Null,  so  enthalten 
alle  Glieder  der  Gleichungen  je  eine  Unbekannte  in  der  ersten  Potenz. 

—  Man  nennt  eine  Gleichung  homogen  im  *ten  Grade,  wenn  jedes 

ihrer  Glieder  ein  Product  von  n  Unbekannten  x9  y, . . «  . .  enthält  (worin 

auch  mehrere  oder  alle  Factoren  gleich  sein  können).     Dividirt  man  die 

st  y 

ganze  Gleichung  durch  «w,  und  setzt  --  =  *j,  -    =  f/l9 . . . ,  so  erhält  man 

eine  gewöhnliche  Gleichung,  die  eine  Unbekannte  weniger  enthält.  Um- 
gekehrt kann  man  eine  gewöhnliche  Gleichung  homogen  machen,  wenn 

xy  •  •      « 

man  *j  =  — ,  y±  =  - -  . . .  setzt,  und  dann  die  ganze  Gleichung  mit  u 

multiplicirt.  —  Hiernach  ist  ein  System  von  n  Gleichungen  1.  Grades, 
mit  f»  Unbekannten,  deren  rechte  Seiten  (d)  alle  Null  sind,  homogen  im 
1.  Grade,  und  läset  sich  in  ein  System  von  n  Gleichungen  mit  n  —  1  Un- 
bekannten verwandeln.  Folglich  muss,  damit  die  Werthe  der  »  —  1  Un- 
bekannten allen  n  Gleichungen  genügen,  eine  Bedingungsgleichung  zwischen 
den  Coefficienten  erfüllt  sein,  und  da  die  Determinanten  da,  ^b,  .  .  .  , 
welche  in  jedem  Gliede  einen  Factor  d  enthalten,  Null  sind,  so  sieht 
man,  dass  die  Determinante  J  auch  gleich  Null  sein  muss,  wenn  die 
Gleichungen  sich  nicht  widersprechen  sollen.  Es  ist  also  ^/  =  0  die  er- 
wähnte Bedingungsgleichung,  und  man  kann  sagen:  Damit  ein  System  112. 
von  n  homogenen,  auf  Null  gebrachten  Gleichungen  1.  Grades 
mit  n  Unbekannten  eine  Lösung  habe,  muss  die  Determinante 
des  Systems  verschwinden.  —  Diese  Determinante  ist  auch  als  das 
Resultat  der  Elimination  aller  Unbekannten  aus  den  n  Gleichungen  zu 
betrachten,  und  heisst  in  dieser  Eigenschaft  die  Resultante  des  Systems. 
(Aufgaben:  Hofmann  2.  Neunter  Abschn.   3.  Dreizehnter  Abschn. 

—  Bardey  XXIV.  XXV.) 

2.  Die  Gleichung  vom  zweiten  Grade  (quadratische  GL)* 

a)  Die  reine  Gleichung  a2  =  l. 

98.  Auflösung.  —  Indem  man  auf  beiden  Seiten  mit  2 
radicirt,  erhält  man  nach  79: 

«=\rf=i. 

Bringt  man  aber  die  Gleichung  auf  die  Form 

a2-l=0, 
so  kann  man  nach  45  dafür  schreiben: 

(a  +  l)(a_l)  =  0. 
Diese  Gleichung  wird  nach  69  befriedigt,  wenn  man  a  +  1  oder 
«—  1  gleich  Null  setzt.  Sie  kann  aber  auch  nur  durch  eine 
dieser  Annahmen  befriedigt  werden,  da  das  Product  zweier 
Zahlen,  von  denen  keine  gleich  Null  ist,  nur  eine  von  Null 
verschiedene  Zahl  sein  kann.  Die  Gleichung  a2  =  1  zerfallt 
also  in  die  beiden  Gleichungen 

«-1  =  0,  «+1=0, 
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deren  Lösungen  wir  durch  ax  und  or2  unterscheiden,  sodass  also 

of1  =  +  l,  a2  =  -l 
zwei  Zahlen  sind,  welche  beide  der  Gleichung  a2  =  1  genügen. 

Der  Ausdnick  N 1   ist  hiernach  zweideutig,  da  er  sowohl 

2 

+ 1  wie  —  1  vorstellen  kann.    Dasselbe  ist  mit  Na   der  Fall, 

2 2 2  2 

da  \f  fl  =  \f  1 .  a  =  NT  .Na  istl  Da  aber  die  beiden  Werthe 
nur  durch  das  Vorzeichen  sich  unterscheiden,    so  kann  man 

2 

ihre  Existenz  durch  die  Bezeichnung  ±  N  a  andeuten,  wodurch 
darauf  hingewiesen  wird,  dass  man  sowohl  das  obere  wie  das 
untere  Zeichen  wählen  kann. 

Die  oben  gegebenen  Werthe  ax  und  «2  heissen  die  Qua- 
dratwurzeln der  Einheit,  und  es  bestehen  zwischen  ihnen 
offenbar  die  Formeln: 

ofj  +  a2  =  0;  «j  a2  =  ~  1. 

2 

Anm.    Dass  \«   doppeldeutig  ist,  hängt   damit  zusammen,   dass 

nach  76 

(+  6)2  =  (—  6)2  —  -f  62 

ist.  Die  Regel  51  darf  daher  auf  gleiche  Zahlen  nur  unter  der  Voraus- 
setzung angewandt  werden,  dass,  wenn  mit  2  radicirt  wird,  auf  beiden 
Seiten  des  Gleichheitszeichens  dieselbe  Quadratwurzel  der  Einheit  als 
Factor  hinzugefügt  wird.  (Andernfalls  könnte  man  aus  62  =  62  schliessen, 
dass  +  6  =  —  6  sei.)  Und  auf  Ausdrücke  von  der  Form  (-f-  6)2  =  ( —  6)2 
nur  unter  der  Voraussetzung,  dass  auf  beiden  Seiten  verschiedene  Quadrat- 
wurzeln der  Einheit  hinzugefügt  werden.  Tritt  eine  solche  doppeldeutige 
2 

Grösse  wie  \«  bei  der  Umformung  einer  Gleichung  auf,  so  haben  die 

beiden  für  die  Unbekannte  sich  daraus  ergebenden  Werthe  gleiche  Be- 
rechtigung. Tritt  sie  aber  bei  der  Umformung  einer  Formel  auf,  deren 
Seiten  nothwendig  gleich  sind,  so  kann  nur  einer  ihrer  beiden  Werthe 
gelten,  der  andere  führt  nothwendig  auf  einen  Widerspruch.  Auf  der 
Nichtbeachtung  dieser,  oder  der  in  der  Anm.  zu  69  gegebenen  Vorschrift 
beruhen  alle  scheinbaren  Beweise  für  die  Gleichheit  von  zwei  wirklich 
ungleichen  Zahlen. 

(Aufgaben:  Hofmann  3.  Zwölfter  Abschn.  I.  Vierzehnter  Absohn.  I.) 

b)  Die  gemischte  Gleichung  x2  +  ax  —  b. 

99.  Auflösung.*)  —  Wäre  die  linke  Seite  dieser  Gleichung 
die  vollständige  zweite  Potenz  einer  Summe,  so  könnte  man 
diese  Summe  als  neue  Unbekannte  {y)  betrachten,  und  statt 


*)  Beispiel  s.  am  Schluss  des  Buches  in   der   „Uebersicht  der 
Formeln  und  Regeln". 


r 
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der  gegebenen  Gleichung  hätte  man  eine  rein  quadratische 
Gleichung  in  y  und  eine  lineare,  in  welcher  x  durch  y  be- 
stimmt würde. 

Vergleichen  wir  nun  die  linke  Seite  x2  +  ax  mit  der  For- 
mel (44)  d2  +  2d6  +  Ä2  =  (d+*)2,  so  können  wir  setzen  <P=zX2, 
also  d  =  xy  ferner  2db  =  ax,  also,  da  d  =  x  ist,  26  =  o,  d.h.: 

6  =  -^.    Also  ist,  wenn  man  für  d  und  b  diese  Werthe  setzt: 


x2  +  ax  +  ^-  =  (x  +  -| J  . 


Hieraus  sieht  man,  dass  der  linken  Seite  der  gegebenen 


«2 


Gleichung  nur  das  Glied  +-j-  fehlt,  damit  dieselbe  eine  voll- 
ständige zweite  Potenz  wird.  Addirt  man  dieses  Glied  auf 
beiden  Seiten,  so  bleibt  die  Gleichung  ungeändert  und  lau- 
tet nun: 


ö2  a2 

x2  +  ax  +  -T  =  b  +  -j- 
4  4 


oder: 


oder: 


(•+1)*-»+-: 


oder: 


,  =  _|±|A7i; 


(1.  h.: 


xi  =  -%  +  V  b+  4;  ^=-^-y  *  +  "4". 

Anra.    Durch  eine  leichte  Umformung  kann  die  Lösung  auch  auf 

die  Form  

—  «  +  V<»2  J.  46 

*  =  --      2 

gebracht  werden.  —  Es  ist  rathsam,  jede  zur  Lösung  vorgelegte  gemischt- 
quadratische Gleichung  den  zur  Lösung  führenden  Umformungen  zu  unter- 
ziehen, nicht  aber  die  Werthe  von  a  und  b  in  die  fertige  Formel  einzu- 
setzen. —  Die  in  der  einleitenden  Bemerkung  vorgesehene  Substitution 

von  y  für  *  -f  —-  kann  bei  der  Einfachheit  der  Gleichung  unterbleiben. 

Es  ist  aber  wichtig,  zu  bemerken,  dass  die  Lösung  der  Gleichung  auf 
der  Möglichkeit  dieser  Substitution  beruht.  —  Man  beachte  noch  beson- 
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den  die  Fälle,  wo  a  eine  gerade  Zahl,  oder  negativ,  oder  ein  Quotient 
ist.  Ist  a  ungerade,  so  kann  man,  um  in  der  Lösung  Quotienten  zu  ver- 
meiden, die  Gleichung  mit  4  multipliciren  und  dann  2x=y  setzen. 

Andere,  von  der  oben  beschriebenen  nicht  wesentlich 
verschiedene,  aber  weniger  einfache  Methoden  zur  Lösung 
der  Gleichung  sind  folgende: 

1)  Man  setze  x  =  y  +  Ä,  setze  in  der  durch  diese  Ein- 
setzung erhaltenen  Gleichung  in  y  den  Coefficicnten  von  y  gleich 
Null,  und  bestimme  A  aus  dieser  Gleichung.  Man  sieht,  dass 
dieses  Verfahren  auch  bei  Gleichungen  höheren  Grades  dazu 
dienen  kann,  jedes  beliebige  Glied  der  Gleichung  (mit  Aus- 
nahme des  ersten  und  letzten)  zu  entfernen.  —  Eine  auf  diese 
Art  vereinfachte  Gleichung  heisst  reducirt. 

2)  In  der  auf  Null  gebrachten  Gleichung 

x2  +  ax  +  c  =  0 

setze  man  c  =  l  —  ^u,  und  bestimme  A  so,  dass  x2  +  ax  +  Ä 
eine  vollständige  zweite  Potenz  wird.  Durch  dieses  Verfahren 
wird  ein  Glied  der  Gleichung  in  zwei  neue  aufgelöst. 

Anm.  Auf  die  gemischt- quadratische  Gleichung  lassen  sieb  alle 
Gleichungen  von  der  Form 

x2n  +  axn  =  b 

zurückfuhren,  indem  man  xn  =  y  setzt.  Dabei  kann  n  eine  beliebige 
Zahl  sein. 

Ebenso  die  symmetrische  Gleichung  4.  Grades 

x*  -f  äu3  -f  6*2  -f.  ax  +  1  =  0, 

die  man  schreibt: 

(*4  +  1)  +  <*(*3  +  x)  +  A*2  =  0, 

dann  durch  *2  dividirt: 

(•2+i)+"(*+v)+»=°. 

worauf  man  die  ersto  Klammer  durch  Addition  von  2  zum  Quadrat  von 
lx-\ )  macht: 

(*  +  i)2+a(a,rt4)+6-2=0 

Indem  man  nun  x  -J =  y  setzt,  erhält  man  eine  quadratische  Gleichung. 

x 

Ebenso  wird  die  symmetrische  Gleichung  5.  Grades  behandelt,  deren  eine 

Wurzel  offenbar  —  1  ist,  die  man  also  durch  (x  -f- 1)  dividiren  kann. 

Manche    andere   höhere  Gleichungen    können   durch  Umformungen 

oder  Substitutionen,  über  die  sich  im  Einzelnen  keine  Vorschriften  geben 

lassen,  in  quadratische  und  reine  Gleichungen  zerlegt  werden. 

(Aufgaben:  Hofmann  3.  Zwölfter  Abschn.  II.  Vierzehnter  Abschn.  II. 
—  Bardey  XXVI.  XXVII.) 
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100.  Zusammenhang  zwischen  den  Wurzeln  und  den  Coef- 
fieienten  der  Gleichung.  —  Wir  bemerkten  bei  der  rein  quadra- 
tischen Gleichung,  dass  Summe  und  Product  ihrer  beiden 
Wurzeln  besonders  einfache  Werthe  hatten.  Vereinigen  wir 
auf  dieselbe  Weise  die  Wurzeln  der  auf  Null  gebrachten  ge- 
mischt-quadratischen Gleichung 

x2  +  ax  +  c  =  0, 
die  wir  aus  den  oben  gefundenen  Werthen  von  xx  und  x2  er- 
halten, wenn  wir  darin  b  durch  —  c  ersetzen,  nämlich: 

^l—  -"2       V     4       C'   a?2~~      2       V     4"""°' 
so  folgt: 

1)  xx  +  x2  =  —  ö, 

und  durch  Bildung  des  Productes  (45) 

2)  xlx2=a4  -(-J-  -c)  =  c; 

d.h.:  In  jeder  geordneten,  auf  Null  gebrachten,  voll-  113. 
ständigen    quadratischen  Gleichung   ist   die    Summe 
der  beiden  Wurzeln  gleich  dem  entgegengesetzt  ge- 
nommenen   Coefficienten    des   zweiten   Gliedes,    und 
ihr  Product  gleich  dem  dritten  Gliede. 

Anm.  Betrachtet  man  in  1)  und  2)  xt  und  »2  a^8  einzelne  Unbe- 
kannte, und  eliminirt  eine  derselben  durch  Substitution,  so  erhält  man 
die  gemischt-quadratische  Gleichung  wieder. 

Setzt  man  die  aus  1)  und  2)  folgenden  Werthe  von  o 
und  c  in  die  gegebene  Gleichung  ein,  so  folgt: 

X      — *   \vC-i       I     XnjX     I     X-tXn  ^Z  V/, 

oder,    indem   man    die  Klammer  löst   und  aus  den  Gliedern 
paarweise  gemeinsame  Factoren  heraussetzt: 

(a?-a?1)(a?  —  a?2)  =  0; 
d.  h.:  Jede  quadratische  Gleichung  kann  als  Product  114. 
von   zwei   linearen  Gleichungen    dargestellt  werden. 
Hieraus  ist  auch  zu  ersehen,  wie  man  eine  Gleichung  2.  Gra- 
des bilden  kann,  deren  Wurzeln  zwei  gegebene  Zahlen  sind. 

Anm.  Eine  Gleichung  ist  rein  quadratisch,  wenn  die  Summe  ihrer 
Wurzeln,  d.  h.  a  Null  ist.  Ist  b  gleich  Null,  so  muss  eine  der  Wurzeln 
Null  sein.  In  diesem  Falle  kann  man  die  gegebene  Gleichung  in  der 
Form  x(x  -f-  a)  =  0  schreiben,  aus  welcher  unmittelbar  hervorgeht,  dass 
die  eine  Wurzel  0,  die  andre  — *  ist. 

101.  Erweiterung  des  Zahlbegriffes  durch  die  Gleichungen 
2.  Grades.  —  Die  Lösung   einer  Gleichung  wurde   oben  als 
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eine  der  Bildung  eines  Polynoms  entgegengesetzte  Rechnungsart 

betrachtet.    Es  fragt  sich  nun,  ob  diese  Lösung  mit  Hilfe  der 

bisher  bekannten  Zahlen  stets  ausfuhrbar  ist,  welches  auch  dien, 

*£  in  der  Gleichung  gegebenen  Zahlen  seien.    Betrachten  wir  aber 

den  in  der  Lösung  der  Gleichung  x2  +  ax  +  e  =  0  enthaltenen 

Ausdruck  1/     r  —  c,  so  sehen  wir,  dass  dieser  Ausdruck  nur 

%,  !  dann  eine  Zahl  Im  bisherigen  Sinne  vorstellt,  wenn  der  Radi- 

cand  eine  positive  Zahl  oder  Null  ist.  Denn  da  alle  Potenzen 
einer  positiven  Zahl,  und  ebenso  (nach  76)  alle  geraden  Poten- 
zen einer  negativen  Zahl  positiv  sind,  so  kann  keine  Zahl  y 
der  Gleichung  t/2"  =  — e,  also  in  unserem  Falle  der  Gleichung 

2 

y2  =  —  e  genügen ;  d.  h.  die  Grösse  y  =  \—e  macht,  wenn  sie 
als  Zahl  betrachtet  werden  soll,  eine  neue  Erweiterung  des 
Zahlbegriffes  nothwendig.  —  Aber  nur  die  quadratischen  Glei- 
chungen erfordern  eine  solche.  Denn  Gleichungen  von  unge- 
radem Grade  führen  auf  eben  solche  Wurzeln,  welche  sowohl 
bei  positiven  als  bei  negativen  Radicanden  Zahlen  der  früheren 
Art  sind  (nach  76).    Und  Gleichungen  von  geradem  Grade 


?■ 


fuhren  auf  eine  V^e,  die  geschrieben  werden  kann  1/  \— e, 

also  auf  eine  Quadratwurzel  der  bezeichneten  Art.  —  Da  man 
endlich  schreiben  kann; 

2  2_  2, 2, 

2 

f*  so  bleibt  nur  dieser  letzte  Factor:  \— 1  als  neu  einzuführende 

;{.  Zahl  übrig. 

Die  imaginäre  Einheit. 

102.  Erklärung.  —  Die  Quadratwurzel  aus  —1  wird  ima- 
ginäre Einheit  genannt  und  durch  i  bezeichnet 

i  =  NPT;  i2  =  -l.*) 


*)  Diese  Definition  ist  um  so  strenger  festzuhalten,  da  sie  bei  ober- 
flächlicher Betrachtung  der  Regel  55  zu  widersprechen  scheint.    Durch 

Anwendung  derselben  würde  man  nämlich  erhalten 

2  2  2  2 

i2 = V^i .  V-^T  =  V(— 1)2 = VT  =  ±  l. 

b  2 

Da  nun  i2=Vl  eine  Formel  und  keine  Gleichung  ist,  so  kann  nur  einer 
der  beiden  Werthe  von  Vi    gelten  (wie  bereits  in  der  Anm.  auf  S.  74 
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103*  Eigenschaften  der  imaginären  Einheit.  —   1)  Da  die 

2 

\—  1,  wie  jede  Quadratwurzel,  mit  positivem  oder  negativem 
Vorzeichen  genommen  werden  kann,  so  ist 

2  2 

+  •=  + VTl;   -tss-V^l; 

d.h.:  die  imaginäre  Einheit  ist  entweder  positiv  oder  116. 
negativ. 

2)  Durch  Multiplication  erhält  man 

(+0(-*)  =  -*2  =  +  l; 
d.  h. :  Das  Product  aus  dem  positiven  und  dem  nega-  U6. 
tiven  i  ist  Eins. 

3)  Hieraus  folgt: 

1  •      l       _l- 

+-;  =  -';   Zi  =  +  r> 

d.  h.:  Der  umgekehrte  Werth  der  imaginären  Einheit  117. 
ist  ihrem  entgegengesetzten  Werthe  gleich. 

4)  Durch   fortgesetzte  Multiplication   der  Formel  »°  =  1 
mit  »'  erhält  man: 


t°  =  i4  =  i8=...= 
*1  =  i5  =  t9=...= 
»2  =  i6  =  t10=...= 


*"  =  +  l. 

4n-f-g ,'. 

—  —  'j 


d.h.:  Die  ganzen  Potenzen  von  i  haben,  von  der  null-  118. 
ten  an,  die  periodisch  sich  wiederholenden  Werthe 
+  1,  +  i,  —1,  —  i. 

Anm.  Ueber  die  Bedeutung  der  imaginären  Einheit  lässt 
sich  nach  der  letzten  Eigenschaft  einstweilen  nur  sagen,  dass  die  Multi- 
plication einer  Grösse  mit  i  der  Ausdruck  für  eine  Veränderung  ist, 
welche,  viermal  auf  die  Grösse  angewendet,  dieselbe  in  den  ursprüng- 
lichen Zustand,  dagegen,  nur  zweimal  angewendet,  in  einen  entgegen- 
gesetzten Zustand  überfuhrt.  Die  Natur  dieser  Veränderung  tritt  erst  in 
den  Anwendungen  der  Arithmetik  auf  die  Raumlehre  hervor. 

Die  imaginären  und  complexen  Zahlen« 

104.  Erklärungen.  —  1)  Jede  Zahl,  die  den  Factor  i  bei 
sich  hat,  heisst  imaginär.  —  Allgemeine  Form:  ai. 

2)  Im  Gegensatze  zu  den  imaginären  Zahlen  heissen  alle 
übrigen  Zahlen  reell. 


ausgeführt).  Dies  ist  hier  nach  der  Definition  der  imaginären  Einheit 
der  Werth  — 1.  Im  Uebrigen  wird  mit  »  wie  mit  anderen  Wurzeln  ge- 
rechnet. 
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3)  Eine  Summe  aus  einer  reellen  und  einer  imaginären 
Zahl  heisst  complexe  Zahl.  —  Allgemeine  Form:  a  +  bi. 

4)  Zwei  complexe  Zalüen,  die  sich  nur  durch  das  Vor- 
zeichen von  i  unterscheiden,  heissen  conjugirt  —  Allgemeine 
Form:  a  +  bi  und  a  —  bi. 

Anm.    Die  beiden  Wurzeln  der  gemischt- quadratischen  Gleichung 

«2 
sind  imaginär,  wenn  -t"^c'  °der»  falls  wir  — a=2<ti  setzen,  wenn  <H2<<*. 

Sei  demnach  c=za^-\-b\\  so  lautet  die  Gleichung:  atf — %a\x-{-(^-\-b^)z=zOm 
Daraus  folgt:  x^=al-\-bli^  x%—a\ — b^i.  Die  beiden  imaginären  Wurzeln 
einer  gemischt-quadratischen  Gleichung  sind  also  conjugirte  Zahlen. 

119.  105.  Beziehungen  zwischen  zwei  conjugirten  Zahlen.  —  Sei 

a  +  bi  =  x,  a  — -  bi  =  y, 
so  ist 

1)  x  +  y=z2a;  a  =  — ^-. 

2)  x-y  =  2bi;  b  =  -( ^. 

3)  xy  =  o2  +  62 ; 

4)  <r2  =  a2-A2  +  2aW;  a2-*2  =  — *-^; 

5)  y2  =  a2  _  i2  -  2aW;  aft  =  ^V -• 

120.  106.  Rechnungen  mit  zwei  complexen  Zahlen.  — 

1)  (o  +  bi)  +  (ax  +  6ji)  =  (a  +  aj)  +  (Ä  +  ft^i. 

2)  (a  +  W)  -  (0l  +  bxi)  =  (a  -  a2)  +  (6  -  bx)i. 

2)  (o  +  60  (ax  +  bxi)  =  (aa1  _  bbx)  +  (a^  +  fta^t.*) 

d.  h.:  Summe,  Differenz,  Product  und  Quotient  von 
zwei  complexen  Zahlen  sind  wieder  complexe  Zahlen. 

Anm.  Potenzirung  und  Radicirung  einer  complexen  Zahl  mit  einer 
reellen  fuhren  ebenfalls  auf  eine  complexe  Zahl,  dieselben  Rechnungen 
jedoch,  zwischen  2  complexen  Zahlen  ausgeführt,  auf  Resultate,  welche 

die  Potenzen  a*  und  t*  enthalten,  deren  Behandlung  einem  späteren  Ab- 
schnitte vorbehalten  bleibt. 

(Aufgaben:  Hofmann  2.  Vierter  Abschn.  IX.  —  Bardey  XVII.) 

*)  Das  Product  ist  reell,  wenn  ab{  -f-  ba±  =  0,  d.  h.  -r-  =  —  ^.    Spe- 

6  b\ 

cieller  Fall:  Für  ö  =  «h,  6  =  —  6j  ist  (a  -f  bi) (a  —  W)  =  a%  +  6*  —  Zer- 
legung einer  reellen  Zahl  in  zwei  imaginäre  Faotoren. 
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107.  Erweiterung.  —  Gleichungen  mit  mehreren  Unbekannten. 
—  Ist  eine  der  gegebenen  Gleichungen  vom  1.  Grade,  so  kann 
man  eine  Unbekannte  daraus  bestimmen,  und  ihren  Werth  in 
die  übrigen  Gleichungen  einsetzen,  deren  Grad  hierdurch  nicht 
erhöht  wird.  —  Sind  zwei  quadratische  Gleichungen  ge- 
geben (d.  h.  Gleichungen,  welche  die  Normalform  ax2  +  bxy  + 
cy1  +  dx  +  ey  —f  haben)  so  führt  dieses  Verfahren  auf  eine 
Gleichung  4.  Grades.  In  vielen  Fällen  aber  lässt  sich  die  Be- 
stimmung der  Unbekannten  durch  Lösung  quadratischer  Glei- 
chungen bewirken,  und  zwar  ohne  dass  man  nöthig  hat,  die 
Gleichungen  auf  die  Normalform  zu  bringen.  Selbst  Gleichun- 
gen höherer  Grade  sind  auf  diesem  Wege  lösbar.  Die  wich- 
tigsten Fälle  sind  folgende: 

1)  Gleichungen,  welche  die  Unbekannten  nur  in  den  Ver- 
bindungen xy  und  x2  +  y2  oder  überhaupt  in  nur  2  Verbin- 
dungen enthalten.  —  Man  setzt  x2  +  y2  =  u,  xy^v,  bestimmt 
u  und  Vj  und  bildet  (x±y)2~uJt2v,  wodurch  man  x  +  y  und 
x  —  y  erhalt. 

Anm.  Löst  man  die  Gleiohungen  *2-|-  y2~2<s;  sy  =  6  nach  der 
unter  1)  gegebenen  Methode  auf,  so  erhalt  man: 

Sabstituirt  man   dagegen  den  aus  der  zweiten  Gleichung   genommenen 

Q 

Werth  y  =  —  in  die  erste,  so  folgt: 
x 

*  =  Na  +  Va2— &2;    y  =  N«  —  Vä2^62. 
Durch  Vergleichung  dieser  Resultate  folgt: 

Demnach    kann    man    Doppelwurzeln,     die     von     der    Form 

NadbV«2 — &2  sind,  als  Summen  oder  Differenzen  einfacher 
Wurzeln  darstellen.  —  (Aufgaben:  Hofmann  2.  Vierter  Ab  sehn. 
Vni.  15—60.) 

2)  Durch  Addition  oder  Subtraction  der  gegebenen  Glei- 
chungen, durch  Addition  oder  Subtraction  von  Gliedern,  welche 
an  einem  vollständigen  Quadrate  fehlen,  sucht  man  zwei  der 
Verbindungen  (x  ±  y)2,  a£  +  y2,  sy,  einzuführen  und  die  Glei- 
chungen dadurch  auf  die  Form  1)  zu  bringen.  Ebenso,  indem 
man  die  Gleichungen  durch  einander,  oder  durch  Verbindungen 
der  Unbekannten  dividirt.  Für  diese  Zwecke  sind  die  Formeln 
wichtig:  (46a),  ferner 

Bchltgel,  Sl«m«»ter-lCAtlfttmalik.  I.  $ 


120a. 


re 


1 


int:. 
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fi\ 


x2  —  y2  =  (x  +  y)(x  —  y);  x2  +  y2  —  (ar  +  y)2  _  2ay. 

(a:dby)3  =  (a:8  +  y3)  +  3a^(a:±y);  («  4  y)*  =  (**  +  y4)  ± 

4ay(a:2  +  y2)  +  6ar2y2. 

Speciell  empfielüt  sich  für  2  Gleichungen  von  der  Form  xn  + 
yn  =  a,  x  +  y=z2b  die  Substitution  x  =  b  +  z,  y  =  &  —  s,  wo- 
durch man  eine  Gleichung  in  z  erhält,  die,  wenn  n  <  6  ist, 
auf  eine  quadratische,  wenn  n  <  8,  auf  eine  Gleichung  vom  3., 
wenn  n  <  10,  auf  eine  solche  vom  4.  Grade  reducirbar  ist. 

3)  Homogene  Gleichungen.  —  Wenn  die  auf  derselben 
Seite  der  beiden  Gleichungen  stehenden  Glieder  von  gleichem 
Grade  in  den  Unbekannten  sind  (also  die  linken  Seiten  von 
gleichem  Grade  sind,  und  ebenso  die  rechten),  so  setzt  man 
y  =  xz,  und  dividirt  die  Gleichungen  durch  einander,  wodurch 
man  eine  Gleichung  in  z  erhält. 

(Aufgaben:  Hofmann  3.  Zwölfter  Abschn.  III.  Dreizehnter 
Abschn.  III.  —  Bardey  XXVIII.  XXIX.  XXX.) 

3.  Die  Gleichung  vom  dritten  Grade  (cubische  GL)* 

a)  Die  reine  Gleichung  a3=l. 

108.  Auflösung.  —  Radicirt  man  auf  beiden  Seiten  mit  3, 
so  erhält  man  nach  79: 

3  _ 
a  =  Nl  =1. 

Bringt  man  aber  die  Gleichung  auf  die  Form 

a3-l=0, 

so  kann  man  (nach  45a,  oder  auch,  indem  man  durch  a  —  1 
dividirt)  dafür  schreiben: 

(a2  +  a+l)(«_l)  =  0. 
Demnach  zerfällt  die  Gleichung  «3=:1  in  die  beiden  Gleichungen: 

a_l=0;  a2  +  a  +  l=:0. 

Bezeichnen  wir  die  Wurzel  der  ersten  durch  av  die  Wurzeln 
der  zweiten  durch  a2  und  cr3,  so  erhalten  wir,  nachdem  die 
zweite  Gleichung  aufgelöst  ist,  die  Werthe: 


«,=+!,  a2=: 


-1+N3 


«3  = 


-l_i\f3 


2         '  ~3~  2 

von  denen  jeder,  statt  a  gesetzt,  der  Gleichung  a3  =  1  genügt. 

3 

Der  Ausdruck  NT  ist  hiernach   dreideutig,   und   ebenso 

3 

hat  Na  stets  drei  verschiedene  Werthe,  von  denen  der  eine 
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reell  ist,  während  die  beiden  andern  imaginär  sind.  Man  kann 
diese  drei  Werthe  nur  durch  Vorsetzung  der  unterscheidenden 
Factoren  a,  (welcher  wegbleiben  kann),  cr2  und  a3  kenntlich 
machen.    Dieselben  sind  also: 

3  3 3 

\[a,  a2\Tö,  «3^a> 
worin  a2  und  a3  die  oben  angegebene  Bedeutung  haben. 

Die  Zahlen  a„  av  a3  heissen  die  Cubikwurzeln  der 
Einheit,  und  es  bestehen  zwischen  ihnen  die  leicht  abzulei- 
tenden Formeln: 


a1+a2  +  a3  =  0; 

«22  =  a3 

ala2+ö2a3  +  a3ai==°; 

«32  =  a2 

aia2a3  =  + ! ; 

a2or3  =  +  1. 

b)  Die  gemischte  Gleichung  xz  +  ax2  +  &a?  +  c  =  0. 

109.  Herstellung  der  reducirten  Form.  —  Wir  benutzen  die 
(schon  im  vorigen  Abschnitt,  Nr.  99,  1)  erwähnte)  Substitution 
*=y  +  A,  um  das  zweite  Glied  der  Gleichung  zu  entfernen. 
Diese  Substitution  giebt: 

(y  +  A)3  +  a(y  +  A)2  +  %  +  A)  +  c  =  0, 
oder: 

y3  +  Uy2  +  U2y  +  A3 

+    ay2  +  2aky  +  ak2 

+     by  +  bk 

+  c      =  0. 

Damit  die  Glieder,  welche  y2  enthalten,  verschwinden,  muss 
offenbar 

3i  +  a  =  0,  A  =  -  J 

sein.    Man  hat  also,  um  die  reducirte  Form  herzustellen,  nur 

a 

zu  setzen. 

Asm.  Enthält  a  nicht  den  Factor  3,  so  kann  man,  um  Quotienten 
zu  vermeiden,  die  ganze  Gleichung  mit  27  multipliciren,  und  dann  3x=* 
setzen. 

Die  reducirte  Form  lautet  dann,  wenn  man  die  Coefficien- 
ten  der  Potenzen  von  y  wieder  durch  einzelne  Buchstaben  be- 
zeichnet : 

6* 


1 
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Zur  Vereinfachung  der  Rechnung  nehmen  wir  an,  p  sei 
durch  3  und  q  durch  2  theilbar.  Andernfalls  käSm  man  den 
Coefficienten  p  oder  q  diese  Eigenschaften  dadurch  geben,  dass 
man  die  Gleichung  mit  33  oder  23  oder  63  multiplicirt,  und 
3x  oder  2x  oder  6a:  gleich  z  setzt.  In  jedem  Falle  also  kann 
die  Gleichung  auf  die  Form  gebracht  werden: 

y3  +  3py  =  2?. 

110.  Auflösung.*)  —  Man  setzt,  ähnlich  wie  vorher, 

1)  y  =  u  +  v 
und  erhält: 

w3  +  v3  +  3w(u  +  v)  +  3p(u  +  v)  =  29, 
oder,  indem  man  3(u  +  v)  als  gemeinsamen  Factor  heraussetzt : 

ti3  +  v3  +  3(t*  +  v)  (uv  +  p)  -  2?. 
Bestimmt  man  nun  v  durch  die  Bedingung 

2)  uv  +  p  =  0,  oder  v  =  —  — , 

so  geht  die  Gleichung  über  in 

w3  +  v3  =  2g. 
Aus  2)  folgt  ferner 

t*3v3  =  —  p3. 
Setzt  man  endlich 

3)  tt3  =  u1,  v3  =  v1, 

so  lauten  die  beiden  letzten  Gleichungen: 

ul+vl=z2q]   uxvx  =z  —  p3. 

Wenn  man  nun  die  erste  dieser  Gleichungen  mit  2  potenzirt, 
die  zweite  mit  4  multiplicirt  und  von  der  ersten  subtrahirt, 
so  bleibt: 

Wj2  —  2uxvx  +  vx2  =  4q2  +  4p3 
oder: 

(ttl~Vl)2  =  4(jM1p3); 

tt1~v1  =  2\(?2+p3. 

*)  Unier  den  verschiedenen  zur  Lösung  fahrenden  Methoden  ist 
hier  die  kürzeste  and  übersichtlichste  (von  Hudde),  ihrer  praktischen 
Brauchbarkeit  wegen,  gewählt,  obwohl  sie  den  zur  Lösung  der  quadra- 
tischen Gleichung  angefahrten  Methoden  nicht  analog  ist,  und  ihre  Brauch- 
barkeit als  glücklicher  Zufall  erscheint.  Der  den  Lösungen  der  Glei- 
chungen 2.,  8.  und  4.  Grades  gemeinsam  zu  Grunde  liegende  Gedanke 
wird,  weil  seine  directe  Verwendung  zur  Lösung  viel  zu  umständlich  ist, 
erst  später  Erwähnung  finden.  —  Beispiel  s.  am  Sohluss  des  Buches  in 
der  „TJebersicht  der  Formeln  und  Regeln". 
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Diese  Gleichung  giebt  in  Verbindung  mit  ux +t>1=2g  die  Werthe: 

ux  =  q  +  \fg2  +  p3;  vx  =  q  —  V?2+p3. 
Dann  folgt  aus  3) 

und  aus  1) 

y  =  1/7+ Äf? + p»  +  1/PV?T?". 

Anm.     Diese  Formel,  welche  zunächst  eine  Wurzel  der  Gleichung 
finden  lehrt,  heisst  die  cardanisehe.*) 

Um  alle  Wurzeln  der  Gleichung  zu  finden,  ist  zu  be- 

achten,  dass  ti  =  \|ttj  und  t>  =  \|t>,  je  drei  Werthe  haben,  so- 
dass, wenn  man  diese  Werthe  beliebig  zusammenstellen  dürfte, 

im  Ganzen  neun  Werthe  haben  würde.    Aber  aus  2)  v  =  —  — 

u 

folgt,  dass  zu  jedem  Werthe  von  u  nur  ein  einziger  bestimmter 

Werth  von  v  gehört.    Nun  sind  die  drei  Werthe  von  u: 

axu,  a2u>  a3w, 

mithin  die  entsprechenden  von  v: 

-p    -p    -p 

«jw'   <*2u*  a3u' 
oder,  da  ^  s=  ly  —  =  a3,  —  =  a2  ist: 

^2  ^3 

_üli?     -W  °2P 

U  '  u   '  u  > 

d.  h.,  wenn  man  —  —  durch  v  ersetzt: 

u 

«i*>,  «3v,  «2t>. 

Demnach  hat  y  die  drei  Wurzeln: 

y,=u  +  i>;  y2  =  a2u  +  a^v;  y3  =  a3u  +  a2v. 

111.  Untersuchung  der  Wurzeln.  —  Die  Reellität  der  drei 
Wurzeln  hängt  ab  von  dem  in  den  Werthen  von  u  und  v  vor- 


*)  Cardanus,  italienischer  Mathematiker  (1501 — 75),  veröffentlichte 
dm  von  seinem  Freunde  Tartaglia  gefundene,  ihm  als  Geheimniss  anver- 
traute Formel. 


rv*. 
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kommenden  Badicanden  q2  +  p3.     Hier   sind   drei   Fälle   zu 
unterscheiden. 

1)  g2+p3>0.  Dann  sind  u  und  v  reell,  und  von  ein- 
ander verschieden,  folglich  yx  reell,  aber  y2  und  y3  imaginär 
wegen  der  darin  enthaltenen  Factoren  a2  und  as,  deren  ima- 
ginäre Theile  sich  nicht  wegheben. 

2)  q2  +  p3  =  0.  Dann  sind  u  und  t>  reell  und  einander 
gleich,  folglich  y,  reell,  y2  und  y8  reell  und  einander 
gleich,  weil  beide  gleich  w(a2  +  a3),  und  o2  +  a3==  —  1,  also 
reell  ist. 

3)  92+p3<0.  Dann  sind  u  und  v  imaginär,  nämlich, 
wenn  wir  q2  +  p3  =  —  r2  setzen : 

3 3 

tt  =  \9  +  rt;  v  ==  \q  —  ri. 

Da  nun  durch  Radicirung  einer  complexen  Zahl  mit  einer 
reellen  wieder  eine  complexe  entsteht,  und  die  beiden  Werthe 
von  u  und  v  sich  nur  durch  das  Vorzeichen  von  i  unterschei- 
den, so  kann  man  setzen: 

Uz=zql  +  rli;  Vz=q1-r1i.*) 
Mithin  ist  in  diesem  Falle 

y1==29l ;  9i=ql(?*t+*1)+rli(a2-.aJi  y^q^+vj+r^-"*) 
oder,  da  a2  _  «3  =  t\  3  ist : 

y2  =  -  qx  -  rxS  3 ";  y3  =  -  qx  +  r^ä. 

Es  sind  also  alle  drei  Wurzeln  reell,  obwohl  sie  alle 
in  imaginärer  Form  erscheinen. 

Anm.  Da  kein  Verfahren  bekannt  ist,  die  Werthe  von  q\  und  rx 
aus  q  und  r  algebraisch  zu  bestimmen,  oder,  anders  gesagt,  die  ima- 
ginären Formen  der  drei  Wurzeln  durch  algebraische  Rechnung  in  die 
reellen  zu  verwandeln,  so  heisst  dieser  dritte  Fall  der  irreductible.  — 
Wie  die  Bestimmung  der  Wurzeln  in  reeller  Form  mittelst  transc en- 
den t er  Ausdrücke  ausgeführt  werden  kann,  wird  später  gezeigt  werden. 
—  Auoh  rationale  Wurzeln  erscheinen  oft  in  irrationaler  Form.  Man 
berechnet  alsdann  die  Irrational-Zahlen  als  Deeimalbrüche  (nach  Nr.  167). 

(Aufgaben:  Bardey  XXXVIII.) 

112.  Zusammenhang  zwischen  den  Wurzeln  und  den  Coef- 
fieienten  der  Gleichung.  —  Sind  xv  x2,  xz  die  Wurzeln  der 
vollständigen  cubischen  Gleichung,  so  ist 

x  —  xx  =  0,  x  —  x2  =  0,  x  —  a:3  ==  0, 



*)  Man  bestimme  aus  diesen  und  den  vorigen  Formeln  *3  und  v3,, 
setze  die  beiden  Werthe  jeder  dieser  Grössen  gleich,  und  stelle  durch 
Gleichsetzung  der  reellen  und  der  imaginären  Theile  die  Beziehungen 
zwischen  4,  r,  qu  rt  fest. 


r 
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oder,  durch  Multiplication  dieser  Gleichungen: 

(x  —  xx)  (a:  —  x2)  (x  —  s3)  =  0. 
Da  diese  Gleichung  ebenso  wie  die  gegebene  cubische  Glei- 
chung durch  jeden  der  drei  Wertlie  xv  xv  xv  wenn  man  ihn 
f&r  x  setzt,  befriedigt  wird,  so  müssen  beide  Gleichungen  Glied 
für  Glied  mit  einander  tibereinstimmen.  Löst  man  also  in  der 
letzten  Gleichung  die  Klammern,  sodass  sie  übergeht  in: 

JC  v^l  "■    *^ft  "■    ^Cn)  &     "■    V*ri*r*>  "■    ^*y^*K  "*    XnX*  jX  ~~~  XiXnXn  zzz.  '.', 

und  vergleicht  damit  die  allgemeine  cubische  Gleichung 

x3  +  ax2  +  bx  +  c  =  0, 
so  folgt: 

1)  xx  +  x2  +  x3  =  —  a; 

2)  xlx2  +  x2x.A  +  xzx1=:b\ 

O)      X+XfJJCn    ^^   —    C, 

d.  h.:  In  jeder  geordneten  und  auf  Null  gebrachten  121, 
Tollständigen  cubischen  Gleichung  ist  die  Summe  der 
drei  Wurzeln  gleich  dem  entgegengesetzt  genomme- 
nen Coefficienten  des  zweiten,  die  Summe  der  Pro- 
ducte  je  zweier  gleich  dem  des  dritten  Gliedes,  und 
das  Product  der  drei  Wurzeln  gleich  dem  entgegen- 
gesetzt genommenen  vierten  Gliede. 

Anm.  Dieses  Resultat  lässt  sich  bestätigen,  indem  man  für  *|,  #2, 
a^  die  oben  gefundenen  Werthe  setzt.  Für  die  reducirte  Gleichung  ist 
a  =  0,  6  =  3p,  c  =  —  2q.  —  Der  grösseren  Einfachheit  wegen  ist  zur 
Ableitung  dieses  Satzes  hier  der  entgegengesetzte  Weg  gewählt,  wie  an 
entsprechender  Stelle  bei  den  quadratischen  Gleichungen.  Aehnliohe 
Bemerkungen  wie  dort  lassen  sich  auch  hier  über  die  Bildung  einer  Glei- 
chung aus  gegebenen  Wurzeln  machen,  sowie  über  die  Bedingungen  der 
reinen  cubischen  Gleichung.  —  Ist  eine  Wurzel  x\  bekannt,  so  findet 
man  die  anderen  am  einfachsten,  indem  man  die  linke  Seite  der  auf  Null 
gebrachten  cubischen  Gleichung  durch  *  —  x±  dividirt,  und  den  Quotien- 
ten wieder  gleich  Null  setzt.  —  Auf  eine  cubische  Gleichung  lässt  sich 

unter  andern  zurückfuhren  jede  Gleichung  von   der  Form  *3n  -|-  ax2*  «f- 

to"  +  c  =  0,   ferner   die   symmetrischen  Gleichungen  6.  und  7.  Grades, 

wobei  nur  zu  beachten,  dass  *3  +  — =  =  (  x  -| )   —  3  f  *  H )  ist.    Vgl. 

die  Anm.  zu  Nr.  99  am  Ende. 

4.  Die  Gleichung  vom  vierten  Grade  (biquadratische  Gl.). 

a)  Die  reine  Gleichung  a4  =  l. 

113.  Auflötung.  —  Radicirt  man  auf  beiden  Seiten  mit  4, 
so  erhält  man  nach  79: 
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Bringt  man  aber  die  Gleichung  auf  die  Form 

a4-l  =  0, 
so  kann  man  dafür  schreiben: 

(a*  -  1)  (a2  +  1)  -  0. 
Demnach  zerfällt  die  Gleichung  a4— 1  in  die  beiden  Gleichungen 

a2-l  =  0;  «2  +  l=0. 
Bezeichnet  man  die  Wurzeln  der  ersten  Gleichung  mit  <*t  und 
«2,  die  der  zweiten  mit  o3  und  a4,  so  findet  sich: 
a1  =  +l,  a2==:-l,  (*s=z  +  i,  a4==  — i. 

Demnach  hat  der  Ausdruck  SfT,  und  ebenso  der  allge- 

4 

meinere :  N  a  vier  verschiedene  Werthe,  von  denen  zwei  reell, 
die  andern  beiden  imaginär  sind.    Man  kann  demnach  die  vier 

Werthe  von  ya  durch  die  Bezeichnungen  unterscheiden: 

Die  Zahlen  av  a2,  a3,  <*4  heissen  die  vierten  Wurzeln  (Bi- 
quadratwurzeln)  der  Einheit,  und  es  bestehen  zwischen 
ihnen  die  Formeln: 

a1+a2  +  az  +  a4=z0\ 

axa2  +  azaA  +  axaz  +  a2aA  +  axaA  +  a2a3  =  0; 

ClC2a3  +  a2a3aA  *-a8a4al  +  a4«la2  =  °5 
Öia2a3a4  ==  —  ^* 

b)  Die  gemischte  Gleichung  x4  +  aa3  +  6a:2  +  cx  +  d  =  0. 

114.  Herstellung  der  redueirten  Form.  —  Setzt  man  ebenso 
wie  bei  der  cubischen  Gleichung  x  =  y  +  A,  so  ist  4A  +  a  der 
Coefficient  von  y3;  dieses  Glied  verschwindet  also,  wenn 

4 
ist    Man  hat  also,  um  die  reducirte  Form  herzustellen,  nur 

a 

zu  setzen. 

Anm.  Enthält  a  nicht  den  Factor  4,  so  kann  man,  um  Quotienten 
zn  vermeiden,  die  ganze  Gleichung  mit  4*  multiplioiren,  und  dann  4<r=* 
setzen. 

Die  reducirte  Form  lautet  dann,  wenn  man  die  Coefficien- 
ten  der  Potenzen  von  y  wieder  durch  einfache  Buchstaben 
bezeichnet : 

y4  +  py2  +  qy  =  r. 
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115.  Auflösung.*)  —  Man  setzt 

1)  p  =  w  —  v 

und  bestimmt  u  und  v  so,  dass  die  Gleichung  die  Form  der 
gemischt -quadratischen  annimmt.  Durch  die  Substitution  1) 
geht  die  gegebene  Gleichung  über  in 

y4  +  uy2  =  vy2  —  qy  +  r 
oder 

Jetzt  also  sind  u  und  v  so  zu  bestimmen,  dass  die  rechte 
Seite  dieser  Gleichung  die  vollständige  zweite  Potenz  einer 
Differenz  f*y  —  v  wird,  also  die  Form  annimmt 

fi2y2  __  2fivy  +  v2. 
Demnach  muss  sein: 

u2 

oder,  wenn  man  das  vierfache  Product  von  ft2  und  v%  dem 
Quadrat  von  2(xv  gleich  setzt: 

4t,(r  +  £)  =  ?*, 

oder,  wenn  man  aus  1)  vz=u  —  p  einsetzt: 

4(u-p)(r  +  ^-J  =  92, 

oder  endlich  durch  Lösung  der  Klammern: 

2)  w3  —  pu2  +  4rw  =  q2  +  4pr. 

Nachdem  nun  u  aus  der  Gleichung  2)  und  t;  aus  1)  ge- 
funden ist,  kann  die  Hauptgleichung  geschrieben  werden: 


y2  +  |  =  ±(^y-^)  =  ±[Vw--p.y~|/rr  +  ^J 


oder: 


y*     \u-p.y  =  ?y    r+4~ -ö- 


*)  Auch  hier,  wie  bei  den  cubischen  Gleichungen,  ist  die  kürzeste 
Methode  (von  Ferrari,  Schüler  des  Cardanas,  1522 — 65)  gewählt,  die  ge- 
wöhnlich auf  die  allgemeine  Gleichung  4.  Grades  angewendet  wird,  aber 
bei  Benutzung  der  reducirten  Form  sich  noch  weiter  vereinfacht.  — 
Beispiel  s.  am  Schluss  des  Buches  in  der  „Uebersicht  der  Formeln 
und  Regeln". 


■  1 
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Diese  Gleichung  theilt  sich  in  die  beiden  folgenden: 


3) 


y2  —  Nfw— p .  y  =  —  y    r  +  -. 


2 

4  2' 

2  « 

4  2' 


welche  zusammen  vier  Werthe  für  y  geben.  —  Hiernach  hat 
die  Gleichung  vierten  Grades  vier  Wurzeln. 

Anm.  Da  die  Gleichung  2)  drei  Wurzeln  («t,  o^,  u%)  hat,  die  alle 
in  3)  eingesetzt  werden  können,  so  erhält  man  aus  3)  im  Ganzen  6  qua- 
dratische Gleichungen,  und  es  könnte  scheinen,  als  hätte  die  vorgelegte 
Gleichung  12  Wurzeln.  Bezeichnet  man  aber  die  aus  «j  sich  ergebenden 
4  Wurzeln  von  3)  mit  yi,  jfe»  y3>  Vu  so  i*t  nacn  HS: 

HM  =  -J  -  ]A  +  *? ;  My4  =  5-  +  |/"r  +  *-  ; 
mithin 

»l^vtfh+ym- 

Diese  Gleichung  drückt  den  Zusammenhang  aus  zwischen  den  Werthen 
von  y  und  denen  von  u.  Andre  Werthe  von  u,  die  von  14  verschieden 
sind,  werden  sich  ergeben,  wenn  man  die  Werthe  der  y  in  dem  Ausdruck 
y\V2  +  Sfay4  anders  ordnet.  Dies  ist  aber  nur  noch  auf  zweifache  Weise 
möglich  (nämlich  V2  Sf3  +  yi  Sf4  und  y3yt  +$2^4)-     Folglich  ist 

«2  =  0103  +  ffltt ;  «3  =  03 Vi  +  IfeSfo- 

Setzt  man  also  «2  oder  u3  statt  t^  in  die  Gleichungen  3)  ein,  so  erhält 
man  dieselben  4  Werthe  von  y  wie  vorher,  nur  in  anderer  Zusammen- 
stellung. 

(Aufgaben:  Bardey  XXXIX.) 

116.  Untersuchung  der  Wurzeln.  —  Da  die  cubische  Glei- 
chung 2)  jedenfalls  wenigstens  eine  reelle  Wurzel  hat,  so 
kann  man  diese  in  3)  einsetzen,  und  sieht  dann,  dass  die 
Gleichung  vierten  Grades  entweder  vier  reelle,  oder  zwei  reelle 
und  zwei  imaginäre,  oder  vier  imaginäre  Wurzeln  hat,  je  nach- 
dem von  den  Gleichungen  3)  jede,  oder  eine,  oder  keine  ein 
Paar  reeller  Wurzeln  hat. 

117.  Zusammenhang  zwischen  den  Wurzeln  und  den  Coef- 
fieienten  der  Gleichung.  —  Sind  xv  xv  xv  x^  die  Wurzeln  der 
vollständigen  biquadratischen  Gleichung,  so  ist 

x  —  a?j  =  0,  x  —  x2  =  0,  x  —  a?3  =  0,  x  —  xA  =  0, 
oder: 

(x  —  xx)  (x  —  x2)  (x  —  x3)  (x  —  xA)  =  0. 

Diese  Gleichung  muss  nach  Lösung  der  Klammern  mit 
der  gegebenen  Glied  für  Glied  übereinstimmen,  da  beide  durch 
dieselben  Werthe  von  x  befriedigt  werden.    Man  erhält  also, 
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ähnlich  wie  bei  der  cubischen  Gleichung,  durch  Gleichsetzung 
der  Coefficien ten : 

1)  Xj  +  x2  +  xz  +  xA  =  —  a,  122. 

2)  xxx2  +  x3ar4  +  x2x3  +  xxxA  +  x^xx  +  x2xk  =  6,  *) 

öj    X*XnXi%  T  •^2*''3"^4        X2^ 4*^1    ■    ^i^'i^'o  ^"  ~~*  ^' 

"X  /     X •  XtyXnX  «  trs  tt. 

Hiernach  besteht  zwischen  den  Wurzeln  und  den  Coeificienten 
der  biquadratischen  Gleichung  ein  ähnlicher  Zusammenhang, 
wie  er  bei  den  früheren  Gleichungen  hervortrat. 

118.  Gemeinsame  Methode  zur  Lösung  der  Gleichungen  2., 
3.  und  4.  Grades.  —  Man  bildet  eine  zweite  Gleichung  von 
demselben  Grade,  und  stellt  zwischen  den  beiderseitigen  Wur- 
zeln Beziehungen  auf,  welche  willkürliche  Grössen  enthalten. 
Diese  Grössen  bestimmt  man  alsdann  so,  dass  die  Hilfsgleichung 
durch  Wegfall  von  Gliedern  eine  einfachere  Form  annimmt. 

1)  Die  quadratische  Gleichung 

x2  +  ax  =  6. 
Wir  stellen  die  Hilfsgleichung  auf 

y2-(yi  +  y2)y=-yiy2> 

und  die  Bedingungsgleichung 

yx+y2=:Oy 
und  setzen 

Dann  lautet  die  Bedingungsgleichung  für  o  und  ß: 

?!.-*.  +  *2-<*  =  0 

Xl  —  ß        X2  —  ß 

oder  * 

oder: 

2xxx2  —a(x1  +  x2)  —  ß(x%  +  x2)  +  2aß  —  0, 

oder,  da  xx  +  x2=z  —  a,  a?,a;2  =  — i  ist: 
2)  -2b  +  (a  +  ß)a  +  2aß==0. 
Hierin  kann  man  einer  der  beiden  Grössen  et  und  ß  einen  be- 
liebigen Werth  geben,  und  die  andere  aus  der  Gleichung  be- 
stimmen.   Die  Hilfsgleichung  aber  geht  über  in 

y2  =  -yxyv 

*)  Wie  hätte  man  diese  Formel  durch  Betrachtung  der  Wertbe  von 
*l»  "i,  «3  finden  können? 


^ 
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oder  wenn  wir  die  Werthe  1)  einsetzen: 

Hieraus  findet  man  (da  «  und  /?  aus  2)  schon  bekannt  sind) 
y,  und  y2,  und,  indem  man  die  linearen  Gleichungen  1)  nach 
xx  und  x2  auflöst,  auch  diese  Grössen. 

2)  Die  cubische  Gleichung 

a?3  +  aas2  +  bx  =  c. 
Wir  stellen  die  Hilfsgleichung  auf: 

y3  -  (?i  + y2  + ys)y2  +  &#* +  ^3  +  ysy^y = vw* 

und  die  Bedingungsgleichungen: 

yi+y2+y3=°;  yiy2  +  y2y3  +  ysyi=°> 

welche  letztere,  durch  yxy2y^  dividirt,  die  Form  erhält: 

-U.l  +  .'-a 

Vi    y2    y8 

Ferner  setzen  wir: 

sc,  —  a  sc«  —  «  flc*  —  a 

x)  yx  =  -1 — ^ ;  y2-zr— *;  »3  =  « — *• 
«1  —  p         «2  —  p         ^3  —  p 

Dann  lauten  die  beiden  Bedingungsgleichungen: 

x\~a  .  g2-tt.|_a3^a  =  0.  gi-^  |  *»-£  ■  's^^Q 

*i—0     x*~ß     X3-P       '  *i~a     a:2"-a     xz~a 
Die  erste  erhält  nach  Entfernung  der  Nenner  die  Gestalt: 

3xlx2xz  —  (2ß  +  a)  (xxx2  +  x2xz  +  x^xj  +  QJ2  +  2a/?)  (a?j  + 

a>2  +  a>3)  -  3a/S2  =  0, 

oder,  da  xl  +  x2+x«=— a,  otj j&2  +  #2#3  +  #3*j  =  b,  x^x^^zc 
ist,  und  die  zweite  Bedingungsgleichung  aus  der  ersten  durch 
Vertauschung  von  a  und  ß  hervorgeht: 

.  J3c-(2/9  +  a)6-(^  +  2a/9)a-3a/J2  =  0; 

'  (3c-(2a  +  /*)6-(o2  +  2a^a-3^a2^0. 

Diese  beiden  Gleichungen  bestimmen  a  und  ß  vollständig. 

Anm.    Um  die  Werthe  von  a  und  ß  zu  erhalten,  subtrahirt  man 
die  zweite  Gleichung  von  der  ersten,  und  erhält: 

—  (ß  —  a)b  —  (ß*  —  a1)a  —  8a/ff(l  —  «)  =  0, 

oder,  wenn  man  duroh  — (ß  —  «)  dividirt: 

6  +  G0  +  «)«  +  3a/S  =  O. 
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Addirt  man  ferner  die  Gleichungen  2),  so  folgt: 

6c  —  S(«  -f  ß)b  —  [(«  +  ß)l  +  %aß]a  —  $aß(a  -f  ß)  =  0. 

Betrachtet  man  in  diesen  letzten  Gleichungen  «  +  /?  und  aß  als  Unbe- 
kannte, so  ist  die  erste  linear,  die  zweite  quadratisch,  also  sind  a  -f-  ß 
und  aß,  und  folglich  auch  «  und  ß  selbst  ohne  Schwierigkeit  bestimmbar. 

Die  Hilfsgleichung  geht  über  in 
oder,  wenn  wir  die  Werthe  1)  einsetzen: 

Hieraus  findet  man  #1?  #2>  #3,  und,  indem  man  die  linearen 
Gleichungen  1)  nach  zv  xv  xz  auflöst,  auch  diese  Grössen. 

3)  Die  biquadratisehe  Gleiehung 

xA  +  ax*  +  bx2  +  cx  =  d. 
Wir  stellen  die  Hilfsgleichung  auf: 

y4  ^  (Vi  ±  y2  +  •  -)y3  +  (yxy2  +  y8y4  +.  •  -)y2  -  (y^ys  + 

^3^4  +  •  -)y = -  ViV^y» 

und  die  Bedingungsgleichungen: 

yi+y2+y3+y4=°;  yiy2ys+y2y3y4+y3y4yi+y4yiy2=0> 

welche  letztere,  durch  y^^HzV^  dividirt,  die  Form  erhält: 

.».+J.  +  .>.  +  ±.a 

yi    y2    y3    y4 

Ferner  setzen  wir: 

a?j— /?       *       *2~"P  ^3~P  *4""P 

Dann  lauten  die  beiden  Bedingungsgleichungen: 

x\—ß    x2~~ß    x$—ß    x\—ß 

X\  —  ß  ,  X2-ß  ,   X3—ß   .   a?4-^  =  Q> 

a?!— a     «2~a     x$~~a     x4~-a 
Beseitigt  man  in  der  ersten  die  Nenner,*)  beachtet,  dassjc^ 

JTm    I    •  •  •  ^z  —  (*,    ^i^Pa  ~i    JCqJGm  ~i    •  •  •  tu:  v,    X*XnXn    i~  XtyXnXi    i"  •  •  • 

*)  Aus  dem  ersten  Gliede:  fo — «)(«2 — £)(x3 — ß)(*\ — ^)=*iaJi*3*4 

—  £(*ifl^*ä  -f  ^«3*4  -f  0^*2*4)  {■  ß^(9X91  -f  ^»3  -f  0^*4)  —  9\ß$  —  «»2*3*4 
-f- 0^(2^*3 -f  #3#4-|- «4*2)  —  Ä/^2(*2+.*3  +  ^4)  +  rt^3  findet  man  das  zweite, 
indem  man  statt  der  Indices  1,  2,  3,  4  resp.  2,  3,  4, 1  setzt,  und  ebenso 
ans  dem  zweiten  das  dritte  u.  s.  f. 
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=  —  e,  xxx2xzx>  =  —  d  ist,  und  bildet  aus  der  ersten  Gleichung 
die  zweite  durch  Vertauschung  von  a  und  ß,  so  folgt: 

Z)  \-4d+@a  +  ß)c  +  2a(a  +  ß)b  +  a2(3ß  +  a)a  +  4ßa*  =  Q. 
Diese  beiden  Gleichungen  bestimmen  a  und  ß  vollständig. 

Anm.    Um  die  Wertbe  von  a  und  ß  zu  erhalten,  subtrahirt  man 
die  zweite  Gleichung  von  der  ersten  und  erhält: 

2*(/S— «)  +  2(«-f  ß)b(ß— «)-|-[^3— «3+3«^— „)]ö+4«/?(/?2— „2)=0, 

oder,  wenn  man  durch  ß  —  «  dividirt: 

Äc  +  2  (a  +  ß)  b  +  (ß*  -f  4«/?  +  «*)«  +  4«£  («  +  /*)  =  0, 
oder: 

a)  %c  +  2(«  +  ß)b  +  [(«  +  ß)*  +  2«£]fl  +  4«£(a  +  ß)  =  0. 

Addirt  man  ferner  die  Gleichungen  2),  so  folgt: 

—  8rf  +  4(«  +  ß)c  +  2(a  +  #26  -f  («  +  Äs«  +  *«£(«*  +  /?2)  =  0, 
oder: 

b)  — 8d  +  4(«+^)c  +  2(a  +  /?)26  +  (a  +  ^)3fl  +  4a45[(a4-/?)2— Ä«^]=0. 

Setzt  man  ferner  a-\-  ß  =  u,  aß  =  v,  multiplicirt  a)  mit  «  und  Hubtrahirt 
diese  Gleichung  von  b),  so  bleibt  nach  Division  durch  2: 

c)  — 4td-\-c* —  aur>  —  4«2  =  0, 

oder:  4(f>*+d) 

U=z~ — - — -. 

c  —  av 

Dieser  Werth  wird  in 

a)  2c  +  2n(Ä  +  2u)  +  (»2  +  2«)a  =  0 

eingesetzt,  und  man  erhält  eine  Gleichung  vom  3.  Grade  in  v.  Aus  dieser 
lässt  sich  v,  sodann  w,  und  schliesslich  «  und  ß  auf  bekannte  Weise  be- 
stimmen. 

Die  Hilfsgleichung  geht  über  in 

y4  +  fri^  +  y»y*  + . .  .)y2  =  -  y^s^» 

oder,  wenn  wir  die  Werthe  1)  einsetzen:*) 
4     -6d  +  3(a  +  ß)c  +  (a2  +  ß2  +  4aß)b  +  3aß(a  +  ß)a  +  6a2ß2    2 
V  +  -d  +  ßc  +  jfib  +  ßta  +  ß*  ~        ~V 

__      _  d  +  «c  +  cfib  +  a3a  +  «4 

Aus  dieser  Gleichung,  die,  wenn  man  y2  =  z  setzt,  eine  ge- 
mischt-quadratische ist,  findet  man  yv  yv  yv  y4,  und,  indem 
man  die  linearen  Gleichungen  1)  nach  xv  xv  xv  xA  auflöst, 
auch  diese  Grössen. 

wenn  man  im  Dividend  «  und  ß  vertausoht.  Ferner  aus  ViVi^-^y*  die 
beiden  anderen  entsprechenden  Ausdrücke,  indem  man  statt  der  Indieea 
1,  2,  3  resp.  2,  3.  1  setzt. 
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Anm.  Bei  Gleichungen  von  höherem  Grade  führt  die  hier 
befolgte  Methode  nioht  zum  Ziele,  da  die  Beseitigung  zweier  Glieder 
nicht  ausreicht,  um  die  gegebene  Gleichung  auf  eine  solche  von  niedri- 
gerem Grade  zu  reduciren.  Ueberhaupt  sind  dieselben  im  Allgemeinen 
durch  algebraische  Methoden  nioht  lösbar.  Auch  lässt  sich  einstweilen 
von  ihren  Eigenschaften  nur  sagen,  dass  man  aus  n  gegebenen  Zahlen 
xli  *2>  ■  •  •  *«  ei**6  Gleichung  n*??  Grades  bilden  kann,  deren  Wurzeln 
diese  Zahlen  sind,  und  dass  zwischen  den  Wurzeln  und  Coefficienten 
dieser  allgemeinen  Gleichung  analoge  Beziehungen  existiren,  wie  wir  sie 
bei  den  Gleichungen  vom  2.,  3.  und  4.  Grade  kennen  lernten,  lieber 
Elimination  einer  Unbekannten  aus  zwei  höheren  Gleichungen  s.  Nr.  167, 2). 

IL  Exponentialgleichungen. 

119.  Auflösung.  *)  —  Eine  Exponentialgleichung  ist  lösbar, 
wenn  sie  sich  durch  die  Substitution 

ax  =  y 
auf  eine  lösbare  algebraische  Gleichung  zurückführen  lässt. 

Anm.  Die  gegebene  Gleichung  ist  also  derartig  umzuformen,  dass 
9  nur  in  den  Verbindungen  «**,  a2*,  a3* . .  vorkommt. 

Es  genügt  daher,  die  Gleichung 

a*  =  b 
zu  betrachten,  in  welche  die  obige  Gleichung  übergeht,  nach- 
dem für  y  aus  einer  algebraischen  Gleichung  der  Werth  b  ge- 
funden ist.    Indem  man  die  Gleichung  ax  =  b  nach  einer  be- 
liebigen Zahl  n  logarithmirt,  erhält  man 

x.  la=z  Ib. 
oder:  «^ 

la 

wodurch  die  Gleichung  gelöst  ist. 

(Aufgaben:  Hofmann  3.  Elfter  Abschn.  VI.  —  Bardey  XXII.) 

D,  Die  Reiben. 

120.  Vorbemerkung.  —  Die  Division  zweier  Polynome  giebt 
nach  zwei  Seiten  zur  Bildung  eines  neuen  Begriffes  Anlass. 
Erstens   bemerkt  man   bei  Ausführung  von   Divisionen   wie 

JT9  TT"'    ^ass  Je(*es  Gtäed    des  Quotienten  in  gesetz- 


*)  Beispiel  s.  am  Schiusa  des  Buches   in   der   „Ueb ersieht   der 
Formeln  und  Regeln". 
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massiger  Weise  aus  dem  vorhergehenden  gebildet  werden  kann, 
sodass,  wenn  nach  Berechnung  einiger  Glieder  das  Bildungs- 
gesetz klar  wird,  man  die  folgenden  Glieder  nicht  mehr  auf 
dem  Wege  der  Division,  sondern  durch  Anwendung  dieses 
Bildungsgesetzes  bestimmt.  Dabei  erhebt  sich  die  Frage  nach 
den  verschiedenen  möglichen  Bildungsgesetzen,  eine  Frage, 
welche  durch  die  Lehre  von  den  Reihen  beantwortet  wird. 
Zweitens  wurde  schon  gelegentlich  der  Division  zweier  Poly- 
nome gezeigt,  dass,  wenn  der  Divisor  kein  Factor  des  Divi- 
dend ist,  der  Quotient  eine  endlose  Anzahl  von  Gliedern  be- 
sitzt, und  dass  die  Aufstellung  solcher  Quotienten  eine  Erwei- 
terung des  Polynom -Begriffs  in  sich  scMiesst.  Hierdurch  ge- 
langen wir  zum  Begriff  der  unendlichen  Reihe,  deren  be- 
sondere Eigenschaften  zu  ermitteln  sein  werden. 

Die  Glieder  einer  Reihe  können  entweder  durch  Addition 
oder  durch  Multiplication  mit  einander  verbunden  sein;  hier- 
nach können  wir  Reihen  erster  oder  zweiter  Stufe  unter- 
scheiden. 

Ferner  kann  jedes  Glied  einer  Reihe  aus  dem  vorher- 
gehenden mittelst  derselben  Zahl  gebildet  sein,  oder  mittelst 
einer  Folge  von  Zahlen,  die  selbst  wieder  eine  Reihe  bil- 
den. Hiernach  unterscheidet  man  Reihen  verschiedener 
Ordnung. 

Endlich  kann  die  Zahl,  durch  welche  ein  Glied  aus  dem 
vorhergehenden  gebildet  wird,  demselben  entweder  durch  Ad- 
dition, Multiplication  oder  Potenzirung  hinzugefügt  werden. 
Hiernach  unterscheidet  man  Summenreihen,  Product- 
reihen  und  Potenzreihen. 

Anm.  Ist  die  hinzugefügte  Zahl  im  ersten  Falle  eine  negative,  im 
zweiten  und  dritten  eine  umgekehrte  Zahl,  so  wird  das  folgende  Glied 
durch  Subtraotion,  Division,  Radioirung  gebildet,  und  die  Reihe  heisst 
fallend.    Andernfalls  heisst  sie  steigend. 

Noch  allgemeiner,  als  es  in  der  letzten  Eintheilung  ge- 
schah, kann  der  Begriff  der  Reihe  gefasst  werden  durch  Ver- 
allgemeinerung des  Gesetzes,  nach  welchem  ein  Glied  aus  dem 
vorhergehenden  gebildet  wird.  Solche  Reihen  bleiben  jedoch 
für's  Erste  von  unserer  Betrachtung  ausgeschlossen. 
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I  Die  Summenreihe  (arithmetische  Reihe). 

1.  Reihen  erster  Ordnung. 

a.    Reihen    erster    Stufe. 

121.  Erklärungen.  —  1)  Eine  Summe  *  von  Gliedern,  welche 
durch  wiederholte  Addition  derselben  Zahl  d  aus  einer  Zahl  a 
gebildet  sind,  heisst  eine  arithmetische  Reihe  (erster 
Ordnung). 

2)  Das  erste  Glied  a  heisst  Anfangsglied,  der  wieder- 
holte Summand  d  die  Differenz,  und  das  letzte  Glied  u  das 
Endglied  der  Reihe.    Die  allgemeine  Form  der  Reihe  ist 

1)  s  =  a  +  (a  +  d)  +  (a  +  2d)  + +  w.  123. 

Bezeichnet  man  die  Glieder  der  Reihe  durch  a,,  a2,  ... 

On,  ...  so  ist  das  n*  Glied  (das  allgemeine  Glied) 

o»  =  a  +  (n  —  1)  d. 
Aus  diesem  Ausdruck  erhält  man  alle  Glieder  der  Reihe,  wenn 
man  n  =  1,  2,  3,  . .  *  setzt.  Ist  n  die  Gesammtzahl  der  Glie- 
der (wie  von  nun  an  stets  angenommen  wird),  so  ist  u  =  an. 
Die  Differenz  einer  gegebenen  Reihe  erhält  man,  indem  man 
ein  Glied  vom  folgenden  subtrahirt. 

122.  Eigenschaften  der  arithmetischen  Reihe.  —  1)  Durch 
drei  der  vier  Zahlen  a,  n,  d7  u  ist  eine  arithmetische  Reihe 
vollkommen  bestimmt.  —  Denn  aus  der  Gleichung 

2)  u  =  a  +  (n  —  l)d  124. 
lasst  sich,  wenn  drei  der  vier  Buchstaben  a,  n,  d,  u  gegeben 
sind,  der  Werth  des  vierten  bestimmen. 

Anm.    Man  bestimme  aus  dieser  Gleichung  die  Werthe  von  «,  *,  d. 

2)  Die  Summe  des  n*«*  Gliedes  von  links  und  des  n*S? 
Gliedes  von  rechts  ist  für  jeden  Werth  von  n  dieselbe,  nämlich 
a  +  u.  —  Denn  von  rechts  nach  links  gelesen,  lautet  die  Reihe: 

3)  *  =  w  +  (u-d)  +  ("-2d)  +  ...  +  a, 

und  man  sieht,  dass  die  gleichvielten  Glieder  von  1)  und  3) 
stete  die  Summe  a  +  u  geben. 

3)  Addirt  man  1)  und  3),  so  folgt: 

2s  =  (a  +  u)  +  (a  +  u)  + (nmal)  =  (a  +  u)n, 

folglich  : 

4)  s  =  (o  +  u) .  -g.  125. 

Anm.  Auch  in  4)  lasst  sich  jeder  der  vier  Buchstaben  durch  die 
drei  anderen  ausdrücken.  — Mittelst  der  Hauptformeln  2)  und  4)  lasst 
■ich  jede  Aufgabe  aus  der  Lehre  von  den  arithmetischen  Reihen  1.  Ord- 
nung lösen. 

I  cbl  e  g  •  1 ,  Etaneutar-Mftthemfttik.  L  7 
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4)  Setzt  man  den  Werth  von  u  aus  2)  in  4)  ein,  so  folgt: 

126.  5)  s  =  [2a  +  (n  -  \)d}~  =  an  +  n(n~A) .  du 

Anra.  Die  Formeln  2)  4)  5)  enthalten  von  den  6  Stücken  der 
Reihe:  a,  dy  »,  u,  s,  je  vier.  Es  fehlt  *  in  2),  d  in  4),  «in  5).  Man  stelle 
durch  Elimination  von  n  und  a  zwischen  2)  und  4)  die  beiden  noch  feh- 
lenden Formeln  6),  7)  auf,  welche  je  einen  dieser  Buchstaben  nicht  ent- 
halten. —  Man  suche  endlich  aus  5),  6),  7)  die  drei  rechts  stehenden 
Buchstaben  zu  bestimmen,  ebenso  wie  oben  aus  2)  und  4).  Da  aus  jeder 
der  5  Formeln  2),  4),  5),  6),  7)  vier  Buchstaben  bestimmt  werden  können, 
würde  man  im  Ganzen  20  Formeln  erhalten.  In  welchen  Fällen  aber 
ist  die  Bestimmung  eines  Buchstabens  mit  den  bisherigen  Hilfsmitteln 
nicht  ausfuhrbar? 

(Aufgaben:  Hofmann  3.  Fünfzehnter  Abschn.  I.  —  Bardey  XXXII.  A.) 

123.  Specielle  Fälle.  —  Für  d  =  0  verwandelt  sich  die 
arithmetische  Reihe,  wie  unmittelbar  aus  1)  oder  5)  hervor- 
geht, in  das  Product  an,  oder,  wenn  a  =  1  ist,  in  die  Zahl  n. 
Das  Product  ist  also  ein  specieller  Fall  der  arithmetischen 
Reihe  und  bildet  den  Uebergang  von  der  steigenden  zur  fal- 
lenden Reihe.  —  Die  Reihe  ist  also  steigend,  wenn  d>0, 
ein  Product,  wenn  d  =  0,  fallend,  wenn  d<0  ist. 

Anm.  Wie  heisst  die  n*?  gerade,  wie  die  njf  ungerade  Zahl?  Wie 
gross  ist  die  Summe  der  n  ersten  natürlichen,  der  n  ersten  geraden,  der 
n  ersten  ungeraden  Zahlen? 

124.  Die  unendliche  arithmetische  Reihe.  —  Betrachten  wir 
die  den  Werthen  d  =  0  und  a  =  l  entsprechende  Reihe 

1  +  1  +  1  +  .. . 
Ist  die  Anzahl  ihrer  Glieder  eine  bescliränkte,  so  drückt  diese 
Reihe  eine  Zahl  von  ganz  bestimmter  Grösse  aus.  Denken 
wir  uns  aber  die  Anzahl  der  Glieder  ohne  Ende  zunehmend, 
so  wird  diese  Zahl  unendlich  gross,  und  die  Anzahl  der 
in  ihr  enthaltenen  Einheiten  ist  eine  unbestimmte.  Man 
bezeichnet  die  unendlich  grosse  Zahl  durch  oo  (gelesen  „un- 
endlich"), und  nennt  alle  anderen  Zahlen  im  Gegensatze  zu 
ihr  endliche. 

Anm.  Da  die  unendlich  grosse  Zahl  im  Gegensatze  zu  allen  übrigen 
Zahlen  keinen  bestimmten  Werth  hat,  so  macht  sie  auch  fast  in  allen 
Rechnungen,  in  denen  sie  auftritt,  den  Werth  des  Resultates  unbestimmt. 
(Vgl.  149).  Im  Gegensatze  zu  allen  übrigen  Zahlen  hat  sie  auch,  wenn 
sie  in  derselben  Rechnung  mehrmals  auftritt,  verschiedene  WTerthe.  — 
Ihrem  Begriff  nach  bleibt  sie  unendlich,  wenn  man  eine  endliche  Zahl 
zu  ihr  addirt  oder  von  ihr  subtrahirt,  wenn  man  sie  mit  einer  endlichen 
Zahl  multiplicirt,  dividirt,  potenzirt  oder  radicirt.    Daher  ist 

OD  +  «  =  00  ;         oo  .  <*  =  00  ;         QDa  =  OO  ; 

127.  « 

OD— a=QO;         oo:a=QO;       Vqo  =  oo  , 
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wobei  jedoch  a  in  den  Formeln  der  2.  und  3.  Rechnungsstufe  nicht  Null 

00  v 

sein  darf.    Es  folgt  ferner,  dass  die  Ausdrücke  OD  —  00  ,  OD :  OD  ,     l  OD 

jede  endliche  Zahl  a  bedeuten  können.  Andere  Formeln  über  die  Rech- 
nungen mit  OD  werden  sich  später  ergeben.  Noch  ist  zu  bemerken,  dass 
die  unendlich  grosse  Zahl  positiv  oder  negativ  sein  kann,  je  nachdem 
man  sie  aus  positiven  oder  negativen  Einheiten  entstanden  denkt. 

Ebenso  wie  der  Werth  der  Reihe  1  +  1  +  . . . ,  ist  auch 
der  von  a  +  ö  +  ...  unendlich,  sobald  a  eine  endliche  Zahl 
(ausser  Null)  ist.  Denn  es  ist  a  +  a  +  . . .  =  a(l  + 1  +  . . .)  = 
a. 00=00. 

Endlich  ist  der  Werth  jeder  unendlichen  arithmetischen 
Reihe  unendlich.  Denn  das  allgemeine  Glied  a  +  (»  —  l)d 
wird,  wenn  »  =  oo  ist,  nach  den  oben  in  der  Anm.  gegebenen 
Formeln  (und  auch  aus  unmittelbar  einleuchtenden  Gründen) 
selbst  unendlich,  umsomehr  also  der  Werth  der  ganzen  Reihe. 

b.  Reihen  zweiter  Stufe. 

125.  Vorbemerkung.  —  Wenn  die  Glieder  einer  arith- 
metischen Reihe  erster  Ordnung  nicht  durch  Addition,  sondern 
durch  Multiplication  verbunden  werden,  so  hat  man  eine  Reihe 
zweiter  Stufe.    Die  allgemeine  Form  dieser  Reihe  ist  also: 

p  =  a(a  +  d)  (a  +  2d)  . . .  u, 

und  ihr  allgemeines  Glied 

an  =  a  +  (n  —  1)  d. 

Wir  beschäftigen  uns  im  Folgenden  nur  mit  einer  speciellen 
Art  dieser  Reihen,  nämlich  derjenigen,  für  welche 

ist,  und  betrachten  den  Quotienten  von  zwei  derartigen  n-glie- 
drigen  Reihen,  deren  Anfangsglieder  a  und  »  sind. 

136.  Erklärungen.  —  1)  Das  Product  der  ersten  n  ganzen 
Zahlen  heisst  die  Facultät  von  »,  wird  durch  »!  bezeichnet 
und  „»Facultät"  gelesen. 

1.2. 3. ..»  =  »(7i  —  1 )  (»  -  2) . . .  2 . 1  =  »  ! 

2)  Der  Quotient  zweier  »-gliedriger  arithmetischer  Reihen 
zweiter  Stufe,  deren  Differenz  —  1  ist,  und  deren  Anfangs- 
glieder aund|»  sind,  heisst  die  »Ä  Factorielle  von  a,  und 
wird  durch  a*  bezeichnet  und  „a  Punkt  »"  gelesen,  a  heisst 
Grundzahl,  »  Exponent  der  Factorielle. 

«   °(«-l)(*-2)...[a-(n-l)] 
'  1.2.3...«  ~°    *  m 


"I. 


i: 


W 
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127.  Andere  Formen  der  Faetorielle.  —  Durch  Erweiterung 
mit  (q  —  n)i  erhält  die  Faetorielle  1)  die  Form: 

m     q(q-l)(q-2)...[q~(n-l)].(q-n)(q~n-- 1)...2.1 

°W~  s  1.2...n.l.2...(a-n) 

oder: 

129.  2)  «•*  = 


n  !  (a  —  n)  !      1  .  2  . .  n .  1  .  2  • .  (a  —  n)' 

woraus  durch  Division  mit  (1 . 2 . . .  n)  die  neue  Form  hervorgeht : 

ax       n     (n+l)(n  +  2)...q 
130.  3)   q»  =  -^-  — /v    /         n    - 

1 .  2  . . .  (a  —  n) 

128.  Faetoriellengebiet  einer  Zahl.  Aus  der  Erklärung  der 
Faetorielle  folgt,  dass  »  eine  ganze  positive  Zahl  sein  muss, 
während  q,  wenn  man  nur  die  Form  1)  benutzt,  eine  beliebige 
Zahl  sein  kann,  dagegen  in  2)  und  3)  ebenfalls  ganz  und  po- 
sitiv sein  muss.  Ferner  muss  q>n  sein.  —  Zu  einer  gege- 
benen Zahl  a  gehört  daher  nur  eine  bestimmte  Anzahl  von 
Factor iellen,  nämlich  von  q°  bis  q°,  die  man  das  Faeto- 
riellengebiet von  a  nennen  kann.  Man  erhält  aus  3)  füm=0 

l 
131.  o-°=— !  =1, 

q! 


und  aus  1)  für  n  =  a 


q! 


132.  qa  =  -— =1. 

129.  Beziehung  zwischen  2  Faetoriellen  mit  der  Exponenten- 
summe a.  —  Setzt  man  in  1)  a  —  n  für  ti,  so  erhält  man 

q(q-l)(q  —  2)..[q-(q-n-l)]^  (a_n^ 

1 .  2  .  3  . . .  (q  —  n) 

Da  aber  [q  —  (a  —  n  —  1)]  =  n  +  1,  so  ist  die  linke  Seite  dieser 
Formel  gleich  der  rechten  Seite  von  3);  mithin  auch: 

133.  q(°"~n)  =  qn. 

Es  bilden  also  die  auf  einander  folgenden  Faetoriellen  einer 
ganzen  positiven  Zahl  q,  von  der  OS  bis  zur  q*??  eine  Reihe, 
in  welcher  je  zwei  Glieder  gleich  sind,  die  gleichen  Abstand 
von  der  Mitte  haben. 

130.  Beziehung  zwischen  2  benachbarten  Faetoriellen.  — 
Setzt  man  in  1)  n  +  1  für  n,  so  folgt : 

fl.^z:fl(fl"1)"(fl-n).fl(fl"1)-[«-(«-1)l    <*--*  . 
-.  <U.2..  *(*+l)    ~~  1.2..n  *n  +  l> 
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j  a .  (»+1)  =  _        #  a  n  m 

;  n  +  1 

Anm.    Für  »==1  und  a  =  0  folgt  hieraus:  0,2  = —  ir°  *»  oder, 

da  01  nach  dem  Begriff  der  Factorielle  gleich  Null  ist:  0,2  =  0.  Ebenso 
ist  allgemein  0  *  *  =  0,  sobald  n  >  0  ist. 

Setzt  man  in  134  n  — 1  für  n,  so  folgt: 

a— n+1 

a.i»  = #  0.(n— 1) 

n 

oder:  f*-n  w 

a<w-1>  = .-  .  an.  136. 

a  — n+1 
Für  n  =  a  erhält  man  aus  der  vorigen  Formel  (134): 

o.(a  +  i>  =  0;  135a. 

mithin  sind  auch  alle  folgenden  Factorieüen  von  a  gleich  Null. 
Für  n'=0  erhält  man  aus  135: 

cH-^ssÖ.  135b. 

131.  Beziehung  zwischen  den  Factoriellen  zweier  benachbarter 
Zahlen.  —  Setzt  man  in  2)  (a  +  1)  statt  o,  so  folgt: 

V  ;         n\(a+l-n)l~~n\(a-n)\ma  +  l-n 

a+1  n     ft    ■         n      ~| 

o+l— n  L        a  +  1— nj 

=  an+  -an. 

a  +  1— n 
also:  (a+l^^a^  +  a-'»-1)  (nach  135).  136. 

Anm.     Für  n  =  l,  a  =  0  ist  11=0  1  +  0°;  also,  da  11  =  1  und 
0X  =  0  ist,  0,0=1. 

Für  n=z%  ist  («+l)-2  =  «-2  +  «i; 

also  für  a  =  2        3'2  =  2"2 +  Ä  =  1 +  2; 

ö  =  3        4-2  =  3'2  +  3  =  l  +  2  +  3; 


«  =  n         (n+l)-2  =  n-2  +  n=:l  +  2  +  ...  +  fi, 
eine  schon  bekannte  Formel. 

132.  Factorielle  einer  Summe.  —  Setzt  man  in  der  letzten 
Formel  (136)  o+l  für  a,  so  folgt: 

(a  +  2)-»  =  (a+l)-"+(a+l)-<»-1> 

=  a-n  +  a-i"-1)  +  a-^-l)  +  a-(n~2>    (136) 

=  a'*  +  2-1.a-<"-1>  +  a-<*-2>. 


.*.i. 


v 
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Setzt  man  hierin  wieder  a  +  1  für  a,  so  folgt : 
(a+3)»=(a+l)»  +  21(a  +  l)  -oi-i>  +  (a  +  l).(»-*> 

=  an  +  31a(tt-"1)  +  3-2a  (n-2>  +  a(n-s>. 
Allgemein  wird  gelten: 

137.  (o  +  6)n  =  anb°  +  a-^-Vb1  +  a<»-2)6'2  +  . . .  +  a°6-», 

wenn  diese  Formel  auch  noch  für  a  +  b  +  1  gilt.  —  Denn  da 
sie  für  5  =  1,  2,  3  gilt  (wie  eben  gezeigt),  so  gilt  sie,  wenn 
die  eben  gemachte  Annahme  richtig  ist,  auch  für  6=4,  sodann 
für  6  =  5  u.  s.  w.,  d.  h.  sie  gilt  allgemein.  —  Nun  ist,  wenn 
man  in  137  a  +  1  für  a  setzt: 

(o+l+6)-w==(a+l)~60+(o+l)<^1)61+(a+l)(n--2)6-2+...+ 

(a+l)°6» 

=  on6°  +  a(n-1)61  +  o(n-2)6-2  + +  a°6  * 

+  a.c^i)6.o+0.(«-2)6.i+0.(i^)ft.2+#-+a.o5.(W-i)(lll36) 

=z(fl  +  b)'n  +  (a  +  b)'l*-»     (nach  137). 

Da  diese  Formel  (nach  136)  richtig  ist,  so  gilt  137  auch  für 
a  +  6  +  1,  also  allgemein. 

Anm.    Welche  Gestalt  nimmt  137  an,  wenn  man  a=zb(=n)  setzt 
und  133  anwendet? 

133.  Faetorielle  einer  negativen  Zahl.  —  Setzt  man  in  der 
Form  1)  (128)  -a  für  a,  so  folgt: 

/     „yn_(-g)(-*-l)(-"-2)...[-a..(tt-.l)] 
(_fl)     _  i.2...n  ' 

oder,  wenn  man  Dividend  und  Divisor  mit  (—1)*  multiplicirt: 

_tt(a+l)(q  +  2)...[a  +  (n--l)] 
K~   }     ~  1.2...n(-l)" 

oder,  mit  (a—  1) !  multiplicirt  und  dividirt: 

K      >  (o-l)lnl    m(       )j 

oder,  nach  129  (wenn  man  darin  a  +  n  —  1  für  a  setzt) : 

138.  (-  a)w  =  (-  l)n  .  (a  +  n  -  1)» 

Mittelst  dieser  Formel  ist  die  Faetorielle  einer  negativen  Zahl 
durch  diejenige  einer  positiven  ausgedrückt.  Da  a  +  n  —  1 
stets  > n  ist,  so  kann  in  dieser  Formel  aKn  sein. 

134.  Faetorielle  einer  umgekehrten  Zahl.  —  Setzt  man  in 
128  -  für  a,  so  folgt: 
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r.Y.  la-QG-o-G-c-»] 

KaJ  1.2...n 

oder,  wenn  man  Dividend  und  Divisor  mit  an  multiplicirt: 
T-^ ' n  =  (!  —  a>(l  —  2a^  . . .  [1  —  (n  —  l)a] 
Va/  a" .  1  .  2  . . .  n 

(Aufgaben:  Hofmann  3.  Siebzehnter  Abschn.  1 — 9.) 


139. 


2.  Reihen  höherer  Ordnung. 

135.  Summenreihen.  —  Man  kann  die  Summen  der  ersten 
1,  2,  3,  ...  Glieder  einer  Reihe  als  Glieder  einer  neuen  Reihe 
betrachten,  welche  die  erste  Summenreihe  der  gegebenen 
Reihe  heisst,  und  welcher  man  das  Anfangsglied  0  giebt.  Ist 
die  gegebene  Reihe 

1)  Oj  +  a2  +  ö3  +  . . . . , 

so  ist  hiernach  ihre  erste  Summenreihe 

0  +  ax  +  (at  +  a2)  +  (ax  +  a2  +  o3)  +  . . . , 
oder,  wenn  man 

2)  0  +  ax  +  a2  +  . . .  +  an  =  6n+i 
setzt: 

3)  6j  +  62  +  &3  +  . . . 

Die  erste  Summenreihe  von  3)  heisst  die  zweite  Summen- 
reihe von  1),  und  allgemein  heisst  die  erste  Summenreihe  der 
(n  —  l)*Ln  Summenreihe  von  1)  die  n*  Summenreihe  von  1). 

136.  Differenzreihen.  —  Umgekehrt  kann  man  die  Dif- 
ferenzen je  zweier  benachbarter  Glieder  von  3)  als  Glieder 
einer  neuen  Reihe  1)  betrachten,  welche  die  erste  Di'fferenz- 
reihe  von  3)  heisst.  —  Denn  aus  2)  folgt 

4)  6w+i  —  &n  =  ön;  140. 
mithin   sind   in    der  That  die  Differenzen  der  Reihe  3)  den 
Gliedern   der  Reihe  1)  gleich.    Dabei   ist  bx  =  0   zu   setzen. 
Formel  4)  liefert  noch  die  Regel:  Das  w*?  Glied  der  ersten 
Differenzreihe  ist  gleich  der  Differenz  zwischen  dem 

(n  +  1)1™  und  »*■  Gliede  der  gegebenen  Reihe. 

Die  erste  Differenzreihe  von  1)  heisst  die  zweite  Dif- 
ferenzreihe von  3),  und  allgemein  heisst  die  erste  Differenz- 
reihe der  (n  +  1)*5  Differenzreihe  von  3)  die  tti!  Differenzreihe 
von  3). 


104  136—138.   Reihen. 

Anm.  Bildet  man  zu  einer  Reihe,  deren  Anfangsglied  f,-  deren 
Differenz  n  —  2  ist  (worin  n  eine  beliebige  ganze  positive  Zahl  untf  .>  1 
ist)  die  erste  Summenreihe,  so  heissen  die  Glieder  derselben  neck- 
Zahlen  (oder  neckige  Polygonalzahlen),  weil  man  jede  dieser  Zahlen 
durch  eine  ein  neck  bildende  Gruppe  von  Punkten  darstellen  kann.  So 
entstehen  für 

ii  =  2  aus  1  +  1  -f- 1 . . .  die  Zweieckzahlen    1,  2,    3,    4,  . 

„    Dreieckzahlen    1,  3,    6,  10,  . 

„    Viereckzahlen    1,  4,    9,  16,  . 

„    Fünfeckzahlen    1,  5,  12,  22,  . 

„    Sechseckzahlen  1,  6,  15,  28,  . 

Die  folgenden  Figuren  stellen  die  drei  ersten  von  jeder  Art  der  eben 
gebildeten  Zahlen  dar.  Das  Bildungsgesetz  der  Figuren  ist  leicht  zu 
erkennen. 


n  =  8 

„    1  +  2  +  8... 

n  =  4 

„     1  +  3  +  5... 

»  =  5 

„    1  +  4  +  7... 

n  =  6 

„    1  +  5  +  9... 

1 


.A 


(Man  bilde  die  Differenzreihen  der  Quadrat-,  Cubik-Zahlen  etc.,  und  zeige, 

dass  die  n*f  Differenzreihe  der  Reihe  ln  +  2W  +  3n  -f-  . . .  in  jedem  dieser 
Fälle  aus  Gliedern  besteht,  die  alle  gleich  1 . 2  . 3  . .  n  sind.) 

Die  erste  Summenreihe  der  neckigen  Polygonalzahlen  liefert  die 
nseitigen  Pyramidalzahlen.  Man  bilde  dieselben,  und  untersuche 
auch  die  von  oben  nach  unten  gehenden  Zahlenreihen. 

137«  Reihen  ri^I  Ordnung.  —  Die  ursprünglich  betrachtete 
arithmetische  Reihe  a  +  (a  +  d)  +  (a  +  2d)  +  . . . ,  deren  Dif- 
ferenzen alle  einander  gleich,  aber  von  Null  verschieden  sind, 
heisst  Reihe  erster  Ordnung,  und  ihre  (n  —  l)*l  Summen- 
reihe: Reihe  n*^  Ordnung.  Hiernach  ist  die  Ordnung  der 
ersten  Summenreihe  einer  gegebenen  Reihe  um  1  höher,  die 
der  ersten  Differenzreihe  um  1  niedriger  als  die  der  gegebenen 
Reihe.  Und  eine  Reihe  nullter  Ordnung  ist  diejenige, 
deren  Glieder  alle  einander  gleich  sind;  oder,  anders  ausge- 
drückt: Ein  Product  ist  eine  Reihe  nullter  Ordnung. 

Eine  Reihe  n*±  Ordnung  ist  also  eine  solche,  deren  (»— l)*e 
Differenzreihe  eine  Reihe  erster,  oder,  deren  b*6  Differenzreihe 
eine  Reihe  nullter  Ordnung  ist. 

Anm.  Eine  Reihe  n**  Ordnung  ist  z.  B. :  1*  +  2*  +  3n  +  . . .  Vgl. 
vorige  Anm. 

138«  Bestimmung  des  allgemeinen  Gliedes  der  Reihe  n*£ 
Ordnung.  —  Wir  betrachten  zuerst  die  Reihe  der  pS  Fac- 
toriellen 

0  •*,  1  •*,  2  •*,  . .  . 
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Das  n*  Glied  derselben  ist  (&—  1)-*,  das  (n  +  1)*  also  »•*. 
Bildet  man  die  erste  Differenzreihe  derselben,  so  ist  deren 
»iL«  Glied  (nach  140) 

n*  — (n— l)*, 

oder,  da  nach  136  (wenn  man  darin  n  statt  a  + 1  und  p  statt 
»setzt)  &*:=(a_-l)*  +  (B_l)<*-1>  ist: 

(n  -  1)  *  +  (n  -  1)  ^p-1)  -  (n  - 1)  *  =  (n  -  1)  ^p-1). 

Es  ist  also  das  n*®  Glied  in  der  gegebenen  Reihe  (it  —  l)-*, 
in  ihrer  ersten  Differenzreihe  (»  — 1)-^-1),  folglich  in  ihrer 
zweiten  Differenzreihe  (weil  diese  die  erste  Differenzreihe  der 
ersten  Differenzreihe  ist)  (n_l)<*-2>  und  in  ihrer  p\e*  Dif- 
ferenzreihe (n  —  1)  •<*  -*>==(»  -1)°  =  1  (nach  131).  —  Die 
Glieder  der  /?S  Differenzreihe  sind  also  alle  gleich  1,  und 
daher  ist  (nach  der  oben  gegebenen  Erklärung)  die  Reihe 
der  Factoriellen 

0*>    1-*   2-p 

eine  Reihe  pÄ  Ordnung,  die  mit  ihren  Differenzreihen  die 
allgemeinen  Glieder 

(n-l)->,  (n-l)-CF-«    ...  (n_l)° 
und  die  Anfangsglieder  (aus  n  =  1  hervorgehend) 

0*,  0-fr-1),  ...  0° 
hat,  welche  letzteren  (nach  Anm.  zu  134  und  136)  alle  Null 
sind,  mit  Ausnahme  des  letzten,  welches  gleich  1  ist.  Die 
für  p=0,  1,  2,  .  .  sich  ergebenden  Factoriellenreihen  lassen 
sich  nun  mit  ihren  wesentlichsten  Eigenschaften,  wie  folgt, 
zusammenstellen : 


n^  Glied 
der  Reihe 

Die  ersten 
Glieder  der  Reihe 

Anfangsglied 

der 
Beihe 

der 
1.  Dif- 
ferenz- 
reihe 

der 

2.  Dif- 

ferens- 

reihe 

... 
... 
... 

p  =  0 

(n-l)-o 

11111.. 

l 

0 

f 

0 

0 

5 
i 

.    ■ 

p=l 

(n-1)-1 

0    12    3    4.. 

.    • 

p  =  2 

(n-1)-2 

0  0   13   6.. 

0 

.    . 

1 

' 

Multiplicirt  man  eine  dieser  Reihen,  z.  B.  die  der  p**  Ord- 
nung, mit  einer  beliebigen  Zahl,  so  wird  offenbar  nicht  nur 
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ihr  eignes  Anfangs-  und  aÜ!  Glied,  sondern  auch  alle  Glieder 
ihrer  Differenzreihen  mit  dieser  Zahl  multiplicirt  (wie  aus  140 
ersichtlich  ist).  —  Multiplicirt  man  also  die  oben  in  der  Ta- 
belle stehenden  Reihen  resp.  mit  a,  b,  c,  . .  .  so  lauten  die 
n^?  Glieder  der  neuen  Reihen 

o(n-l)°,  fc(n-l)1,  c(n-l)*,  ... 

ihre  Anfangsglieder  a,  0,  0  .  .  . ,  diejenigen  ihrer  ersten  Dif- 
ferenzreihen 0,  6,  0  ...  u.  8.  w. 

Addirt  man  endlich  alle  diese- Reihen,  so  ist  1)  das  n* 
Glied  der  neuen  Reihe  gleich  der  Summe  der  »*?  Glieder  der 
einzelnen  Reihen,  2)  das  Anfangsglied  der  neuen  Reihe  gleich 
der  Summe  der  Anfangsglieder  der  einzelnen  Reihen,  3)  das 
Anfangsglied  von  jeder  Differenzreihe  der  neuen  Reihe  gleich 
der  Summe  der  Anfangsglieder  der  gleichvielten  Differenz- 
reihen. *) 

Mithin  sind  die  Anfangsglieder  der  neuen  Reihe  und  ihrer 
successiven  Differenzreihen :  a,  6,  (?,... ,  und  das  allgemeine 
Glied  der  neuen  Reihe: 

141.  sn  =  a(n  -  1)°  +  b(n  -  l)1  +  c(n  -  1)-*  +  . . . 

d.  h.:  Man  findet  das  nt  Glied  einer  arithmetischen 
Reihe  höherer  Ordnung,  wenn  man  die  Summe  bildet 
aus  ihrem  Anfangsgliede  und  denjenigen  ihrer  suc- 
cessiven Differenzreihen,  jedes  der  letzteren  multi- 
plicirt mit  der  sovielten  Factorielle  von  (n  —  1),  als 
der  Rang  der  Differenzreihe  beträgt. 

Anm.  Fttr  die  Reihe  erster  Ordnung,  welche  nur  eine  Differenz" 
reihe  besitzt,  findet  man  hiernach  5n  =  a-f-(n  — 1)6;  d.  h.  die  Formel 
124.  —  Für  die  neckigen  Polygonalzahlen,  welche  Reihen  zweiter  Ord- 
nung sind,  findet  man  folgende  Resultate :  Die  *  *•  Zweieckzahl  ist  n,  die 

ata  -4- 1) 
wte  Dreieckzahl  —  V.—^--,  die  nte  peckzahl  (für  welche  a=l,  Ä  =  p —  1, 

1 .  & 

e  =  V-%  ist):  l  +  (1,-l)(n-l)+(p-%)(n-l)i  =  ^[(p-i)n-(r-i)]. 

Man  bestimme  ebenso  die  nte  pseitige  Pyramidalzahl. 

139.  Bestimmung  der  Summe  der  Reihe  n*!r  Ordnung.  —  Setzt 
man  in  140  n  der  Reihe  nach  gleich  1,  2,  3,  ...  ß,  so  erhält 
man  die  Formeln: 


*)  Denn  nach  140  ist,  wenn  b{  und  f\  die  Anfangsglieder  zweier 
Reihen,  und  tt\  und  «i  die  Anfangsglieder  ihrer  ersten  Differenzreihen 
sind:  6,—  *ja=«ii;  fc  — fi=*;  also;  (&2  +  /i)  —  (*i'+A)  =  (*i  +«*)• 
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h  -  bi  =  ai 
*3  —  b2  =  a2 
64  —  *»  =  a3 

6n  —  ftn  —  1  =  «»  —  1 

Addirt  man  alle  diese  Formeln,  so  folgt: 

ftn+i  —  &!  =  Oj  +  a2  +  . . .  +  an 
oderi 

6n  +  l  =  6j  +  (Oj  +  C^  +  .  .  .  +  Oh),  H2. 

d.  h.:  Man  erhält  das  (n  +  l)£  Glied  einer  Reihe,  in- 
dem man  zu  ihrem  ersten  Gliede  die  Summe  der  n 
ersten  Glieder  ihrer  ersten  Differenzreihe  addirt. 

Wenn  nun  die  Anfangsglieder  der  Reihe  bv  b2 . .  und  ihrer 
Diiferenzreihen  die  Zahlen  0,  a,  6,  . . .  sind,  so  sind  die  An- 
fangsglieder der  Reihe  av  av  ...  und  ihrer  Differenzreihen 
die  Zahlen  a,  6,  e .  • .    Da  bt  =  0,  so  ist  nach  142 

6n4-i  =  at  +  o2  +  . . .  +  a„. 
Andrerseits  ist  nach  141  (wenn  man  darin  n  + 1  für  »,  und 
0,  a,  ft,  ...  resp.  für  a,  6,  c . . .  setzt) : 

6*4.1  =  o .  n  +  6  .  na  +  c .  ns  +  . . . , 
folglich: 

S*  =  aa  +  o2  +  . . .  +  a»  —  a  .  n1  +  ft  .  n*  +  c  .  n-8  +  . . .         143. 

d.  h.:  Man  findet  die  Summe  einer  arithmetischen 
Reihe  höherer  Ordnung,  wenn  man  die  Summe  bildet 
aus  ihrem  Anfangsgliede  und  denjenigen  ihrer  suc- 
cessiven  Differenzreihen,  jedes  dieser  Glieder  mul- 
tiplicirt  mit  der  gleichvielten  Factorielle  von  n. 

Anm.  Für  die  Reihe  erster  Ordnung  findet  man  hiernach  Sn  = 
**+*    2         '   d"  h*  die  Formel  126'  —  Fttr  die  Reihe  der  Quadrat- 

sahlen iat  a  =  1,&  =  3,  c=r 2,  folglich  Sw  =  n-f  3.iT2  +  2. n-8  =  ~0Jfi2+ 

o 

3»+  1);  för  die  Cubikzahlen  ist  <*=1,  6  =  7,  c=12,  d  =  6,  und  Sn=z 
-t-(*+1)*.  —  Reihen  höherer  Ordnung  von  zweiter  Stufe  werden  hier 

übergangen. 

(Aufgaben:  Hofmann  3.  Fünfzehnter  Absch.  II.  —  Bardey  XXXII.  B.) 

IL  Die  Productreihe  (geometrische  Reihe). 

Vorbemerkung.  —  Wir  betrachten  hier  nur  die  Producta 
reihe  erster  Ordnung  und  erster  Stufe. 
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14(h  Erklärungen.  —  1)  Eine  Summe  s  von  Gliedern, 
welche  durch  wiederholte  Multiplication  mit  derselben  Zahl  g 
aus  einer  Zahl  a  gebildet  sind,  heisst  eine  geometrische 
Reihe. 

2)  Das  erste  Glied  a  heisst  Anfangsglied,  der  wieder- 
holte Factor  q  der  Quotient,    und  das  letzte  Glied  u  das 
Endglied  der  Reihe.    Die  allgemeine  Form  der  Reihe  ist 
H4,  1)   s  =  a  +  aq  +  aq*  +  . . .  ,  +  u. 

Bezeichnet  man  die  Glieder  der  Reihe  durch  av  a2, . . .  a», . . . 
so  ist  das  n*  Glied  (das  allgemeine  Glied) 

an  =  o.  g*—1. 
Aus  diesem  Ausdruck  erhält  man  alle  Glieder  der  Reihe,  wenn 
man  n  =  1,  2,  3,  ...  setzt.  Ist  n  die  Gesammtzahl  der  Glie- 
der, so  ist  u  =  an.  Den  Quotienten  einer  gegebenen  Reihe 
erhält  man,  indem  man  ein  Glied  durch  das  vorhergehende 
dividirt. 

14J.  Eigenschaften  der  geometrischen  Reihe.  —   1)  Durch 
drei  der  vier  Zahlen  a,  »,  g,  u,  ist  eine  geometrische  Reihe 
vollkommen  bestimmt.    Denn  aus  der  Gleichung 
115.  2)   u^zaq»-1 

lässt  sich,  wenn  drei  der  vier  Buchstaben  gegeben  sind,  der 
Werth  des  vierten  bestimmen. 

Anm.    Man  bestimme  aus  dieser  Gleichung  die  Werthe  von  «,  *,  q. 

2)  Das  Product  des  n*™  Gliedes  von  links  und  des  n*>* 
Gliedes  von  rechts  ist  für  jeden  Werth  von  n  dasselbe,  näm- 
lich au.    Denn  von  rechts  nach  •  links  gelesen  lautet  die  Reihe 

o\  u        u 

Ö)    S=zU  +  —  +  -K  +  ...  +  C, 

9      9 
und  man  sieht,  dass  die  gleichvielten  Glieder  von  1)  und  3) 

stets  das  Product  au  geben. 

3)  Multiplicirt  man  1)  mit  (g  —  1),  so  folgt: 

s(q  —  1)  =         aq  +  aq2  +  og3  +  . . .  +  aq»-1  +  uq 
_  o  —  aq  —  aq2  —  og3  —  . . .  —  u 
oder,  da  die  unter  einander  stehenden  Glieder  sich  heben: 

s(g  —  l)  =  wg  —  a 

oder  endlich 

AS         uq  —  a 

g-1 

Anm.  Auch  in  4)  lässt  sich  jeder  der  vier  Buchstaben  durch  die 
drei  anderen  ausdrücken.  —  Mittelst  der  Hauptformeln  2)  und  4)  lässt 
sich  jede  Aufgabe  aus  der  Lehre  von  den  geometrischen  Reihen  lösen. 
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4)  Setzt  man  den  Werth  von  u  aus  2)  in  4)  ein,  so  folgt : 

aqn  —  a  on  — 1 

5)  s  =  -*  -  .  =  a .  * — -  .  147. 

Anm.  Die  Formeln  2),  4),  5)  enthalten  von  den  5  Stücken  der 
Reihe:  a,  q,  n,  ti,  *,  je  vier.  Es  fehlt  *  in  2),  n  in  4),  «  in  5).  Man 
stelle  durch  Elimination  von  a  und  q  zwischen  2)  und  4)  die  beiden  noch 
fehlenden  Formeln  6)  und  7)  auf,  welche  je  einen  dieser  Buchstaben  nicht 
enthalten.  Man  suche  endlich  aus  5),  6),  7)  die  drei  rechts  stehenden 
Buchstaben  zu  bestimmen,  ebenso  wie  oben  aus  2)  und  4).  Wie  viele 
der  16,  auf  diese  Weise  aus  2),  4),  5),  6),  7)  noch  hervorgehenden  For- 
meln lassen  sich  mit  den  bisherigen  Hilfsmitteln  nicht  aufstellen? 

142.  Speeielle  Fälle.  —  Für  q  =  l  verwandelt  sich  die  geo- 
metrische Reihe,  wie  aus  1)  hervorgeht,  in  das  Product  an, 
oder,  wenn  a  =  1  ist,  in  die  Zahl  n.  Das  Product  ist  also  ein 
specieller  Fall  der  geometrischen  Reihe  und  bildet  den  Ueber- 
gang  von  der  steigenden  zur  fallenden  Reihe.  —  Die  Reihe  ist 
also  steigend,  wenn  g>l,  ein  Product,  wenn  j  =  l,  fal- 
lend, wenn  q  <  1  ist. 

Anm.    Formel  6)  giebt  für  q  =  1  den  Werth  *  =  a  .  — .    Es  hat 

1  .0 

|  also,  wie  man  durch  Vergleichung  sieht,  -  -  hier  den  Werth  n.   (Vgl.  71.) 

!  —  Für  a  =  l  giebt  1)  in  Verbindung  mit  2):  $  —  qn~l  -f  qn~2+  . .  + 

fln ^ 

92  +  9  +  h  und  &)•  *=     1  ;  also 

(Vgl.  Anm.  zu  88).  —  Die  Zahl  q  nehmen  wir  stets  als  positiv  an;  denn 
wäre  q  =  —  qi,  so  wäre  die  Reihe  1)  s  =  (a  -f-  aq\*  -+■  a^4  -f- . .)  —  (aqi  -f- 
ä^|3  -f-  ^ 5  -|- . . .)  =  (l  —  qt)(a  -|-  aq^}  +  a^4  -f- . . .),  also  wieder  von  der- 
selben Axt  wie  vorher. 

143.  Die  unendliche  geometrische  Reihe.  —  Betrachten  wir 
die  dem  Werthe  a  =  1  entsprechende  Reihe 

6)  sx  =  l+q  +  q2  + 

Wenn  die  Gliederzahl  fieser  Reihe  in's  Unendliche  zunimmt, 
sodass  7i  =  oo  ist,  so  kommt  es  für  die  Beschaffenheit  der 
Reihe  darauf  an,  ob  sie  steigend,  ein  Product,  oder  fallend 
ist.  Denn  im  ersten  Falle  werden  ihre  Glieder  immer  grösser, 
im  zweiten  sind  sie  alle  gleich,  im  dritten  werden  sie  immer 

kleiner.    (Dies  folgt,  wenn  man  q  =  —  setzt,  aus  Anm.  zu  83a.) 

—  Im  ersten  Falle  nähern  sich  die  Glieder  der  Grenze  oo, 
sodass  u  —  oo  und  *==oo  ist  (nach  4)).     Im   zweiten  Falle 


i 
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3 Lad  alle  Glieder  gleich  1,  also  wiederum  $  =  ao  (als  unend- 
liche arithmetische  Reihe).    Im  dritte»  Falle  nähern  sich  die 

Glieder  der  Grenze  0,  sodass  u  =  0,  und  *  = (nach  4)), 

oder,  mit  (—1)  erweitert: 

7)  f1  =  r^  =  l  +  g  +  j1  +  ... 

Anm.    Diese  Formel,  welche,  wie  wohl  zu  beachten  ist,  nur  gut, 
wenn  <j  <  1  ist  (denn  nur  unter  dieser  Voraussetzung  wird  in  4)  u  =  0), 

würde  man  auch  durch  Ausfuhrung  der  Division (nach  Kegel  88) 

erhalten  haben,  jedoch  ohne  dass  sich  jene  Beschränkung  dabei  heraus- 
stellte. Das  allgemeine  in  Regel  88  aufgestellte  Divisions- 
verfahren ist  daher,  falls  es  eine  endlose  Reihe  von  Gliedern 
liefert,  nur  für  solche  Werthe  der  Buchstaben  anwendbar, 
welche  ein  beständiges  Abnehmen  der  Glieder  des  Resultates 
herbeiführen,  weil  sonst  die  linke  Seite  einen  endlichen,  die  rechte 
dagegen  einen  unendlichen  Ausdruck  darstellen  würde,  und  diese  beiden 
einander  nicht  gleich  sein  können.41) 

Nähert  sich  in  7)  q  immer  mehr  dem  Werthe  1,  so  nähert 
sich  q  —  1  dem  Werthe  0,  und  1  +q  +  q2  + . . .  dem  Werthe  oo, 

mithip  ist  oo  der  Werth  von  jr}  oder 

*)  Der  Grund  dieser  Erscheinung  liegt  schliesslich  darin,  dass  mit 
wachsender  Gliederzahl  das  Resultat,  wenn  q  ^  1  ist,  sich  dem  wahren 

Werthe  von  , immer  mehr  nähert,  dagegen  sich  immer  mehr  von 

1  —  q 

demselben  entfernt,  wenn  q  N  1  ist.    Denn  in  diesem  Falle  ist eine 

.  — * 

negative  Zahl,  von  der  sich  offenbar  der  positive  Werth  der  rechten  Seite 

um  so  mehr  entfernt,  je  grösser  er  ist. 
Setzt  man  in  7)  g  =  —  r,  so  folgt: 

ri-:  =  l-r  +  r2_r3  +  ... 

In  diesem  Falle  findet  Aehnliches  statt.  Man  erhalt,  indem  man  rechts 
ein  Glied  nach  dem  andern  hinzunimmt,  Werthe,  die  abwechselnd  grösser 
und  kleiner  sind,  als  die  linke  Seite.  Ist  nun  r  <<  1,  so  nehmen  die 
Glieder  an  absoluter  Grosse  ab,  und  der  Werth  der  linken  Seite  wird  in 
immer  engere  Grenzen  eingeschlossen;  das  Divisionsverfahren  führt  also, 
je  länger  man  es  fortsetzt,  zu  desto  genaueren  Werthen.  —  Ist  r  =  1, 
so  bleiben  die  Grenzen,  in  die  der  Werth  der  linken  Seite  eingeschlossen 
ist,  fortwährend  dieselben,  nämlich  0  und  1.  Das  Divisionsverfahren  taugt 
also  in  diesem  Falle  nicht  zur  Bestimmung  des  Werthes  der  linken  Seite. 
—  Dasselbe  ist  der  Fall,  wenn  r  ^  1  ist,  weil  dann  die  Grenzen,  zwischen 
denen  jener  Werth  liegt,  sich  unaufhörlich  erweitern. 
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—  =  qo;         =0.  149. 

0  oo 

Die  zweite  dieser  Formeln  geht  auch  aus  Anm.  zu  83a  hervor. 

Multiplicirt  man  die  erste  dieser  Formeln  mit  einer  beliebigen 

Zahl  a,  so  folgt:  a 

d.  h. :  Jede  Division  durch  Null  giebt  ein  unendlich 
grosses  (also  für  weitere  Rechnungen  unbrauchbares) 
Resultat. 

Multiplicirt  man  die  Formel  7)  mit  a,  so  folgt: 

8)       _     =  a  +  aq  +  aq2  +  . . .  160. 

Durch  diese  Formel  ist  auch  die  allgemeine  geometrische 
Reihe  1)  für  den  Fall  einer  unendlichen  Gliederzahl  summirt, 
immer  unter  der  Voraussetzung,  dass  q  <  1  ist. 

(Aufgaben:  Hofmann  3.  Fünfzehnter  Abschn.  III.  — 
Bardey  XXXIII.) 

Anm.  Potenzreihen  werden  ihrer  geringen  Wichtigkeit  wegen  hier 
übergangen.  Man  untersuche  ihre  Bildungsgesetze  und  Eigenschaften  auf 
dem  hei  den  Summen-  und  Productreihen  befolgten  Wege,  soweit  die 
bisherigen  Rechnungsregeln  es  gestatten. 

E.  Die  Kettenbrücke. 

1.  Endliche  Kettenbriiche. 

144.  Vorbemerkung.  —  Wenn  bei  Ausführung  der  Division 
zweier  Zahlen  nach  Regel  88  der  Divisor  nicht  ein  Factor  des 
Dividend  ist,  so  bleibt  (wie  schon  in  der  zu  jener  Regel  füh- 
renden Betrachtung,  S.  56,  gesagt  wurde)  nach  einer  Reihe 
von  Subtractionen  ein  undividirbarer  Rest  übrig,  an  dem  man 
die  Division  nur  andeuten  kann.  Setzt  man  das  Verfahren  in 
der  bisherigen  Weise  fort,  so  erhält  man  als  Resultat  die  un- 
endliche Reihe.  —  Man  kanu  jedoch  die  Rechnung  auch  in 
einer  anderen  Weise  fortsetzen,  die  zu  einem  neuen  Ausdruck, 
dem  Kettenbruch  führt. 

Sei  in  dem  eben  erwähnten  Divisionsverfahren  r0  der  Rest, 
d  der  Divisor,  also  r0  <  d,  so  schreiben  wir 

d  -  dr0' 

d 

Dann  liefert  die  Ausführung  der  Division  —  wieder  einen  Quo- 
tienten  qx  und  einen  Rest  rv  wobei  rx  <  r0,  und  es  ist 
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IX  — 


=  qi+     >=gl  + 
ro  ro  5    roiri 


Durch  Fortsetzung  dieses  Verfahrens  erhalten  wir 

i  ri  ri 


ri  ri  rl  I  r2 

^■^  «s +?  =  »•  + t->- 

r2  r2  r2    r3 

Wird  endlich  jeder  rechts  im  Divisor  stehende  Quotient  durch 
seinen  aus  der  folgenden  Formel  hervorgehenden  Werth  er- 
setzt, so  folgt: 


ro_l 


2) 


»i  +  l 


},  +  l 


q3  +  ... 

wofür  man  der  Raumersparoiss  wegen  unter  Benutzung  des 
schrägen  Divisionsstriches  auch  schreiben  kann: 

146,  Erklärungen.  —  Ein  Ausdruck  von  der  Form  l/q[  + 

1 /£  +  ...  heisst  Kettenbruch,  die  links  von  den  Divisions- 
strichen  stehenden  Zahlen  1  heissen  seine  Zähler,  die  rechts 
stehenden  Zahlen  qv  qv  ...  seine  Nenner.  Der  Ausdruck, 
durch  dessen  Entwicklung  man  den  Eettenbruch  erhält,  heisst 
sein  Werth. 

Anm.  Es  wird  hierbei  vorausgesetzt,  dass  g|,  q%y . . .  ganze  positive 
Zahlen  sind.  Der  Begriff  des  Kettenbruchs  ist  aber  natürlich  derselben 
Erweiterung  fähig,  wie  derjenige  der  Zahl  selbst.  —  Eine  andere  Erwei- 
terung des  Kettenbruch-Begriffes  besteht  darin,  dass  man  als  Zahler  ebenso 
verschiedene  Zahlen  annimmt,  wie  als  Nenner.  Man  kann  dann  den  oben 
definirten  Kettenbruch  einen  echten,  einen  Kettenbruoh  von  der  Form 

di  /qT  +  <h/H2  +  •  -  einen  unechten  nennen.  —  Endlich  kann  man,  statt  j 
anzunehmen,  dass  jeder  Nenner  mit  dem  folgenden  Zähler  durch  4-  ver-  ] 
banden  sei,  auch  annehmen,  dass  jeder  Zähler  mit  dem  folgenden  Nenner 
durch  +  verbunden  sei.  Man  kann  dann  den  oben  definirten  Kettenbruch 
einen  absteigenden,  und  den  eben  beschriebenen  einen  aufsteigenden 
Kettenbruch  nennen. 

146.  Verwandlung  eines  Quotienten  in  einen  Kettenbrueh.*) 
—  Die  Reihe  von  Divisionen,  welche  die  Zahlen  qv  g2,  qz  . . . 

*)  Beispiel  s.  am  Schluss  des  Buches  in  der  „Ueb ersieht  der 
Formeln  und  Regeln". 
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liefern,  wird  am  besten  nach  folgendem  Schema  ausgeführt, 
welches  sich  auf  die  oben  gegebenen  Formeln  gründet. 

rQ\    d       qx  Man  dividirt  d  durch  r0  und  er-  151. 

r0q1  hält  qv    Von  d  subtrahirt  man 

r  |  r     1  q  das  Product  r0qx  und  erhält  rv 

r  q  Dann   dividirt  man  r0  durch  rx 

— r~l  r     I  a    un<*  er^ä^  ?2-  Von  r0  subtrahirt 

r  o  man    **as  Pr°duct  rxq2  und    er- 

_2_?a         hält  r^  u    g    w 

•  •  • 

Sind  d  und  rQ,  wie  wir  hier  annehmen,  ganze  Zahlen,  so 

siml  auch  die  Zahlen  qv  qv  . . .  und  rv  r2  ...  ganze  Zahlen. 

Da  nun  r0>7\>r« .. . ,  so  muss  schliesslich  ein  Rest  rn  =  0 

vorkommen.     Da  alsdann 

Z. =  9n 

rn  —  i 
ist,  so  ist  qn  der  letzte  Nenner  des  Kettenbruchs,  und  die  Rech- 
nung ist  beendet.    Man  nennt  daher  die  aus  der  Entwickelung 
eines  Quotienten  hervorgehenden  Kettenbrüche  endliche. 

147.  Verwandlung  eines  Kettenbruchs  in  einen  Quotienten.  — 
a)  Durch  Rückwärts-Rechnung.  —  Ist  der  Kettenbruch 

\tq\  +  l/J2  +  . . . .  +  1/^37+  1/T« 
gegeben,  so  ist 

y»  q  n — 1  qn  ■  1 

^,+1/^,  +  W,- *_lfr  +  i 

1/^  +  1/5^7+1/7«  = gn-lgn+l 

u.  s.  w.  —  Hiernach  erhält  man  für  Kettenbrüche  mit  1,  2,  3, 
4  Nennern  der  Reihe  nach  die  Werthe: 

Vf.  =  -^ 

lil«g»l,  Klem*nter-Mathemfttik.  I.  8 


.V 
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Aus   dem   ersten   dieser  Werthe  findet  man  den  zweiten, 

indem  man  .     ,      , 

1    durch  q2 

qx  durch  qx  q2  +  1 

ersetzt;  aus  dem  zweiten  den  dritten,  indem  man 

1    durch  qz 

q2  durch  ?2?3  +  l 

152.  ersetzt.    Allgemein  aus  dem  pSden  p  +  1*?,  indem  man 

1    durch  qp+i 

qp  durch  qPqP+i  +  l 
ersetzt. 

b)  Durch  Ausrechnung  eines  symbolischen  Aus- 
drucks. —  Die  so  eben  erhaltenen  Werthe  der  Kettenbrüche 
mit  1,  2,  3,  4  Nennern  lassen  sich  alle  durch  folgende  Regel 
finden: 

153.  Bezeichnet  man  mit  toj^j^...]  die  Summe  der 
Ausdrücke,  welche  aus  dem  Producte  qxq29s  •••  da- 
durch hervorgehen,  dass  man  auf  alle  möglichen  Ar- 
ten eine  gerade  Anzahl  zusammenstehender  Factoren 
weglässt,  so  ist  der  Kettenbruch,  dessen  Nenner 
9i92?3"#*  sind?  gleich  dem  Quotienten 

Anm.  Für  ein  Product,  aus  welchem  sämmtliohe  Factoren  weg- 
gelassen werden,  ist  1  zu  setzen.  (Vgl.  Anm.  zu  77,  und  zur  zweiten 
Erklärung  auf  S.  49.)  —  Als  gerade  Zahl  gilt  hier  auch  die  Null. 

Man  kann  hieraus  auf  die  allgemeine  Giltigkeit  der  Regel 
schliessen.  Beweisen  lässt  sich  dieselbe  auf  demselben  Wege 
wie  Formel  137.*) 

*)  Der  etwas  complicirte  Beweis  möge  der  Vollständigkeit  wegen 
hier  folgen.  —  Man  kann  alle  in  dem  Ausdruck  [q\q^ . .  .  qn— iqn]  ent- 
haltenen Glieder  in  2  Gruppen  bringen,  deren  eine  [q\qi . . .  qn— iqn]  alle 
Glieder  umfasst,  welche  den  letzten  Factor  an  enthalten,  während  die  an- 
dere [qiqi . .  .Qn— 2]  diejenigen« Glieder  enthält,  welchen  der  letzte  (und 
folglich  auch  der  vorletzte)  Factor  fehlt.    Dann  ist  also 

[<h4fe  . .  .  qn]  =  falte  . . .  qn—iqn]  +  [q\q%  .  . .  qn— 2]. 
Setzt  man  nun  qn  +  1/qn— 1  oder  i"9w  t"JT_   statt  qn,  so  folgt: 

[qnqn+i  +  l"|       [  qnqn+l  +  ll    .   r  , 

qx  q%  '  * '   ii+i      J  =  L*1'2  '  "  qn_1       qn+i      J  +  ^lft  ' ' '  q"~^ 

=  r-TT  Öftft  '  •  *»-i4M»+l]  +  hl «2  •  •  *»-i]  + 
'"  +  l  r  \ 

biqj..qn~2qn4-iy. 
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Koch  ist  zu  beachten,  dass  in  der  letzten  Formel  sowohl 
im  Dividend  wie  im  Divisor  jeder  Nenner  oder  Zähler  des 
Kettenbruches  nur  in  der  ersten  Potenz  vorkommt.  Setzt  man 
daher  aus  den  Gliedern  des  Zählers  (oder  Nenners)  qp  als  ge- 
meinsamen Factor  heraus,  bezeichnet  den  Inhalt  der  Klammer 
mit  a  und  die  Summe  der  Glieder,  welche  qp  nicht  enthalten, 
mit  6,  so  hat  der  Zähler  (oder  Nenner)  die  Form  154. 

a?p 4- 6.1. 

c)  Durch  Determinanten.  —  Schafft  man  in  den  Glei- 
chungen 1)  die  Nenner  weg,  so  kann  man  sie  in  folgender 
Gestalt  schreiben: 

?iro+     ri  =  d 

-ri  +  ?3r2+     r3  =  ° 

-r2  +  ?4r3  +  r4  =  ° 
.... 

—  r»_i  +  g,,r«_i  =  0. 

Man  kann  nun  aus  diesen  n  Gleichungen  die  Zahl  --?-  nicht 

a 

nur   mittelst  wiederholter  Substitutionen,   wie   oben   geschah, 

durch  qvq2y ?n  ausdrücken,  sondern  auch  nach  Regel  111 

mittelst  zweier  Determinanten.    Da  das  gegebene  Gleichungs- 


Die  in  der  Klammer  rechts  stehende  dreitheilige  Summe  ist  nun  gleich 
[qx<fc  '  •  -  fln-f*1]-  Denn  fassen  wir  die  letzten  beiden  Factoren  qn  und 
q*+i  dieses  Ausdrucks  in's  Auge,  so  können  aus  demselben  nur  folgende 
Arten  von  Gliedern  gebildet  werden:  1)  Solche,  denen  keiner  dieser  Fac- 
toren fehlt,  d.  h.  die  in  [qi  q2  •  •  -  fln— ignan-f  i]  enthaltenen  Glieder.  2) 
Solche,  denen  a*+i,  und  folglich  auch  qn  fehlt,  d.  h.  die  in  [qi<j2 •••<?«— i] 
enthaltenen  Glieder.  3)  Solche,  denen  nicht  qn-j-i,  wohl  aber  qn,  und 
folglich  auch  qn—i  fehlt,  d.  h.  die  in  [<jt<j2  •  •  fln— 2qn+ i]  enthaltenen  Glie- 
der. —  Demnach  ist 

Ebenso:  r  .  in  , 

L^fc  •  •  •      1,^.7    J  =  iT^LT ^293  ' '  * **+*!'> 
£    jlich  durch  Division: 

[Q  q         ^qn+i+11 

[qi92--  •q»+i]# 


[«^...fe&hH-l] 

L"™  q„+i      J 


I    mnach  gilt  die  Regel,  wenn  sie  bis  qn  richtig  ist,  auch  noch  bis  qn-f-i, 
f<   ^lich,  da  sie  fttr  n  =  1,  8,  3,  4  gilt,  allgemein. 

8* 
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V.'t 


System  hier  n  Gleichungen  mit  den  n  Unbekannten  r„,  rv  . .  .r„_, 
enthält,  deren  Coefficienten  grossentheils  gleich  Null  sind,  so 
hat  man  nach  jener  Regel  (die  Division  durch  den  Doppelpunkt 
angedeutet) : 


166.  r0  = 


d  1    0    0    0 

0}sl  0  0 
0-1  j3  1  0 
0  0  -1  },  1 
0  0    0-l}8 


0 
0 
0 
0 
0 

1 


0 
0 
0 
0 
0 
0 


0   0    0    0    0   -1  q„-i  1 
0  0    0    0    0    0    -1    qn 


9l   1    0    0    0 

-1}2  1  0  0 
0  -1  ?,  1  0 
0  0-lj.  1 
0    0    0-1  g5 


0 
0 
0 
0 
0 

1 


0 
0 
0 
0 
0 
0 


0    0    0    0    0  -1  ?„_,  1 
0    0    0    0    0    0    -1    q„ 


Hieraus  erhält  man  -*,  wenn  man  in  der  ersten  Determinante 

d 

1  statt  d  setzt.   Es  ist  also  der  aus    "  sich  ergebende  Ketten- 

a 

brach  hierdurch  als  Quotient  zweier  Determinanten  dargestellt. 

(Aufgaben:  Hofmann  2.  Achter  Abschu.  I.  —  Bardey  XX. 

22-51). 

148.  Näherungsbrüche  eines  Kettenbruches.  —  Unter  dem 
»^  Näherungsbruche  eines  Kettenbruches,  dessen  Nenner 
1y  ?2*  9z '"  8m(l>  versteht  man  denjenigen  Theil  des  gegebenen 
Kettenbruches,  welcher  als  ersten  Nenner  qv  als  letzten  qn  hat. 
Der  übrige  Theil  des  gegebenen  Kettenbruches  heisst  der  n.1? 
Kettenrest.  —  Der  Werth  des  n*JB  Näherungsbruclies  heisst 
der  nil  Näherungswert h  des  gegebenen  Kettenbruches.  Die 
Näherungswerthe  eines  Kettenbruches  lassen  sich  auf  dieselbe 
Weise  bestimmen  und  darstellen  wie  der  Werth  des  Ketten- 
bruches selbst. 

149.  Eigenschaften  der  Näherungswerthe.  —  1)  Ist 


x, 


-"■  =  1/?1  +  1/^  +  . . .  +  lfqZZ  +  Vq 

Jfn 

der  gegebene  Kettenbruch,  so  sind  seine  successiven  Näherurigs- 
brüche : 

Der  ni?  (letzte)  Näherungsbruch  ist  der  Kettenbruch  selbst. 
Sind  sv  zy  ...  die  successiven  Kettenreste,  so  ist 
xn_     1  _     1  _     1  _  1 

iw"ft+«i;  *l~?2+V  *»"*+*•'  •"•  2"-1~?.;  *"=°; 
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x         x 
und  es  verwandelt  sich  — -  in  — ,  sobald  man  die  Reihe  dieser 

V*       yp 
Formeln  durch  Weglassung  von  zp  schliesst. 

Lässt  man   nun  zx  weg,   so   wird  (nach  Anm.  zu  83a) 
__!_  >  __!L  sein, 

y\      y*  Xn      xn 

Lässt  man  z2  weg,  so  wird  zx  grösser,  also  ist  — *-  <  — . 
Lässt  man  *3  weg,  so  wird  z2  grösser,  zt  kleiner,  also  ist 


> 


3  y**  aj«   ^.    X 

Lässt  man  &,  weg,  so  wird  hiernach  — - ->— —  sein,  je 

yP  *  y» 

nachdem  p  eine  ungerade  oder  gerade  Zahl  ist    Es  folgt  also 
die  Regel: 

Die  successiven  Näherungswerthe  eines  Ketten-  156. 
bruches  sind  abwechselnd  grösser  und  kleiner  als 
der  Werth  des  Kettenbruches,  und  zwar  sind  die- 
jenigen von  ungerader  Ordnung  (der  1Ü,  3*  .  .  .) 
grösser,  diejenigen  von  gerader  Ordnung  (der  2*, 
4Ä  . .  />  kleiner. 

2)  Sei  xp  der  Zähler  oder  Nenner  des  pS!  Näherungs- 
wertes, so  ist  derselbe  nach  154  von  der  Form 

xp~a  .  qp  +  6. 1. 

Nun  erhält  man  nach  152  xp+t  aus  xpj  indem  man  1  in  qp+x 
und  qp  in  qPqp+i  +  1  übergehen  lässt.     Also  ist 

Xp4_i===a9p^^1  +  a.l  +  6.y^1=(a9P+%p+1  +  a.l==a^^.i  +  a.l. 

Ebenso 

xp-f  2  =  3p(«p+i&+«  + 1)  +  *fc-M  =  (**fr+i  +  a) fo+i  +  **  .  1  = 

^p  +  l2p-f2  +  *p  .  1. 

Demnach  besteht  zwischen  den  Zählern  wie  zwischen  157. 
den  Nennern  von  drei  auf  einander  folgenden  Nähe- 
rungswerten, wenn  der  letzte  Näherungsbruch  mit 
qp+2  schliesst,  die  Beziehung: 

xp+2  =  xP+iqP+2  +  «p  - 1. 

3)  Ist  qP+2  überhaupt   der   letzte   Nenner   des  Ketten- 

X  |     Q 

l    iches,  so  ist     *"*"    der  Werth  des  Kettenbruches.    Setzen 

Vp+* 

\       p  +  2  =  n,  so  sind  —  —  und     n~2  die  vorhergehenden 

y»~ 1  t/n  —  2 

]    herungswerthe,  und  man  hat: 
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158.  — -  —  • x  Tm 

4)  Die  Differenz  der  ersten  beiden  Näherungswerthe 

«i  =  JL.     X2  =        ?2 

?i       ?i'    y2      ?i?2  +  1 

18t:  ^  _  *2  =  ?l92  +  1-?l?2  =  ±1. 

yi    y2      *i(?i?2  +  1)      y^' 

die  des  zweiten  und  dritten: 

*2  =  ?2         .      *3  =  __M3L±j__. 

y2         ?1?2+1'      y&  ^l^S  +  ^l  +  V 

y2    y3  (?i92+1)(?i72^3+^i+?3>|  y2ys' 

Allgemein  wird  gelten: 

159.  ^=J__-^  =  (_1)P._     * 


yj>-i     %>  yp-iyi» 

wenn  diese  Formel  auch  für  die  Differenz  des  p*H  und  (p+l)*f? 
Näherungswerthes  gilt.    Nun  ist 

xJt  —  x*+i  __  xpyp+i  —  t/pxp+i 

t/p      t/p+i  VpVp+i 

Hierin  ist  der  Dividend  (nach  157) 

xpVp+i  -  yp^+i  =  xp<3Tp9p+i + Vp-i)  -  yp(xp9p+i  +  *jp-i) 

=  xpVp-i  -Vpxp-i  =  (- 1)  (xP-iyp-xpVp-i)- 
Nun  ist  aber  nach  Annahme 

xp-iVp  -  xpVp-i  =  (-  l)*; 
alS0  *p      xp+^(~1Y-*. 

yp    yp+i     ypy*+i ' 

d.  b.:  Formel  159  gilt  auch  noch,  wenu  man  p  +  1  für  p  setzt. 
Nun  gilt  sie  für  p  =  2  und  p  =  3,  also  allgemein. 

Anm.  Da  nach  156  der  Wertb  des  Kettenbruches  zwischen  je  zwei 
suooessiven  Nähemngswerthen  liegt,  so  ist  jeder  Näherungswerth  von  dem 
folgenden  um  mehr  verschieden,  als  von  dem  Werth  des  Kettenbruohs. 

Mithin  betragt  der  letztere  Unterschied  weniger  als .     Da  nun, 

wie  aus  157  hervorgeht,  die  Zähler  wie  die  Nenner  der  suooessiven  Nähe- 
rungswerthe immer  grösser  werden,  so  wird immer  kleiner;  d.  h.: 

die  suooessiven  Näherungswerthe  nähern  sich  immer  mehr  dem  Werthe 
des  Kettenbrucbes.    (Daher  der  Name  „Näherungsbruoh".) 


r 
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Sei  ■<•-+! ;  *<9V+V  w  ist  ^  —  i  =  f,>^>,|fy,  Der  kleinste 

Werth,  den  der  Zähler  haben  kann,  wenn  —  von  -£  verschieden  sein 
»oll,  ist  1.  Der  Nenner  •  ,yp  ist  <y1,^.1fJ,;  also  der  ganze  Brach  jeden- 
falls grösser  als ;  d.  h.:  Jeder  in  kleineren  Zahlen  als  ein  160. 

9p*p+i 
Näherungswerth  ausgedrückte  Bruch  ist  von  dem  Werthe  des 

Kettenbruohes  um  mehr  verschieden  als  dieser  Näherungs- 
werte. 

150.  Diophantisehe  Gleichungen.  *)  —  1)  Betrachten  wir  in  L^U  4» 
der  Formel  159/jtj,  und  yp  als  unbekannte,  xp+i  und  yp+x  als'p+f'fcp«^ 
bekannte  Zahlen,  schreiben  ferner  zur  Abkürzung  '  Jf, 

x       y       a        b 
statt      xp      yp      yP+\  Xp+u 
und  beseitigen  die  Nenner,  so  folgt: 

1)  ax  —  fiy  =  ±l. 
Da  a,  by  x,  y  ganze  Zahlen  sind,  also  auch  bei  Auflösung  dieser 
Gleichung  die  Bedingung  hinzutritt,  dass  x  und  y  ganze  Zahlen 
sein  sollen,  so  erkennen  wir  in  derselben  eine  diophantische 

x 

Gleichung  (vgl.  S.  68),  und  da  —  der  vorletzte  Näherungs- 

Cr 

werth  von  —  ist,  so  ergiebt  sich  zur  Auflösung  der  Gleichung 

1)  in  ganzen  Zahlen  die  Regel: 

Man  bestimme   den  vorletzten   Näherungswerth  161. 

-*  des  Quotienten  — ,  und  setze  «=±6.,  yrri«.  wobei 

die  Vorzeichen  von  x  und  y  dem  der  rechten  Seite 
von  1)  gleich  sind,  wenn  der  Näherungswerth  von  un- 
gerader, dagegen  entgegengesetzt  sind,  wenn  er  von 
gerader  Ordnung  ist. 

2)  Multiplicirt  man  die  Gleichung  1)  mit  ±c,  so  folgt: 

<*(  ±  ex)  +  6(  T  cy)  =  c, 
[er,  wenn  wir 

±cx  —  u;   Tcy  =  t? 
itzen : 

2)  om  +  6t;  =  c. 

*)  Beispiele  am  Schluss  des  Buches  in  der  „Uehersioht  der  For- 
eln  und  Kegeln".  —  Diophantus,  alexandrinischer  Mathematiker,  im 
arten  Jahrhundert  n.  Chr. 


^HPAj.ai)»  '  '  * 
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Für  die  Lösung  der  allgemeinen  diophantischen  Gleichung  2) 
ergiebt  sich  hiernach  folgende  Regel: 

162.  Man   bestimme   den   vorletzten   Näherungswerte 

—  des  Quotienten -r-,  und  setze  w=±ca:,  v=^cy,  wobei 

die  oberen  oder  unteren  Zeichen  zu  wählen  sind,  je 
nachdem  der  Näherungswerth  von  ungerader  oder 
gerader  Ordnung  ist. 

Sei  ux  und  vt  ein  zweites  Paar  von  Werthen,  welches  der 
Gleichung  2)  genügt,  so  soll  sein 

aut  +  bvx  =  c, 
mithin  durch  Subtraction  dieser  Gleichung  von  2) 

a(u  —  wx)  +  b(v  —  Vj)  =  0, 
oder:  u-ur  _  _  _6 

v  —  Vj  ~~"       a* 

Da  hier  alle  Buchstaben  ganze  Zahlen  bedeuten,  und  a  und  b 
keinen  gemeinsamen  Factor  haben  (denn  sonst  hätte  ihn  auch 
c,  und  man  würde  die  ganze  Gleichung  durch  ihn  dividirt 
haben),  so  muss  »  —  u.  dasselbe  Vielfache  von  —6  sein,  wie 
v  —  vx  von  +  a.  Sei  (fieses  Vielfache  mit  n  bezeichnet,  so  ist 
hiernach 

u  —  Wj  ==  —  n6,    v  —  v1  =  na\ 

163.  f:  ul=zu  +  nb;   v1==v  —  na. 

Diese  Formeln  lehren  alle  ganzzahligen  Werthe  von 
u  und  v  aus  einem  Paare  derselben  finden,  indem  aus 
jedem  gahzzahligen  (positiven  oder  negativen)  Werthe 
von  n  ein  Werthepaar  für  u  und  v  hervorgeht. 

Anra.    Ist  6  negativ,  so  setzt  man  — t>-=z-\-w  und  bestimmt  zu- 
nächst 10. 

(Aufgaben:  Hofmann  2.    Achter  Absch.  II.  —  Bardey  XXXI.) 

IL  Unendliche  Kettenbrüche. 

151.  Vorbemerkung.  —  Ebenso  wie  die  Division  liefert  auch 
die  Radicirung  mit  2  (nach  Regel  90)  eine  unendliche  Reihe, 
-wenn  der  Radicand  nicht  genau  die  zweite  Potenz  einer  Zahl 
ist«  Aber  auch  in  diesem  Falle  lässt  sich  die  Rechnung  so 
führen,  dass  das  Resultat  ein  Kettenbruch  wird.  Derselbe 
muss  aber  ein  unendlicher  sein,  weil  er  sich  sonst  genau  durch 
einen  Quotienten  darstellen  liesse,  was  der  Natur  der  irratio- 
nalen Wurzeln  widerspricht.    (S.  51.) 


r 
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162.  Darstellungen  der  Wurzel  einer  quadratischen  Gleichung 
als  Kettenbruch.*)  —  1)  Es  sei  die  Gleichung 

y*  +  2by  =  c 
gegeben.    Ihre  Wurzeln  sind  bestimtat  durch  den  Ausdruck 


oder,  wenn  wir 
setzen: 

Andrerseits  ist 
oder: 


62  +  c  =  a 
y(y  +  26)  =  c, 


26  +  y       26  +  c 


26  +  y 


_—  e 

da  man  für  y  rechts  den  Werth  M  ,     einsetzen  kann.    Durch 

2b+y 

Fortsetzung  dieses  Verfahrens,  welches  offenbar  ins  Unendliche 

wiederholt  werden  kann,  erflmlt  man  den  unendlichen  Kettenbruch 

y  =  c/26  +  c/2&  +  . . . 

und  %r_  ,_ 

\T^=6  +  c/26  +  c/26  +  ... 

Der  hier  erhaltene  Kettenbruch  ist  (vgl.  Anm.  auf  S.  112) 
ein  unechter.  Er  wird  ferner  „periodisch"  genannt,  weil 
der  Nenner  26  unaufhörlich  wiederkehrt.  Allgemein  heisst  ein 
Kettenbruch  periodisch,  wenn  eine  Reihe  von  Nennern  be- 
ständig in  derselben  Reihenfolge  wiederkehrt.  Die  sich  wie- 
derholende Reihe  heisst  Periode. 

2)  Man  setzt,  um  \a  zu  entwickeln: 


r  =  S*-e0\ 


co 


co 


C0"—  vi —  —    „         -  2  """         A  —  °\*„    )  la"eO  -a0V 


\Tö-  e0       a  -  V  d0 


c 


1 


J "=         j       *i  (6,^-60  =  «!.) 


'0  "0 


*)  Beispiele  zu  dieser  und  der   folgenden  Nr.  s.  am  Schluss  des 
-he«  in  der  „Ueb ersieht  der  Formeln  und  Regeln4'. 
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1      Vo  +  e,— 6„d.     N"ö— «,  tui.         \ 


c2  d,  d 


«2 


V^         a-e22  rf2  3    (?3 '    V   dx       ^^ 


Hierbei  sind  e0,  bv  b2  . . .  die  grössten  in  dem  links  daneben 
stehenden  Ausdruck  enthaltenen  ganzen  Zahlen.  Durch  Elimi- 
nation von  e0,  ev  e2  . . .  erhält  man  aus  diesen  Gleichungen: 

N"^  =  e0  +  1  Ibx  +  1  /b2  +  1  /5;  +  . . . ; 
also  ist  die  Wurzel  als  unendlicher  echter  Kettenbruch  dar- 
gestellt. 

Ann,.    Da  *-*  =  *- J^^^t^^-*  +  2*.  % 

»0  «0  »0 

—  bxld$  =  1  -|-  26i% — 6i*4o  ist,  so  ist  «*i  stets  eine  ganze  Zahl.  Das- 
selbe gilt  von  ^2,  <s  •  •  •  —  T)a  ferner  (wie  aus  der  Formel  für  —  folgt) 

-j--  >  —  °der  V«  >  — ,  d.  h.  V«  —  -5  V  0  ist,  und  da  (wie  aus  der 
«0*1*1  *i 

Formel  für  c0  folgt)  Vä+  ^  =  6,do  +  —  oder  V«  —  *  =  6, ^  —  «o  ist, 

q  *  ex 

so  ist  auch  6i4q  —  e0  ^.  0,  d.  h.  #i  positiv,  und  ebenso  «j»  *3  •  •  •  —  Hieraus 

folgt  weiter,  dasB  nur  so  viele  verschiedene  Zahlen  e  vorkommen  können, 

als  die  Zahl  «o  angiebt.  Denn  \/m  —  4,  V«  —  «2>  •  •  •  sind  ebenfalls 
positive  Zahlen.    Ist  nun  «p  =  «fo,  so  ist  ip  =  <io  (nach  der  Formel  4o  = 

«-«o2);  ^  =  ^  (da  «0=^^);  *p+i  =  *i;  «,+1=*;  Vm  —  * 

u.  8.  w.    Von  da  an  wiederholen  sich  also  die  Nenner  des  Kettenbruobes 
in  derselben  Reihenfolge;  d.  b.  der  Kettenbruoh  ist  periodisch. 
(Aufgaben:  Bardey  XX.  52—62.) 

153.  Verwandlung  eines  periodischen  Kettenbruches  in  einen 
irrationalen  Ausdruck.  —  Sei 

x  =  l/q[  +  l/q^+  .  .  +  l/ifr. . . 
der  Inbegriff  der  periodisch  wiederkehrenden  Nenner,   so   ißt 
offenbar  a?=  l/£  +  1/^  +  . . .  +  1/^+  x. 

Verwandelt  man  durch  Rückwärtsrechnung  die  rechte  Seite 
dieser  Gleichung  in  einen  Quotienten,  so  erhält  man  eine  ge- 
mischt-quadratische Gleichung,  aus  der  sich  x  bestimmen  lässt. 

Anm.  Diese  Methode  ist  auch  auf  unechte  Kettcnbrüohe  anwend- 
bar, sowie  auf  solche,  in  denen  vor  den  periodischen  Nennern  noch  eine 
Reihe  solcher  steht,  die  sich  nicht  wiederholen. 


Angewandte  Arithmetik. 

I.  Die  Decimalrechnung. 

1.  Ganze  Decimalzahlen. 

154.  Vorbemerkung.  —  Zur  Darstellung  jeder  natürlichen 
Zahl  würde  ein  besonderes  Zeichen  (Ziffer)  erforderlich  sein, 
wenn  es  nicht  gelänge,  eine  beschränkte  Anzahl  von  Zeichen 
so  zusammenzustellen,  dass  jede  natürliche  Zahl  durch  eine 
derartige  Zusammenstellung  ausgedrückt  werden  kann.  Wie 
dies  möglich  ist,  soll  im  Folgenden  gezeigt  werden. 

Sei  x  eine  bestimmte  positive  ganze  Zahl,  und  a,  i,  <?, .  . 
ebenfalls  ganze  positive  Zahlen,  die  nur  der  Bedingung  unter- 
worfen sind,  dass  sie  <u?  sein  müssen,  übrigens  aber  alle 
Werthe  von  0  bis  x  —  1  annehmen  können.    Dann  ist 

a  <x; 

u  +  bx  <  x2 ; 

a  +  bx  +  ex2  <  x3 ; 

wie  sogleich  ersichtlich  ist,  wenn  man  a,  6,  e,  .  .  durch  den 

höchsten  für  diese  Zahlen  möglichen  Werth  ji?  —  1  ersetzt. 
Es  kann  ferner  jede  Zahl,  die  <  x  ist,  durch  a,  jede,  die 

<  x2  ist,  durch  a  +  bx,  jede,  die  <  je*  ist,  durch  a  +  bx  +  . . . 

+  fern'"1  ausgedrückt  werden,  d.  h.:  durch  ein  nach  Potenzen 

von  x  geordnetes  Polynom. 

Dieses  Polynom  lässt  sich  abgekürzt  schreiben.    Da  näm- 

Kch  die  erste  Zahl,  a,  mit  ar°,  die  zweite,  6,  mit  je1,  die  nü, 
mit  jcn— x  multiplicirt  ist,  so  zeigt  jede  Zahl  schon  durch 
re  Stelle  an,  mit  welcher  Potenz  von  x  sie  zu  multipliciren 
;;  diese  Potenzen  köimen  also  fortgelassen  werden.  Da  ferner 
xe  Glieder  des  Polynoms  durch  +  verbunden  sind,  so  kann 
an  auch  diese  Zeichen  weglassen,  und  das  Polynom  in  einer 
r  Formen 

abc . . .  kik  oder  kih . . .  cba 


-**  l.*sfc 


>»sr  -*• 


^ 


124 


164 — 156.   Decimalrechnung. 


LS 


k-  * 


schreiben,  je  nachdem  es  nach  steigenden  oder  fallenden  Po- 
tenzen von  x  geordnet  werden  soll. 

Es  ist  hieraus  ersichtlich,  dass,  wenn  man  für  jede  der 
x  Zahlen  0,  1,  ...  (a:  —  1)  ein  besonderes  Zeichen  festsetzt, 
man  mit  Hilfe  dieser  Zeichen  jede  noch  so  grosse  Zahl  mit 
Ausnahme  der  Potenzen  von  x  darstellen  kann. 

Aber  auch  für  diese  letzteren  Zahlen  bedarf  man  keines 
neuen  Zeichens.  Denn  setzt  man  in  (a  +  bx)  a  =  0,  b  =  1,  so 
ist  a  +  bx  =  x,  oder  nach  der  zweiten  der  obigen  Schreibweisen 

a:=10. 

Setzt  man  in  (a  +  bx  +  ex2)  a  =  0,  6  =  0,  c  =  l,  so  ist  a  +  bx 
+  ex2  =  x2,  oder 

x2  =  100,  u.  s.  w. 

Es  genügen  also  die  Zeichen  für  0,  1,  ...  (*  — 1)  zur  Dar- 
stellung aller  ganzen  positiven  Zahlen  ohne  Ausnahme. 

Der  Inbegriff  aller  Zahlen,  die  als  Polynome  mit  derselben 
Grundzahl  dargestellt  sind,  heisst  ein  Zahl  System. 

Anm.  Die  Zahl,  welche  als  Grundzahl  eines  Zahlsystems  dienen 
soll,  darf  nicht  zu  gross  sein,  weil  sonst  die  Anzahl  der  nöthigen  Zahl- 
zeichen zu  gross  wäre,  ah  er  auch  nicht  zu  klein,  weil  sonst  zum  Schrei- 
ben einer  Zahl  zu  viele  Zeichen  erforderlich  wären.  Sie  muss  ferner 
möglichst  viele  ganze  Zahlen  als  Factoren  enthalten,  und  besonders  durch 
Potenzen  von  2  theilbar  sein,  weil  die  Theilung  in  zwei  gleiche  Theile 
in  allen  Anwendungen  auf  wirkliche  Verhältnisse  am  häufigsten  vorkommt 
und  am  leichtesten  durchführbar  ist.  In  dieser  Hinsicht  würde  die  Zahl 
Zwölf,  deren  Vortheile  von  jeher  in  den  Masszahlen  der  Zeit,  des  Geldes, 
der  Strecken  und  Winkel  verwerthet  worden  sind,  den  Vorzug  vor  der 
allgemein  gebräuchlichen  Systemzahl  Zehn  verdienun,  die  nur  zwei  Fac- 
toren enthält,  und  nur  durch  die  erste  Potenz  von  %  theilbar  ist.  Da  es 
aber  unmöglich  ist,  diese  Systemzahl  aufzugeben,  so  hat  man  in  neuerer 
Zeit  die  Masszahlen  soviel  wie  möglich  mit  ihr  in  Uebereinstimmung  ge- 
bracht, und  dadurch  eine  Vereinfachung  der  Rechnungen  erzielt,  welche 
die  Vortheile  der  früheren  Masszahlen  aufwiegt. 

155«  Erklärungen.  —  Jede  ganze  Zahl,  die  als  ein  nach 
fallenden  Potenzen  von  Zehn  geordnetes  Polynom  geschrieben 
ist,  heisst  Decimalzahl.  Die  Zahlzeichen  012345678  9, 
mittelst  welcher  die  Decimalzahlen  geschrieben  werden,  heissen 
Ziffern,  und  die  Ziffern  als  Bestandtheile  der  Decimakahl 
Stellen.  (Benennung  der  Stellen!  Abtheilen  grosser  Zahlen 
von  rechts  nach  links  in  Klassen  zu  je  6  Stellen!) 

156.  Rechnungen  mit  Deeimalzahlen.  —  Mit  Decimalzahlen 
wird  ebenso  gerechnet  wie  mit  Polynomen;  nur  wird  jeder 
durch  Vereinigung  zweier  Ziffern  entstandene  Coefficient,  so- 
bald er  >  10  ist,  in  die  Form  10  o  +  b  gebracht,  und  a  mit 
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dem  nächst  höheren  Gliede  des  Polynoms  vereinigt.  —  Die 
Rechnungen  mit  Decimalzahlen    sind    daher   auch   äusserlich 
denjenigen  mit  Polynomen  ganz  ähnlich.     Zu   beachten  sind 
folgende  leicht  abzuleitende  Regeln    über   den  Gebrauch  104. 
der  Null: 

1)  Links  von  den  Ziffern  der  Decimalzahl  können  Nullen 
beliebig  gesetzt  und  weggelassen  werden. 

2)  Eine  Decimalzahl  wird  mit  10"  raultiplicirt,  indem  man 
rechts  n  Nullen  hinzufügt. 

Anm.  Welche  Abkürzungen  finden  statt,  wenn  man  die  Kegeln 
der  Rechnung  mit  Polynomen  auf  die  Rechnung  mit  Decimalzahlen  an- 
wendet? Wie  ist  das  „Borgen"  bei  der  Subtraction  zu  begründen?  Bei 
der  Radicirung  mit  2  enthält  das  erste  Glied  eine  oder  zwei  Stellen,  je 
nachdem  die  Stellenzahl  des  Radicanden  ungerade  oder  gerade  ist.  Denn 
im  zweiten  Falle  gehört  zur  ersten  Ziffer  eine  ungerade  Potenz  von  10, 
aus  der  die  Quadratwurzel  nicht  rational  bestimmt  werden  kann.  Man 
fasst  also  z.  B.  die  beiden  ersten  Glieder  axi-\-bx*  zu  dem  Gliede  (ax-\-b)x^ 
zusammen,  und  zerlegt  dasselbe,  wenn  c2  die  nächste  unter  ax  -\-  b  lie- 
gende Quadratzahl  ist,  in  die  Glieder  <#»<*  und  (*x-\~b — c2)#6. 

Durch  die  Regeln,  welche  sich  für  Decimalzahlen  aus  den  Gesetzen 
der  Polynome  ergeben,  wird  jede  Vereinigung  von  Decimalzahlen  auf 
Vereinigungen  zwischen  den  Zahlen  von  0  bis  9  zurückgeführt.  Man 
braucht  also  nur  die  letzteren  zu  kennen  (das  „Eins  und  Eins",  das  „Ein- 
maleins", beide  mit  ihren  Umkehrungen,  und  die  Quadratzahlen  von  1 
bis  100)  um  mit  Hilfe  dieser  Regeln  beliebige  Decimalzahlen  addiren, 
subtrahiren,  multipliciren  und  dividiren,  sowie  eine  solche  Zahl  mit  2 
radiciren  zu  können.  (Beispiel  für  letztere  Rechnung  s.  am  Schluss 
des  Buches.) 

(Aufgaben:  Hofmann  1.     Erste  Abth.  I.  V.    Anhang  I.) 

157.  Anwendungen  der  Kettenbrüche  auf  Decimalzahlen  und 
Gleichungen.  *) 

1)  Bestimmung  des  grössten  gemeinsamen  Fac- 
tors zweier  Decimalzahlen.  —  Schreibt  man  die  Glei- 
chungen 1)  S.  112  in  der  Form 

d  =7^0  +  ^ 

r0  =  ?2rl+r2 
rl  =  ?3r2  +  r3 


rn— s  =  qn—irn—2  +  rw— i 

lehrt  die  erste  Gleichung:   Jeder  gemeinsame  Factor  der 
hlen  d  und  r0  ist  auch  Factor  von  r,;  die  zweite:  Derselbe 

*)  Beispiele  s.  am  Schluss  des  Buches  in  der  „Ueb ersieht  der 
rmeln  und  Regeln". 


;*ss- 
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Factor  ist  (weil  er  Factor  von  r0  und  rt  ist)  auch  Factor  von 
r2,  u.  s.  w.,  endlich  auch  von  rn_i.  Andrerseits  lehrt  die 
letzte  Gleichung:  rw_x  ist  Factor  von  rn_2;  die  vorletzte: 
rH_i  ist  gemeinsamer  Factor  von  rn_2  und  rw__8>  u.  s.  w.; 
endlich  auch  von  d  und  r0.  —  Da  nun  jeder  gemeinsame 
Factor  von  d  und  r«  ein  Factor  von  rn__!,  und  rn__i  gemein- 
samer Factor  von  a  und  rQ  ist,  so  ist  rn_i  der  grösste  ge- 
meinsame Factor  von  d  und  r0.  —  Wendet  man  also  auf  die 
Zahlen  d  und  r0  das  in  Regel  151  beschriebene  Verfahren  an, 
so  ist  der  letzte  Divisor  der  grösste  gemeinsame  Factor  von 
d  und  r0.    (Aufgaben:   Hofmann  1.    Erste  Abtheilung  III.) 

2)  Elimination  einer  Unbekannten  aus  zwei  Glei- 
chungen beliebigen  Grades.  —  Wenn  in  den  obigen  Glei- 
chungen die  Buchstaben  d  und  rQ  die  linken  Seiten  zweier 
Gleichungen  höheren  Grades  (mit  beliebig  vielen  Unbekannten) 
bedeuten,  die  nach  Potenzen  der  Unbekannten  x  geordnet  sind, 
so  muss,  wenn  xx  ein  Werth  von  x  ist,  der  beiden  Gleichungen 
genügt,  (x  —  Xj)  gemeinsamer  Factor  von  r0  und  d  sein.  (Vgl. 
Anm.  am  Schluss  von  Nr.  118).  Dividirt  man  nun  das  Poly- 
nom d  durch  r0  (unter  der  Voraussetzung,  dass  der  Grad  von 
d  grösser  oder  gleich  dem  von  r*  ist),  bis  zu  einem  Reste  rv 
dessen  Grad  niedriger  ist,  als  der  von  r0,  und  setzt  dieses 
Verfahren  (nach  Regel  151)  in  derselben  Weise  fort,  so  gelangt 
man  schliesslich  zu  einem  Restpolynom  rn_x,  welches  x  nicht 
mehr  enthält,  also  auch  den  Factor  (x  —  xx)  nicht  enthalten 
kann.  Da  aber  rn_2  und  rn_3  diesen  Factor  enthalten,  so 
muss,  wie  aus  der  Gleichung  rn_  8  =  gn— 1^-2  +rtt-i  folgt, 
r^-isrO  sein.     Die  Gleichung  rn_i  =  0  ist  also  eine  Folge 

der  Gleichungen  rH_2  =  0,  rtJ__3  =  0, r0  =  ^»  i  =  0,   und 

da  alle  diese  Gleichungen  durch  den  Werth  x=zxx  erfüllt 
werden,  so  ist  rn_1==0  das  Resultat  der  Elimination  von  x 
zwischen  den  Gleichungen  r0  =  0  und  d  =  0. 

Anm.  Durch  wiederholte  Anwendung  dieser  Methode  lassen  sich 
schliesslich  n  höhere  Gleichungen  mit  n  Unbekannten  auf  eine  Gleichung 
mit  einer  Unbekannten  reduciren. 

2.  Decimalbrüche. 

158.  Vorbemerkung.  —  Ebenso  wie  bei  den  Polynomen 
liefert  auch  bei  den  Decimalzahlen  die  Division  und  die  Radi- 
cirung  nicht  immer  ein  abgeschlossenes  Resultat.  Es  bleibt 
dann  ein  Rest,  an  welchem  man  das  bisher  befolgte  Verfahren 
fortsetzen  kann.    Für  diesen  Zweck  muss  aber  der  Begriff  der 
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Decimalzahl  ebenso  erweitert  werden,  wie  früher  der  des  Poly- 
noms; denn  es  kommt  jetzt  darauf  an,  Brüche  (vgl.  Anm.  zu 
83a)  und  irrationale  Zahlen  ebenso  in  Form  der  Decimalzahlen 
darzustellen,  wie  bisher  die  ganzen  Zahlen. 

Wir  bemerken  zu  diesem  Zweck,  dass,  wenn  die  Division 
zweier  nach  fallenden  Potenzen  von  x  geordneten  Polynome 
auf  ein  Polynom  geführt  hat,  dessen  Endglieder  ex2  +  bx  +  a 
sind,  die  Fortsetzung  des  Divisionsverfahrens  an  dem  Reste 
ein  Polynom  von  der  Form 

*l  +  -1  + 

1  o     ■     •  •   •  • 

X  X* 

oder  blx—1  +  cxx~~2  +  . . . 

liefert.  —  Dasselbe  findet  statt  bei  der  Radicirung  eines  Poly- 
noms mit  2. 

Man  braucht  hiernach,  um  die  feineren  Glieder  des  Re- 
sultates durch  eine  Decimalzahl  auszudrücken,  nur  die  Bildung 
der  Stellen  nach  rechts  fortzusetzen.  Das  Gesammtresultat  ist 
dann  immer  noch  nach  fallenden  Potenzen  von  a:(10)  geord- 
net, und  während  die  Exponenten  von  10  in  dem  ganzzahligen 
Theile  der  Decimalzahl  positiv  sind,  sind  sie  in  dem  Bruch- 
theile  negativ. 

169.  Erklärungen.  —  Jede  gebrochene  oder  irrationale 
Zahl,  die  als  ein  nach  fallenden  Potenzen  von  Zehn  geordnetes 
Polynom  geschrieben  ist,  heisst  Decimalbruch.  Die  Stellen, 
zu  welchen  Potenzen  von  Zehn  mit  negativen  Exponenten  ge- 
hören, heissen  Decimalstellen,  diejenigen,  für  welche  die 
Exponenten  positiv  sind,  ganze  Stellen.  Die  ganzen  Stellen 
werden  von  den  Decimalstellen  durch  ein  Komma  getrennt.  — 
Die  allgemeine  Form  eines  Decimalbruches  ist  hiernach  in  nicht 
abgekürzter  Bezeichnung  (wobei  x  die  Zahl  Zehn  bedeutet): 

.'.  car2  +  bx  +  a  +  bix~~1  +  cxx—2  +  . . . , 

oder  in  abgekürzter  Bezeichnung 

•  •  c6a,6jCj . . 

Anm.    Man  erhält  hiernach  den  Werth  der  n^?  Stelle  links  vom 

fi  mna  (der  n*«?  ganzen  Stelle),  wenn  man  ihre  Ziffer  mit  lO"""1,  und 
d    jenigen  der  **??  Stelle  rechts  vom  Komma  (der  »*J?  Decimalstelle), 

*  an  man  ihre  Ziffer  mit  10~~n  multiplicirt.  —  Ist  a  =  6  =  c= . . .  =  0, 
»    wird  der  Decimalbruoh  geschrieben  0,6^^  . . . 

Wenn  man  die  Decimalstellen 
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mit  xn  multiplicirt  und  dividirt,  so  erhält  man: 

a:»  ' 

165.  d.  h.:  Der  Werth  der  Decimalstellen  ist  einem  Quo- 
tienten gleich,  dessen  Dividend  die  als  ganze  Zahl 
betrachteten  Decimalstellen  bilden,  während  der  Di- 
visor aus  einer  Eins  mit  ebensovielen  Nullen  besteht. 

160.  Rechnungen  mit  Decimalbrüchen.  —  Mit  Decimalbrüchen 
wird  gerechnet  wie  mit  DecimaJzahlen;  nur  die  Stelle,  welche 
das  Komma  im  Resultat  erhalt,  bedarf  einer  Bestimmung  durch 
besondere  Regeln.  —  Fürs  Erste  sind  wichtig  folgende  leicht 
abzuleitende  Regeln  über  den  Gebrauch  der  Null: 

1)  Links  von  den  ganzen  und  rechts  von  den  Decimal- 
stellen können  Nullen  beliebig  gesetzt  und  weggelassen  werden. 
.  2)  Ein  Decimalbruch  wird  mit  10n  multiplicirt  oder  divi- 
dirt,  indem  man  das  Komma  um  n  Stellen  nach  rechts  oder 
links  rückt. 

Anm.  Wann  geht  beim  Multipliciren  der  Decimalbruch  in  eine 
ganze  Zahl  über?     Wie   kann   man  eine  ganze  Zahl  als  Decimalbruch 

schreiben?  Wie  eine  ganze  Zahl  mittelst  des  Kommas  durch  10"  dividiren? 

Addition  und  Subtraction.  —  Durch  Hinzufügen  von 
Nullen  auf  der  rechten  Seite  kann  man  bewirken,  dass  alle 
durch  Addition  oder  Subtraction  zu  vereinigenden  Decimal- 
brüche  gleichviel  Decimalstellen  haben.  Ebensoviel  Decimal- 
stellen muss  dann  auch  das  Resultat  haben.  Schreibt  man 
also  die  zu  vereinigenden  Zahlen  so  unter  einander,  dass  die 
Komma  unter  einander  stehen,  so  steht  auch  das  Komma  des 
Resultates  unter  denen  der  einzelnen  Zahlen.  (Aufgaben: 
Hof  mann  1.  Erste  Abtheilung  XV.) 

Anm.  Die  Hinzufügung  der  Nullen  ist  nur  dann  nötbig,  wenn  beim 
Subtrahiren  der  Minuend  weniger  Decimalstellen  hat  als  der  Subtrahend. 

Multiplication.  —  Enthält  der  eine  Factor  m,  der  an- 
dere n  Decimalstellen,  so  wird  durch  Weglassung  des  Kommas 
der  eine  mit  10"1,  der  andere  mit  10"  multiplicirt.  Wenn  man 
also  die  beiden  Decimalbrüche  ohne  Rücksicht  auf  das  Komma 
multiplicirt,  so  ist  das  Resultat  nachträglich  noch  durch  10m+* 
zu  dividiren;  d.  h.:  das  Resultat  muss  m  +  n  Decimalstellen 
haben. 

Anm.  Nullen  am  Ende  des  Resultats  dürfen  erst  nach  Setzung 
des  Kommas  weggelassen  werden.  —  Warum?  —  Wie  multiplicirt  man 
einen  Decimalbruch  mit  einer  ganzen  Zahl?    Wie  insbesondere  mit  einer 

Zahl  von  der  Form  a .  10n? 
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Division.  —  Durch  Hinzufügen  von  Nullen  auf  der  rech- 
ten Seite  kann  man  bewirken,  dass  beide  Decimalbrüche  gleich- 
viel Decimalstellen  haben.  Lässt  man  dann  beide  Kommas 
weg,  so  werden  dadurch  Dividend  und  Divisor  mit  derselben 
Potenz  von  10  multiplicirt,  der  Quotient  bleibt  folglich  unver- 
ändert, und  die  Aufgabe  ist  auf  die  Division  zweier  ganzer 
Zahlen  zurückgeführt. 

Anm.     Wie   dividirt  man   einen  Decimalbnioh  durch   eine  ganze 

Zahl?  Wie  insbesondere  durch  eine  Zahl  von  der  Form  * .  10n?  (S.  For- 
mel 35.)  —  Ist  die  ganze  Zahl  des  Dividend  kleiner  als  der  Divisor,  so 
dividirt  man  erst  die  ganzen  Zahlen  durch  einander;  dies  giebtO,.  Dann 
nimmt  man  die  Decimalstellen  einzeln  herunter,  und  setzt,  bis  man  divi- 
diren  kann,  für  jede  Decimalstelle  eine  Null  in'e  Resultat.  —  Warum? 
(Aufgaben:  Hofmann  1.  Erste  Abtheilung.  XVI.  XVII.  XIX.  XX.) 

Radicirung  mit  2.  —  I>a  diese  Operation  ein  wieder- 
holtes Divisionsverfahren  ist,  so  wird  das  Komma  ins  Resultat 
gesetzt,  sobald  man  die  erste  Decimalstelle  benutzt.  Bei  der 
Bestimmung  des  ersten  Gliedes  wird  nur  auf  die  Anzahl  der 
ganzen  Stellen  Rücksicht  genommen,  weil  es  nur  von  dieser 
Anzahl  abhängt,  ob  die  erste  Stelle  links  eine  Potenz  von  10 
mit  geradem  oder  ungeradem  Exponenten  enthält. 

161.  Verwandlung  eines  Quotienten  und  einer  Quadratwurzel 
in  einen  Decimalbruch.  —  Man  verwandle  den  Dividend  des 
Quotienten,  oder  den  Radicanden  der  Wurzel  durch  An- 
hängung eines  Kommas  und  beliebig  vieler  Nullen  in  einen 
Decimalbruch,  und  führe  die  Division  oder  Radicirung  nach 
den  für  diesen  Fall  aufgestellten  Regeln  aus. 

(Aufgaben:  Hofmann  1.  Erste  Abth.  XVIII.;  2.  Vierter 
Abschn.  IL  108—192.) 

162.  Eintheilung  der  Deeimalbrüche.  —  1)  Aus  Regel  165 
geht  hervor,  wie  ein  Bruch,  dessen  Nenner  eine  Potenz  von 
Zehn  ist,  unmittelbar  als  Decimalbruch  geschrieben  werden 
kana.  —  Hat  der  Nenner  die  Form  2*. 5«,  d.  h.:  enthält  er 
keine  anderen  Factoren  als  Potenzen  von  2  und  5,  so  kann 
man  den  Bruch  mit  5*-*  (wenn  p  >  q)  oder  mit  2q~p  (wenn 
p^q)  erweitern,  wodurch  der  Nenner  in  10*  oder  10*  über- 
ge  t.  In  diesen  Fällen  also  hat  das  Divisionsverfahren,  durch 
we  ^hes  man  den  gegebenen  Bruch  in  einen  Decimalbruch  ver- 
wg  delt,  ein  Ende,  weil  der  Decimalbruch  eine  endliche  Anzahl 
vo  Decimalstellen  enthält.  Ein  solcher  Decimalbruch  heisst 
eil    endlicher. 

2)  Enthält  der  Nenner  des  Bruches  nicht  ausschliesslich 
Pc   jnzen  von  2  und  5  als  Factoren,  so  ist  es  offenbar  unmög- 

'£      *6gel,  ElemenUx-Mathematik.  L  9 
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lieh,  ihn  durch  Erweiterung  mit  einer  ganzen  Zahl  auf  die 
Form  10*  zu  (bringen,  also  auch  unmöglich,  den  Bruch  als 
endlichen  Decimalbruch  darzustellen.  In  diesem  Falle  hat  das 
Divisionsverfahren  kein  Ende,  und  der  Decimalbruch  heisst  ein 
unendlicher. 

Sei  n  der  Nenner  des  gegebenen  Bruches.  Dann  beträgt 
die  Anzahl  der  möglichen  Reste  beim  Divisionsverfahren  n  —  1. 
Folglich  muss  spätestens  nach  n  —  1  Divisionen  ein  früherer 
Rest  wiederkehren.  Da  aber  an  den  jedesmaligen  Rest  eine 
Null  angehängt  wird,  so  kehrt  nun  auch  ein  früherer  Dividend, 
folglich  auch  ein  früherer  Quotient  wieder,  und  es  wiederholt 
sich  von  nun  an  eine  bestimmte  Anzahl  von  Deciraalstellen 
stets  in  derselben  Reihenfolge.  Ein  solcher  Decimalbruch  heisst 
ein  periodischer,  und  zwar  rein  periodisch,  wenn  die 
sich  wiederholende  ZifFernreihe  (die  Periode)  unmittelbar 
hinter  dem  Komma  beginnt,  gemischt  periodisch,  wenn 
yor  der  ersten  Periode  noch  Ziffern  stehen,  die  sich  nicht 
wiederholen. 

Anm.  Ein  Quotient  kann  also  nur  einen  endlichen,  oder  einen 
unendlichen  periodischen  Decimalbruch  liefern.  —  Der  Decimalbruch 
ist  rein  periodisch,  wenn  der  Nenner  des  gegebenen  Bruches  weder 
%  noch  5  als  Factor  enthält,  gemischt  periodisch,  wenn  er  ausser 
anderen  Faotoren  noch  Potenzen  von  2  oder  6  enthält,  endlich,  wenn 
er  nur  Potenzen  von  2  oder  5  als  Factoren  enthält.  Die  Anzahl  der 
Decimalstellen  eines  endlichen,  und  der  vorperiodischen  Stellen  eineB 
gemischt  periodischen  Dezimalbruchs  ist  dem  Exponenten  der  im  Nenner 
enthaltenen  Potenz  von  2  oder  5  gleich.  —  Die  Periode  pflegt  man  nur 
einmal  hinzuschreiben  und  durch  einen  darüber  gezogenen  wagerechten 
Strich  zu  bezeichnen. 

3)  Diejenigen  unendlichen  Decimalbrüche,  welche  aus  dem 
Verfahren  der  Quadratwurzelausziehung  hervorgehen,  können 
weder  endliche  noch  periodische  sein,  weil  (wie  sogleich  ge- 
zeigt werden  wird)  jeder  endliche  und  jeder  periodische  Deci- 
malbruch in  einen  Quotienten  verwandelt  werden  kann,  welcher 
der  irrationalen  Quadratwurzel  nicht  gleich  sein  kann.  Diese 
Decimalbrüche  sind  also  (nebst  allen  anderen,  welche  irratio- 
nalen Zahlen  gleich  sind)  unendlich  und  nicht  periodisch. 

Aus  diesen  Betrachtungen  geht  folgende  Eintheilung  der 
Decimalbrüche  hervor. 

Decimalbrüche.       

1.  Endliche       Unendliche. 

2.  Nicht  periodische  Periodische. 

8.  Bein  periodische        4.  (Gemischt  periodische* 
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163«  Verwandlung  eines  Deeimalbruehi  in  einen  Quotienten. 

1)  Endliche  Decimalbrüche.  —  Aus  Regel  165  geht 
unmittelbar  die  Kegel  hervor:  Ein  endlicher  Decimalbruch  166. 
ist  gleich  einem  Quotienten,  dessen  Dividend  die 
Decimalstellen,  und  dessen  Divisor  eine  Eins  mit 
ebensovielen  Nullen  enthält,  als  Decimalstellen  vor- 
handen sind. 

2)  Rein  periodische  Decimalbrüche.  —  Jeder  end- 
liche Decimalbruch  konnte  als  Summe  von  Brüchen  dargestellt 
werden,  deren  Zähler  die  einzelnen  Decimalstellen,  deren  Nenner 
Potenzen  von  10  waren.  Auch  konnten  mehrere  dieser  Brüche 
oder  alle  zu  einem  einzigen  Bruche  vereinigt  werden.  Ganz 
ebenso  kann  man  die  Perioden  eines  Decimalbruchs  einzeln 
als  Brüche  darstellen.  Ist  dann  a  die  Periode,  und  x  der 
nach  Regel  166  gebildete  zugehörige  Nenner,  so  ist  der  Deci- 
malbruch, dessen  Werth  mit  *  bezeichnet  werden  mag,  gleich 
der  unendlichen  geometrischen  Reihe 

,=  -^+  -.  +  ...  =  a^a:-1  +  aa?-2+..  =  ~(l+ar-1  +  a?-2  +  ...) 
x       ar  %  x 

mithin  nach  148,  da  q  =  —  zu  setzen  ist: 

*      x 

a         1  a 

s  =  — 


x  '  1        1        x  —  1" 

X 

Da  x  aus  einer  Eins  mit  ebensovielen  Nullen  besteht,  als  a 
Stellen  hat,  so  besteht  x  —  1  aus  ebensovielen  Neunen,  als  a 
Stellen  hat,  und  die  letzte  Formel  giebt  hiernach  die  Regel: 
Ein  rein  periodischer  Decimalbruch  ist  gleich  einem  167. 
Quotienten,  dessen  Dividend  die  Periode,  und  dessen 
Divisor  ebensoviele  Neunen  enthält,  als  die  Periode 
Stellen  hat. 

3)  Gemischt  periodische  Decimalbrüche.  —  Wenn 
<li<  Stellen  einer  Periode  durch  a,  und  ihre  Anzahl  durch  p> 
fei  1er  die  vorperiodischen  Stellen  durch  6,  und  ihre  Anzahl 
du  ch  £,  endlich  10  durch  x  bezeichnet  wird,  so  gehört  nach 
Rc  el  166  zu  den  vorperiodischen  Stellen  der  Nenner  x9,  und 
zu  den  einzelnen  Perioden  die  Nenner  xq+p,  a?*+2*,  . . .  Mit- 
hu    '.st  der  Werth  des  Decimalbruches 

e* 
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^  .       a  a 


+   xq+p  V.1  +    ^   +   32*   +  •  *    ) 

6  a  1       __  6  a 


6 


x«      a?*+*  "  1        x9      x*+*  —  x* 

~~  x* 

""  x«  v  +  x*  —  iy  ""   ««(a&»  —  l)  * 

Nun  ist  (bxP  +  a)  die  Zahl,  welche  entsteht,  wenn  man 
die  vorperiodischen  Stellen  mit  der  ersten  Periode  zusammen 
als  eine  Zahl  betrachtet;  (x*>  —  l)  eine  Zahl,  welche  aus  soviel 
Neunen  besteht,  als  die  Periode  Stellen  hat,  und  x*  eine  Zahl, 
welche  aus  einer  Eins  mit  soviel  Nullen  besteht  als  vorperio- 
dische Stellen  vorhanden  sind.  Multiplicirt  man  nun  x*>  —  l  mit 
x9,  so  erhält  man  eine  Zahl,  die  soviel  Neunen  enthält  als 
periodische,  und  soviel  Nullen  als  vorperiodische  Stellen  vor- 
168.  handen  sind.  Die  letzte  Formel  giebt  also  die  Regel:  Ein 
gemischt  periodischer  Decimalbruch  ist  gleich  einem 
Quotienten,  dessen  Dividend  erhalten  wird,  wenn 
man  die  vorperiodische  Zahl  von  derselben  um  die 
erste  Periode  verlängerten  Zahl  subtrahirt,  und 
dessen  Divisor  aus  soviel  Neunen  besteht  als  die 
Periode  Stellen  hat,  und  aus  soviel  Nullen,  als  vor- 
periodische Stellen  da  sind. 

Anm.  Nach  Anwendung  der  Regeln  166,  167,  168  hat  man  noch 
(nach  Nr.  157,  1))  den  grössten  gemeinsamen  Factor  zwischen  Zahler  und 
Nenner  zu  suchen  und  den  Bruch  durch  denselben  zu  heben. 

(Aufgaben:  Hofmann  1.   Erste  Abth.  XVIII.) 

3.  N&herungswerthe. 

164.  Vorbemerkung.  —  Soll  ein  unendlicher  Decimalbruch 
für  weitere  Rechnungen  brauchbar  sein,  so  muss  man  ihn  an 
irgend  einer  Stelle  abbrechen.  Man  erhält  dadurch  für  die 
gebrochene  oder  irrationale  Zahl,  die  er  vertritt,  einen  Nähe- 
rungswert!^ der  um  so  genauer  ist,  je  mehr  Stellen  er  ent- 
hält. —  Ein  solcher  Näherungswerth  hat,  der  gebrochenen  oder 
irrationalen  Zahl  gegenüber,  einerseits  den  Nachtheil  einer 
nicht  vollkommenen  Genauigkeit,  andrerseits  aber  den  Vortheil, 
dass  seine  Grösse  leicht  mit  derjenigen  anderer  Decimalzahlen 
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verglichen,  and  dass  mit  ihm  ebenso  wie  mit  anderen  Decimal- 
zahlen  gerechnet  werden  kann.  Jener  Nachtheil  kommt  aber 
nicht  in  Betracht,  wenn,  was  in  der  angewandten  Arithmetik 
meist  der  Fall  ist,  die  Zahlen,  mit  denen  man  rechnet,  Resul- 
tate von  Beobachtungen  sind,  welche  selbst  nicht  auf  vollkom- 
mene Genauigkeit  Anspruch  machen  können.  Es  genügt  als- 
dann, von  vornherein  zu  bestimmen,  welchen  Grad  der  Ge-' 
nauigkeit  die  Rechnung  haben  soll,  d.  h.  wie  viele  Decimal- 
stellen  von  allen  darin  vorkommenden  Decimalbrüchen  benutzt 
werden  sollen.  Um  die  Fehler,  welche  durch  das  Abkürzen 
der  Decimalbrüche  entstehen,  nicht  zu  gross  werden  zu  lassen, 
bedient  man  sich  der  Regel: 

Die  letzte  Ziffer  des  abgekürzten  Decimalbruchs  169. 
wird  um  Eins  vergrössert,  wenn  die  erste  Ziffer  des 
weggelassenen  Theiles  >  5  ist. 

Lässt  man  nun  die  Forderung  einer  absoluten  Genauigkeit 
der  Resultate  fallen,  so  erhebt  sich  die  Frage,  ob  es  nicht 
möglich  ist,  die  in  der  reinen  Arithmetik  ungelöst  gebliebenen 
Aufgaben:  Ein  Polynom  mit  einer  Zahl  (ausser  2)  zu  ra- 
diciren  und  logarithmiren,  und,  eine  Gleichung  von 
höherem  als  vierten  Grade  aufzulösen,  wenigstens  durch 
Bestimmung  von  Näherungswerthen  zu  lösen.  Dies  gelingt  nun 
in  der  That  theils  mittelst  der  Kettenbrüche,  theils  mittelst 
der  Logarithmen. 

a.  Nähernngawerthe  durch  Kettenbrüche«*) 

165.  Näherungsweise  Bestimmung  der  Wurzel  einer  Gleichung. 
—  Setzt  man  in  einer  geordneten  und  auf  Null  gebrachten 
Gleichung  A  =  0  die  Unbekannte  x  gleich  der  ganzen  Zahl  n, 
und  nennt  den  Werth,  welchen  A  durch  diese  Substitution 
erhält,  An,  so  entsprechen  sich  die  Werthe 

o?  =  n,   n— 1,  ...3,    2,   1,  0,    —1,  —2,... 

A  =  Any  .£*_!,  .  .  •  Aj,  Ay  iij,  Aq)  ii_|,  i4__j,  .  .  . 

Li  gt  nun  eine  Wurzel  der  Gleichung  zwischen  o,  undaj  +  1, 
so  liegt  offenbar  der  zu  dieser  Wurzel  gehörige  Werth  von  A, 
nä  llich  Null,  zwischen  AQi  und  40l+i;  d.  h.:  eine  dieser  bei- 
de i  Zahlen  muss  positiv  und  die  andre  negativ  sein.  Umgekehrt 
ka  n  man  also,  wenn  zwei  benachbarte  Zahlen  der  Reihe,  Aa% 

*)  Beispiele  s.  am  Scbluss  des  Buches  in  der  „Ueh ersieht  der 
F<    mein  und  Regeln". 


1 
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und  Aat+i,  entgegengesetzte  Zeichen  haben,  schliessen,  dass 

eine  Wurzel  der  Gleichung  zwischen  ax  und  ax  +  1  liegen  wird. 

Demnach  setzt  man 

1 

x  =  ai  +  v 

substituirt  diesen  Werth  in  die  Gleichung  4  =  0,  und  erhält 
dadurch  eine  Gleichung  mit  der  Unbekannten  xv  die  man 
ebenso  behandelt  wie  die  gegebene.  Durch  Fortsetzung  dieses 
Verfahrens  erhält  man  allmäJig  die  Gleichungen: 

und  durch  Elimination  von  xv  xy  ... 

x  =  ax  +  l/a2  +  l/o^  +  . . . 

Dieser,  bis  auf  eine  beliebige  Anzahl  von  Gliedern  fortgesetzte 
Kettenbruch  kann  dann  in  einen  Quotienten,  und  schliesslich 
in  einen  Decimalbruch  verwandelt  werden. 
(Aufgaben:  Bardey  XL.) 

166.  Näherungsweise  Bestimmung  eines  Logarithmus.  —  Es 
sei  zu  bestimmen 

Hb  =  y, 

oder,  was  dasselbe  ist,  die  Gleichung  aufzulösen: 

a»  =  b. 

Dann  kann  man  stets  zwei  Zahlen  xx  und  xx  +  1  so  bestim- 
men, dass 

ist.    Sei  dann 

so  setzen  wir 


o*1  =  61;    ax+  =cr 


y  =  «i  + 


woraus  folgt: 


oder 


yi 

a? 

z=a  * 

i 

b 

=v 

o'i; 

l 

b 

=  o,; 

°/l  = 

o. 
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Diese  Gleichung  wird  genau  so  behandelt  wie  die  gegebene, 
und  das  ganze  Verfahren  beliebig  oft  wiederholt,  wie  folgendes 
Schema  zeigt: 


1             o*  =  6 

ap  =  a 

°a*'  =  ai 

j«*l  =  »i 

\<*  =  h 

|<0  =  *s 

i*+,«c, 

K^-* 

i<0+'  =  c, 

(6,  <  6  <  c,) 

(6,<a<C2) 

(63  <  o,  <  c,) 

.    1 

»  =  *!  +  --• 
»1 

1 

i 

*i  =  xt  +  -  ■• 

i 

i 

.    1 
y2  =  <r,+  -. 

i 

6  =  6,  .a»i 

»                 i 
61=0'  =  °1 

a  =  6a.a1*    ^ 

67  =  a>  =  'S2 

£  =  „,  =  «,* 

a*i  =  a 

°2H  =  °1 

a8*  =  o. 

Aus  den  in  der  5.  wagerechten  Reihe  stehenden  Gleichungen 
erhält  man  dann  durch  Elimination  von  yv  yv  ... 

y  =  xl  +  \lx^  +  1/äd^  +  . . . , 

* 

wodurch   der   gesuchte   Logarithmus   in  Form   eines   Ketten- 
bruches dargestellt  ist. 

b.  Mherungswerthe  durch  Logarithmen. 

167.  Addition  und  Subtraction  von  Decimalbrüchen  sind 

Rechnungen,  die  leicht  ausführbar  sind,  und  wieder  auf  Deci- 

maibrüche   führen   von   derselben  Stellenzahl,  also  auch  von 

derselben  Genauigkeit,  wie  die  gegebenen.    Dagegen  erfordern 

Multiplication  und  Division  zweier  Decimalbrüche,  sowie  Poten- 

zirung  eines  Decimalbruchs  mit  einer  ganzen  Zahl,  umständliche 

echnungen,  die  sogar  zum  Theil  nutzlos  sind,  wenn  das  Re- 

iltat  mehr  Decimalstellen  enthält,   als  die  gegebenen  Zahlen, 

i  man  in  diesem  Falle  die  überflüssigen  Decimalstellen  weg- 

'.  ssen  wird.    Es  ist  also  wichtig,  ein  Verfahren  zu  kennen, 

elches  diese  Rechnungen  in  kürzerer  Weise  ausfuhren  lehrt. 

in   solches  Verfahren,  welches   gleichzeitig   auch   die  bisher 

>ch  ungelösten  Aufgaben  zum  Abschluss  bringt,  einen  Deci- 
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malbruch  (öder  eine  Decimalzahl)  mit  einem  beliebigen  anderen 
zu  potenziren  und  zu  radiciren,  ergiebt  sich  aus  den  Eigen- 
schaften der  Logarithmen. 

Es  zeigen  nämlich  die  Formeln  63,  64,  66,  67 


l(xy)  =  lx  +  ly\ 


l(ocfi)  =  6  .  Clx 


Kv?)  = 


übereinstimmend  die  Eigenschaften,  dass  die  Logarithmen  jeder 
Formel  dieselbe  Grundzahl  haben,  und  dass  die  mit  den  Loga- 
rithmen rechts  auszuführenden  Rechnungen  eine  Stufe  tiefer 
stehen,  als  diejenigen,  welche  links  in  den  Klammern  ange- 
deutet sind. 

Kennt  man  also  die  Logarithmen  aller  Decimalzahlen  (bis 
zu  irgend  einer  Grenze)  nach  derselben  Basis  <?,  so  kann  man 
z.  B.  das  Product  z  =  xy,  worin  x  und  y  gegebene  Zahlen 
sind,  dadurch  ausrechnen,  dass  man  die  Logarithmen  dieser 
Zahlen  addirt,  und  zu  dem  so  gefundenen  Logarithmus  den 
zugehörigen  Numerus  aufsucht.  So  wird  die  Multiplication 
durch  eine  Addition  ersetzt,  und,  wie  die  drei  übrigen  Formeln 
zeigen,  die  Division  durch  eine  Subtraction,  die  Potenzirung 
durch  eine  Multiplication,  die  Radicirung  durch  eine  Division. 
—  Da  der  Logarithmus  eines  Decimalbruches  als  Differenz  der 
Logarithmen  von  Dividend  und  Divisor  des  ihm  entsprechenden 
Quotienten  dargestellt  werden  kann,  so  sieht  man,  dass  die 
abgekürzte  Rechnung  nicht  nur  auf  Decimalzahlen,  sondern 
auch  auf  Decimalbrüche  angewendet  werden  kann.  Es  ist  aber 
nicht  zu  vergessen,  dass,  da  die  Logarithmen  selbst  in  ihrer 
grossen  Mehrzahl,  (sofern  sie  als  Decimalbrüche  dargestellt 
sind)  nur  Näherungswerthe  sind,  auch  die  mit  ihrer  Hilfe  ge- 
fundenen Resultate  im  Allgemeinen  dieselbe  Eigenschaft  be- 
sitzen. 

168.  Logarithmiscke  Systeme.  —  Erklärungen.  —  1)  Unter 
einem  logarithmischen  Systeme  versteht  man  den  Inbegriff 
aller  zu  derselben  Grundzahl  gehörigen  Logarithmen. 

2)  Der  Inbegriff  der  ganzen  Stellen  des  einen  Logarithmus 
darstellenden  Decimalbruches  heisst  die  Kennziffer,  der  In- 
begriff der  Decimalstellen  die  Mantisse. 

3)  Dasjenige  logarithnrschc  System,  welches  die  zur  Grund- 


r 
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zahl  10  gehörigen  Logarithmen  enthält,  heisst  das  gemeine 
(Briggische).  *) 

Anm.  Die  Grandzahl  10  pflegt  beim  Schreiben  und  Sprechen  weg- 
gelassen zu  werden. 

169.  Eigenschaften  des  gemeinen  logarithmischen  Systems.  — 
1)  Es  ist 

/(10»)  =  n./l0  =  n;     (66,  62.) 

d.  h.:  Der  Logarithmus  einer  Potenz  von  10  ist  gleich  170. 
ihrem  Exponenten. 

2)  Da  die  Potenzen  von  10  um  so  grösser  sind,  je  grösser 
ihr  Exponent  ist,  und  umgekehrt,  so  hat  die  grössere  von  m. 
zwei  Zahlen  den  grösseren  Logarithmus. 

3)  Aus  170  und  171  folgt:  Die  Logarithmen  aller  Zahlen 
zwischen  1      und  10      liegen  zwischen  0  und  1 

10      „     100        „  „        1     „     2 

„    .    100    „     1000      „  „        2     „     3 

Nun  sind  aber  die  Zahlen  zwischen  1  (incl.)  und  10  (excl.) 
die  einstelligen,  die  zwischen  10  und  100  die  zweistel- 
ligen Zahlen,  u.  s.  w.  Andrerseits  haben  alle  als  Decimal- 
brüche  ausgedrückte  Logarithmen,  wenn  sie  zwischen  0  und  1 
liegen,  die  Kennziffer  0;  wenn  zwischen  1  und  2,  die  Kenn- 
ziffer 1,  u.  s.  w.  —  Man  kann  daher  auch  sagen:  Die  Loga- 
rithmen aller  einstelligen  Zahlen  haben  die  Kennziffer  0,  die 
aller  zweistelligen  Zahlen  die  Kennziffer  1;  allgemein: 

Die  Kennziffer   eines  Logarithmus   ist   um  Eins  172. 
kleiner  als  die  Stellenzahl  des  zugehörigen  Numerus. 

Anm.  Man  kann  daher  die  Kennziffer  ohne  weiteres  hinschreiben, 
und  es  brauchen  die  logarithmischen  Tabellen  nur  die  Mantissen  der 
Liogarithmen  zn  enthalten. 

4)  Es  ist 

/(l 0n .  a)  =  n  .  /lO  +  la  =  n  +  la; 
d.  h.  (wenn  n  und  a  ganze  Zahlen  sind):  Die  Logarithmen  178. 

*)  Dieses  System  ist  far  Anwendungen  auf  die  Deoimalrechnung 
d  wegen  das  vorteilhafteste,  weil  seine  Grundzahl  auch  die  Grundzahl 
d  '  Decimalreohnung  ist.  Ausserdem  ist  noch  das  natürliche  (Nepersche) 
S    stem  zu  erwähnen,  dessen  Grundzahl  der  Werth  der  unendlichen  Reihe 

fi     *  =  1  ist  (•  =  2,7182818 ... ) 

Henry  Briggs  (1560—1630)  und  John  Napier  (1660—1617),  englische 
1     hematuer. 
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solcher  ganzen  Zahlen,  die  sich  nur  durch  ange- 
hängte Nullen  von  einander  unterscheiden,  haben 
dieselbe  Mantisse,  und  unterscheiden  sich  nur  durch 
die  Kennziffer. 

5)  Ist  a  ein  Decimalbruch,  so  ist  10*. a  ein  Decimalbruch, 
der  sich  nur  durch  die  Stelle  des  Kommas  von  a  unterscheid 

u  174.  det.  Man  hat  also  die  Regel:  In  einem  Decimalbruch 
hat  die  Stellung  des  Kommas  keinen  Einfluss  auf 
die  Mantisse. 

6)  Vermindert  man  in  einer  Decimalzahl  durch  Setzen 
eines  Kommas  die  Zahl  der  ganzen  Stellen  um  »,  so  wird 
die  Zahl  durch  10*  dividirt,  öder  (was  dasselbe  ist)  mit  10  -" 
multiplicirt,    also   vermindert   sich  (nach  173)  die  Kennziffer 

175.  ihres  Logarithmus  ebenfalls  um  n.  D.  h.:  Die  Kennziffer 
des  Logarithmus  eines  Decimalbruches  ist  um  Eins 
kleiner  als  die  Anzahl  seiner  ganzen  Stellen. 

7)  Setzen  wir  in  der  Formel  173  —  n  statt  »,  und  neh- 
men an,  dass  a  eine  ganze  Zahl  ist,  deren  Stellenzahl  plsn 
ist,  so  lautet  die  Formel: 


Kw)=la~n 


F.: 


Wird  nun  • ->*   als  Decimalbruch  geschrieben,  so  muss  derselbe 
10* 

(nach  165)  n  Decimalstellen  haben;  mithin  müssen  denp  Stellen 

von  a  noch  n  —  p  Nullen  als  Decimalstellen,  und  eine  Null 

vor  dem  Komma,  also  im  Ganzen  n  —  p  +  1  Nullen  vorgesetzt 

werden.    Die  Kennziffer  des  Logarithmus  für  a  ist  p  —  1 ;  für 

t^  also  ist  siep—  1  —  n  =  —  (n  —  p  +  1);  man  hat  daher  die 

176.  Regel:   Die  Kennziffer   des  Logarithmus  eines  Deci- 
malbruches, welcher  mit  Nullen  beginnt,   ist  gleich 
ft  der  negativ  genommenen  Anzahl  aller  dieser  Nullen. 

Anm.  Die  Regeln  172 — 176  lassen  sich  so  zusammenfassen:  Die 
Kennziffer  des  Logarithmus  eines  Deoimalbruches  (Decimalzahl)  ist, 
wenn  derselbe  ^  1  ist,  gleich  der  um  1  verminderten  Anzahl  seiner  gan- 
zen Stellen;  wenn  er  aber  <  1  ist,  gleich  der  negativ  genommenen  An- 
zahl der  voranstehenden  Stellen.  —  Die  Mantisse  des  Logarithmus  eines 
Decimalbruches  (Decimalzahl)  ist  von  den  etwa  vor  oder  nachstehenden 
Nullen,  sowie  vom  Komma  unabhängig.  — 

Die  negative  Kennziffer  wird  hinter  die  Decimalstellen  des  Loga- 
rithmus gesetzt,  der  hiernach  als  Differenz  eines  Decimalbruches  mit 
0  Ganzen,  und  einer  ganzen  Zahl  erscheint  und  behandelt  wird. 


B 
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Die  Regeln  173 — 176  lassen  sich  auch  dadurch  finden,  dass  man 
eine  ganze  Zahl  wiederholt  mit  10  multiplicirt,  oder  durch  10  dividirt, 
und  die  Veränderungen  in  der  Kennziffer  ihres  Logarithmus  feststellt. 

Da  die  Potenzen  einer  positiven  Zahl  nie  negativ  sind,  so  giebt  es 
im  gemeinen  Logarithmensystem  für  negative  Zahlen  keine  Logarithmen. 
Soll  ein  negativer  Ausdruck  logaritbmisch  berechnet  werden,  so  berech- 
net man  den  positiven  Ausdruck,  und  giebt  erst  dem  gefundenen  Resul- 
tate das  Zeichen  — . 

Je  nach  dem  Grade  der  Genauigkeit,  welchen  die  logarithmischen 
Rechnungen  haben  sollen,  benutzt  man  logarithmische  Tafeln  mit  7, 
6,  5,  4  Decimalstellen  der  Mantisse,  oder  auch  nur  das  Rechenlineal.*) 

(Aufgaben:  Hofmann  3.  Elfter  Absohn.  II.  III.  IV.  V.  —  Bardey 
XVIII.  C.  D.) 

IL   Die  Zinsrechnung. 

1.  Einfache  Zinsrechnung. 

170.  Vorbemerkung.  —  Der  Zuwachs  zv  den  eine  durch 
die  Zahl  c  ausgedrückte  Grosse  in  einer  bestimmten  Zeit  er- 
fahrt, kann  als  Bruchtheil  der  Zahl  c  ausgedrückt  werden,  und 
zwar  mittelst  der  Decimalbrüche  stets  als  Bruch  mit  dem  Nen- 
ner 100.    Beträgt  dieser  Zuwachs  -~r^-  von  e,  so  ist  demnach 

1)      z1  =  -^.  m. 

171.  Erklärungen.  —  1)  Eine  Geldsumme  <?,  welche  sich  in 
gleichen  Zeiten  um  gleiche  Summen  vermehrt,  heisst  Capital; 
der  jährliche  Zuwachs  dieser  Summe,  zv  die  Zinsen  des 
Capitals  für  ein  Jahr ;  und  die  Zinsen  p  für  jedes  Hundert  des 
(in  irgend  einer  Münze  ausgedrückten)  Capitals  der  Zinsfuss 
(die  Procente). 

2)  Man  sagt:  Das  zum  Zinsfuss p  (zu;  Procent)  stehende 
Capital  c  bringt  in  einem  Jahre  die  Zinsen  zv 

Anm.  Die  Bedeutung  von  p  ergiebt  sich,  wenn  man  in  Formel  1) 
e=100  setzt.  Den  Namen  Procente  führt  p  auch  dann,  wenn  die  Zahlen 
S]  und  c  die  in  der  Vorbemerkung  gegebene  allgemeinere  Bedeutung 
haben. 

172.  Weitere  Formeln.  —  Bezeichnet  man  den  Zuwachs 
i  an  e  in  n  Jahren  mit  zn,  so  ist,  weil  derselbe  nach  Erklä- 
i  ing  1)  n mal  so  gross  ist  als  derjenige  in  einem  Jahre, 

*)  Siebenstellig,  z.  B.:  Vega,  Berlin  b.  Weidmann.  Sechsstellig: 
]  renriker,  Berlin  b.  Nikolai.  Fünf-  und  vierstellig:  Bremiker,  Berlin  b. 
1  r eidmann.  —  Das  Rechenlineal,  von  Tavernier-Gravet,  Rue  de  Babylone 
i  >  Paris,  beschrieben  in  der  „Ztschr.  f.  math.  u.  naturw.  Unterricht  v. 
1  Dflmann"  Bd.  3.  S.  336. 
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178.  2)         S.=  ^. 

Aus  2)  folgt  weiter: 

ON         100*1  lOOzn  lOOZn 

179.  3)  n= ;  p  = — ;  c= . 

pc  nc  »p 

Mittelst  der  Formeln  2)  und  3)  lassen  sich  alle  Aufgaben  der 
einfachen  Zinsrechnung  lösen.  Dieselben  Formeln  lassen  sich 
in  folgende  mechanische  Kegel  zusammenfassen: 

Ist  nach  Zinsen  gefragt,  so  kommt  100  unter 
den  Divisionsstrich,  alles  andere  darüber;  ist  nach 
etwas  anderem  als  Zinsen  gefragt,  so  kommt  100  und 
die  Zinsen  über  den  Divisionsstrich,  alles  andere 
darunter. 

Anm.  Istn  =  l  und  c  der  Einkaufspreis  einer  Waare,  so  heisst 
«1  der  Gewinn  ( — «i  der  Verlust);  <?±»i  der  Verkaufspreis.  —  Ist 
sn==c-J-*n  eine  nach  n  Jahren  zahlbare  Summe,  so  heisst  c  die  Baar- 
zahlung,  sn  der  Disoonto.  —  Ist  c  der  Preis  einer  Waare,  so  heisst, 
wenn  die  Waare  gleich  beim  Einkauf  bezahlt  wird,  — sj  der  Rabatt, 
und  e  —  st  ist  dann  die  wirklich  bezahlte  Summe.  Um  alle  hierher  ge- 
hörigen Aufgaben  zu  lösen,  braucht  man  nur  noch  eine  Formel,  welche 
lehrt  e  zu  finden,  wenn  *n,  *,  p  gegeben  sind.    Nun  erhalt  man  aus  2) 

,    -eX,    -«("»±1»). 

also:  ,». 

180.  4)  c=       100,w 


~"  I00±np9 
welches  die  verlangte  Formel  ist. 

(Aufgaben:  Hofmann  1.  Zweite  Abth.  VI.) 

2.  Zinseszins-Bechnung. 

173.  Vorbemerkung.  —  In  der  einfachen  Zinsrechnung  wurde 
vorausgesetzt,  dass  die  jährlichen  Zinsen  eines  Capitals  aus- 
bezahlt würden,  und  das  Capital  selbst  unverändert  bliebe. 
Unterbleibt  jene  Auszahlung,  so  vergrössert  sich  das  Capital 
jährlich  um  den  Betrag  der  Zinsen  des  vorigen  Jahres,  und 
man  sagt,  das  Capital  stehe  auf  Zinseszins. 

Anm.  Ebenso  wie  die  Zinsen,  statt  am  Schlüsse  eines  Jahres,  in 
beliebigen  anderen  Zeitabschnitten  ausbezahlt  werden  können,  so  können 
sie  auch  nach  anderen  Zeitabschnitten,  als  nach  einem  Jahre,  „zum  Ca- 
pital geschlagen  werden".     Ist  dieser  Zeitabschnitt  der  r*?  Theil  eines 

Jahres,  so  hat  man  in  den  Formeln  der  Zinseszins-Rechnung  nur  —  statt 

p,  und  nr  statt  n  zu  setzen.    Die  Formeln  der  einfachen  Zinsrechnung 
erleiden  durch  diese  Substitution  keine  Aenderung. 
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174.  Bestimmung  der  Summe,  zu  der  ein  auf  Zinseszins 
stehendes  Capital  anwäehst.  —  Sei  sn  die  Summe,  zu  der  das 
zum  Zinsfuss  p  stehende  Capital  e  nach  n  Jahren  angewachsen 
ist,  so  ist  nach  177 

''  =  c  +  Toör=c(1  +  loö) 

oder,  wenn  wir 

1}         1+loö--?  181- 

8etzen:  'i  =  c.qi 

Ebenso:  s2  =  s1.q; 

•    •    •    • 

Sn  =  Sn—l  .  q. 

Durch  Multiplication  aller  dieser  Formeln  folgt: 

2)  Sn  =  c .  0*.  182. 

Anm.  Man  bestimme  aus  %)  die  Werthe  von  c,  n,  q  (p).  Soll  eine 
nach  ii  Jahren  zu  leistende  Zahlung  durch  eine  sogleich  zu  leistende  er- 
setzt werden,  so  ist  c  zu  bestimmen. 

175.  Erweiterung.  —  Tritt  am  Schlüsse  jedes  Jahres  zu 
dem  auf  Zinseszins  stehenden  Capitale  noch  ein  Capital  b 
hinzu,  das  ebenfalls  auf  Zinseszins  stehen  soll,  so  wachsen 
diese  Capitalien,  von  denen  das  erste  (n  —  1),  das  zweite 
(n  —  2),  ...  das  »*  0  Jahre  lang  verzinst  wird,  nach  2)  zu 
den  Summen  an: 

i?H~S  bqn~\  .  •  •  V- 

Mithin  beträgt  am  Schluss  des  **?  Jahres  die  aus  allen  Capi- 
talen  sich  ergebende  Summe 

=  ctfw  +  6(gw-1  +  $*-2  +  ...  +  l) 
3)*  =  C9»  +  6.^i         (147a.)  183. 

Anm.    Man  bestimme  aus  3)  die  Werthe  von  e,  6,  n. 

176.  Speciale  FäUe.  —  1)  e  =  0.  —  Dieser  Fall  tritt  ein, 
dnn  man  durch  jährliche  Zahlungen  (Prämien)  ein  Capital  s 
•sparen  will,  welches  nach  n  Jahren  oder  nach  dem  Tode 
iner  bestimmten  Person  ausbezahlt  werden  soll  (Lebensver- 
.cherung.    Im  letzten  Falle  wird  für  n  die  bei  Beginn  der 

Zahlungen  vorhandene  wahrscheinliche  Lebensdauer  jener  Per- 
3n  gesetzt.  Vgl.  den  Abschnitt  über  Wahrscheinlichkeits- 
xhnung). 
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2)  6  ist  negativ.  —  Dies  ist  der  Fall,  wenn  durch  Ab- 
zahlungen jährlich  eine  Verringerung  des  Capitals  stattfinden 
soll.    Hierbei  sind  aber  3  Fälle  zu  unterscheiden.    Die  Zinsen 

des  ersten  Jahres  sind  nach  177  gleich  -Jj^r,  oder,  nach  181, 
gleich  <?(?-l).  1U0 

a)  b=ze(q  —  1).  Dann  deckt  die  jährliche  Abzahlung  nur 
die  jährlichen  Zinsen,  und  es  findet  offenbar  keine  Vermin- 
derung des  Capitals  statt,  sodass  einfache  Zinsrechnung  vor- 
liegt. In  der  That  erhält  man  s=e,  wenn  man  in  183  b  durch 
—  e(q  —  1)  ersetzt. 

Anm.  Dieser  FaU  findet  statt,  wenn  aus  den  Zinsen  eines  Capitals 
eine  jährliche  Ausgabe  von  gleicher  Grösse  auf  ewige  Zeiten  bestritten 
werden  soll. 

b)  b  <  e(q  —  1).  Dann  werden  die  jährlichen  Zinsen  durch 
die  jährliche  Abzahlung  nicht  gedeckt,  und  das  Capital  fährt 
trotz  der  Abzahlung  fort,  sich  zu  vergrössern. 

c)  6>e(g  — 1).  Dann  bleibt  nach  Abrechnung  der  jähr- 
lichen Zinsen  ein  Theil  der  Abzahlung  zur  Verringerung  des 
Capitals  übrig,  und  zwar  wird,  da  das  Capital,  also  auch  seine 
jährlichen  Zinsen,  immer  kleiner  wird,  der  auf  die  Verringerung 
des  Capitals  entfallende  Theil  der  jährlichen  Abzahlung  immer 
grösser. 

Anm.  Dieser  Fall  findet  statt,  wenn  ein  Capital  den  Zweck  hat, 
nur  für  eine  bestimmte  Zeit  zur  Bestreitung  jährlich  wiederkehrender 
Ausgaben  zu  dienen,  wobei  es  nach  Verlauf  dieser  Zeit  erschöpft  ist. 

3)  *  =  0,  b  negativ.  —  Die  Formel  3)  lautet  dann: 

,    öw— 1 

184.  cqn  =  b  .  -3 r. 

q-1 

Dieser  Fall  tritt  ein,  wenn  ein  Capital  durch  jährliche  Abzah- 
lungen nach  einer  bestimmten  Zeit  getilgt  wird. 

Anm.  Man  bestimme  aus  der  letzten  Formel  die  Werthe  von  6,  e,  it. 
Soll  eine  auf  einem  Grundstück  ruhende,  in  Form  .einer  n  Jahre  hinduroh 
zu  leistenden  Zahlung  b  erscheinende  Last  durch  eine  einmalige  Zahlung 
abgelöst  werden,  so  ist  c  zu  bestimmen.*)  —  Soll  ermittelt  werden,  nach 
wieviel  Jahren  ein  Capital  e  durch  eine  jährliche  Zahlung  6  getilgt  sein 
wird,  so  ist  n  zu  bestimmen.  —  Soll  endlich  die  Höhe  der  Geldsumme 
(Rente)  bestimmt  werden,  die  einer  Person  n  Jahre  lang  gezahlt  werden 
kann,  wenn  sie  zu  Anfang  ein  Capital  c  einzahlt,  so  ist  6  zu  bestimmen. 

(Aufgaben:  Hofmann  3.  Sechzehnter  Absohn.  —  Bardey  XXXIV.) 

*)  Ist  die  Last  eine  auf  ewige  Zeiten  ruhende,  so  ist  die  Formel 
beiderseits  durch  qn  zu  dividiren,  und  dann  n=oo  zu  setzen,  woraus 

c  = folgt. 

o  —  1 


Reine   Combinatorik. 

Einleitung. 

177.  Aus  einer  Reihe  verschiedener  Gegenstände  lassen 
sich  in  mannigfaltiger  Weise  Gruppen  aussondern.  Man  nennt 
in  diesem  Falle  die  Gegenstände  Elemente;  die  durch  Zusam- 
menfassung mehrerer  Elemente  entstehenden  Gruppen  heissen 
Formen;  und  die  Wissenschaft,  deren  erste  Aufgabe  es  ist, 
auf  alle  möglichen  Arten  Combinationen  einer  gegebenen  Menge 
yon  Elementen  auszuwählen  und  zu  zählen,  heisst  Com- 
binatorik. 

Ein  Element  wird  durch  eine  Ziffer  oder  durch  einen 
Buchstaben  bezeichnet,  eine  Form  durch  eine  Reihe  von  Ziffern 
oder  Buchstaben. 

Von  zwei  Elementen  heisst  dasjenige,  welches  durch  eine 
Ziffer  von  höherem  Werthe  oder  durch  einen  späteren  Buch- 
staben des  Alphabets  bezeichnet  ist,  das  höhere,  das  andere 
das  niedere. 

Anm.  Ziffern  und  Buchstaben  haben  also  hier  eine  durchaus  an- 
dere Bedeutung  als  in  der  Arithmetik.  Es  fehlt  ihnen  der  Begriff  der 
Grösse,  und  verschiedene  Buchstaben  oder  Ziffern  dienen  eben  nur  zur 
Unterscheidung  verschiedener  Elemente.  Worin  aber  diese  Verschieden- 
heit besteht,  ob  in  der  Grösse,  Gestalt,  Farbe,  oder  sonstigen  Eigen- 
schaften der  Gegenstände,  die  man  sich  unter  den  Elementen  denkt,  ist 
ganz  gleichgütig.  Da  diese  Gegenstände  auch  Zahlen  sein  können,  so 
z  *gt  sich  die  Möglichkeit,  die  Combinatorik  auf  die  Arithmetik  anzu- 
v   öden. 

Die  Stellung,  welche  die  einzelnen  Elemente  innerhalb 
e  1er  Combination  einnehmen,  ist  entweder  unwesentlich  oder 
*  «entlieh.  Im  zweiten  Falle  erwächst  der  Combinatorik  die 
z  reite  Aufgabe:  die  Elemente  einer  gegebenen  Combination 
a  f  alle  möglichen  Arten  zu  ordnen,  und  die  Anzahl  dieser 
i  rschiedenen  Ordnungen  zu  bestimmen. 
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An  einer  gegebenen  Menge  von  Elementen  kann  entweder 
nur  eine  der  beiden  Aufgaben  der  Combinatorik,  Auswählen 
und  Ordnen,  oder  beide  gelöst  werden.  Man  unterscheidet 
hiernach  folgende  drei  Operationen: 

1.  Permutiren:   Ordnen,  ohne  auszuwählen. 

2.  Gombiniren:   Auswählen,  ohne  zu  ordnen. 

3.  Variiren:   Auswählen  und  Ordnen. 

1.  Das  Permutiren. 

178.  Erklärungen.  —  Eine  gegebene  Combination  123...n 
permutiren  heisst:  ihre  Elemente  auf  alle  möglichen  Arten 
zu  ordnen.  Die  hierdurch  entstehenden  Formen  heissen  die 
Permutationen  der  gegebenen  Combination. 

179.  Bildung  der  Permutationen.  —  Erste  Methode.  Man 
schreibt  ein  Element  auf,  und  besetzt  die  beiden  Plätze  rechts 
und  links  von  demselben  mit  einem  zweiten.  In  jeder  der  bei- 
den so  erhaltenen  Formen  besetzt  man  die  drei  vorhandenen 
Plätze  (vor  jedem  Element  und  am  Ende)  mit  einem  dritten 
Elemente,  u.  s.  w.    Man  erhält  dadurch  allmälig  die  Formen 

1. 

21,     12. 

321,  231,  213,  312,  132,  123. 


Dies  Verfahren  wird  fortgesetzt,  bis  alle  Elemente  erschöpft 
sind.  Dann  bildet  die  letzte  Formenreihe  die  gesuchten  Per- 
mutationen. 

Die  Reihe  der  Elemente  heisst  geordnet,  wenn  jedem 
Elemente  ein  höheres  folgt. 

Die  Reihe  der  Permutationen  heisst  geordnet,  wenn, 
unter  der  Voraussetzung  dass  jede  Form  eine  Decimalzahl  be- 
deutet, jede  folgende  Form  eine  grössere  Zahl  vorstellt  als  die 
vorhergehende. 

Anm.  Die  erste  Methode  giebt  die  Permutationen  nicht  in  geord- 
neter Reihe.  Anch  macht  sie  insofern  einen  Umweg  als  ausser  den  beab- 
sichtigten Permutationen  noch  eine  Menge  anderer  Formen  gebildet  wird. 
Von  dem  ersten  Mangel  ist  die  folgende  Methode  frei. 

Zweite  Methode.  Man  schreibt  jedes  Element  einmal 
in  geordneter  Reihe  auf.  In  jeder  dieser  (einstelligen)  Formen 
setzt  man  an  zweite  Stelle  die  jedesmal  übrigen  Elemente  in 
geordneter  Reihe,  u.  s.  w.    So  erhält  man: 
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2      3      4.. 


12  21  31  41 

13  23  32  42 

14  24  34  43 


Dritte  Methode.  Um  aus  der  geordneten  Elementen- 
Reilie  alle  Permutationen  direct  und  geordnet  zu  bilden,  erhöht 
man  das  dein  Ende  nächste  Element,  welches,  ohne  auf  ein 
vorhergehendes  höheres  Element  zurückzugreifen,  noch  erhöht 
werden  kann,  möglichst  wenig,  und  ordnet  die  folgenden  Ele- 
mente. Ebenso  bildet  man  aus  jeder  Permutation  die  folgende. 
So  erhält  man  z.  B.  für  6  Elemente  der  Reihe  nach: 

12  3  4  5  6 

12  3  4  6  5 

1  2  3  546 

12  3  5  6  4 

12  3  6  4  5 

12  3  6  5  4 

12  4  3  5  6 

Anm.  Wie  bestimmt  man  die  n*f  Permutation  einer  gegebenen 
Combination,  ohne  die  n  —  1  vorhergehenden  zu  bilden  ?  —  Wie  bestimmt 
man  von  einer  gegebenen  Permutation,  die  wievielte  sie  ist?  — 

180.  Bestimmung  der  Anzahl  der  Permutationen.  —  Erster 
Fall:  Alle  Elemente  sind  ungleich.  —  Aus  der  ersten 
der  zur  Bildung  der  Permutationen  angewandten  Methoden  geht 
hervor,  dass  die  Anzahl  der  Permutationen  für  1  Element  1, 
für  2  Elemente  1.2  =  2!,  für  3  Elemente  1.2.3  =  3!  beträgt. 
Sie  wird  daher  für  n  Elemente  n !  sein,  wenn  diese  Bestimmung 
auch  noch  für  (n  +  1)  Elemente  gilt.  Nun  erhält  man  aber 
aus  den  Permutationen  von  n  Elementen  diejenigen  von  (n  + 1) 
Elementen,  wenn  man  in  jeder  der  ersteren  das  neue  Element 
au  die  (»  +  1)  vorhandenen  Plätze  stellt.  Aus  jeder  der  nl 
Pennutationen  gehen  also  (n  + 1)  neue  hervor,  sodass  die 
Gc  ammtzahl  n\(n  +  1)  =  (n  +  1)!  beträgt.  Mithin  gilt,  wenn 
mi  Pn  die  Anzahl  der  Permutationen  aus  n  Elementen  be- 
zei  hnet  wird,  allgemein  die  Formel 

Pn  =  n !  186. 

Zweiter  Fall:  Unter  den  n  Elementen  sind  p 
gl  iche.  —  Wenn  man  alsdann  in  einer  beliebig  gewählten 
Fo  *u  die  p  gleichen  Elemente  unter  sich  permutirt,  so  erhält 

8      !•(•!,  Btaa*Dtar-Mft«lMmfttik.  L  10 
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man  p !  Formen,  die  sich  gar  nicht  von  einander  unterscheiden. 
Stellt  man  nun  zuerst  alle  diejenigen  Formen  auf,  welche  wirk- 
lich von  einander  verschieden  sind,  und  permutirt  in  jeder  die 
p  gleichen  Elemente  unter  sich,  so  erhält  man  sämmtliche  n! 
Formen,  Sei  die  Anzahl  der  von  einander  verschiedenen  For- 
men Pnp,  so  ist  hiernach 

plP^zzznl 
oder:  ni 

186,  Pnp  —  •-  -.-. 

P- 

Sind  ausser  der  Gruppe  von  p  gleichen  Elementen  noch 
Gruppen  von  q,  r, . .  unter  sich  gleichen  Elementen  vorhanden, 
so  erhält  man  durch  Wiederholung  der  vorigen  Betrachtung 
die  Formel 

p  n! 

187'  /W-"""j>!j!r!...- 

Anm.    Aus  187  folgt  noch: 
187..  Pnpin_t-i^Lw-n.,       (129). 

(Aufgaben:  Hofmann  3.  Siebzehnter  Abschn.  50 — 70.  —  Bardey 
XXXV,  A.) 

2.  Das  Comblniren. 

181.  Erklärungen.  —  Eine  Reihe  von  n  Elementen  zur 
p*±  Classe  combiniren  (die  Combinationen  zur  pä?  Classe 
aus  n  Elementen  bilden)  heisst:  aus  diesen  n  Elementen  auf 
alle  möglichen  Arten  Formen  bilden,  welche  p  Elemente  enthal- 
ten. Diese  Formen  heissen  Combinationen  zur  jptS  Classe, 
und  zwar  Combinationen  ohne  Wiederholung,  wenn  jedes 
Element  in  jeder  Form  nur  einmal,  mit  Wiederholung,  wenn 
es  beliebig  oft  vorkommen  darf. 

Anm.  Man  kann  auch  Combinationen  mit  beschränkter  Wie- 
derholung bilden,  wobei  die  Anzahl  der  gleichen  Elemente  einer  Form 
unter  einer  gegebenen  Grenze  bleiben  muss;  oder  Combinationen  zu 
einer  bestimmten  Summe,  wobei  die  Summe  der  Zahlenwerthe  der 
Elemente  in  jeder  Form  einer  gegebenen  Zahl  gleich  sein  muss.  —  In 
jeder  Form  pflegt  man  die  Elemente  in  dem  beim  Permutiren  festgesetz- 
ten Sinne  zu  ordnen. 

182.  Bildung  der  Combinationen.  —  a)  Ohne  Wieder- 
holung. Erste  Methode.  —  Die  Combinationen  zur  ersten 
Classe  sind  die  Elemente  selbst.  Aus  ihnen  erhält  man  die 
Combinationen  zur  zweiten  Classe,  indem  man  jeder  Form 
jedes  Element  hinzufugt,  welches  höher  ist  als  ihr  Endelement. 
So  erhält  man  für  4  Elemente  der  Reihe  nach  die  Formen: 
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1,     2,     3,    4. 
12,  13,  14,  23,  24,  34. 
Dasselbe  Verfahren  liefert  die  Combinationen  zur  dritten,  wie 
zu  höheren  Classen. 

Zweite  Methode.  Um  aus  der  geordneten  Elementen- 
Reihe  alle  Combinationen  zur  pl™  Classe  direct  zu  bilden, 
schreibt  man  ihre  ersten  p  Elemente  auf,  und  erhöht  dann 
das  letzte  Element,  welches  eine  Erhöhung  zulässt,  so  oft,  als 
es  die  Zahl  der  gegebenen  Elemente  gestattet,  um  eine  Ein- 
heit, während  jedes  dem  erhöhten  Element  etwa  folgende  Ele- 
ment um  eine  Einheit  höher  angenommen  wird  als  das  vorher- 
gehende. Durch  Fortsetzung  dieses  Verfahrens  ergeben  sich 
allmälig  alle  Combinationen.  So  erhält  man  z.  B.  die  Com- 
binationen zur  3.  Classe  aus  5  Elementen,  wie  folgt: 

123,  124,  125,  134,  135,  145,  234,  235,  245,  345. 

b)  Mit  Wiederholung.  —  Die  Methoden  sind  dieselben 
wie  im  vorigen  Falle;  nur  wird  bei  der  ersten  Methode 
jedem  Endelemente  nicht  nur  jedes  höhere,  sondern  auch  das 
ihm  gleiche  Element  hinzugefügt.  Bei  der  zweiten  Methode 
besteht  die  erste  Form  aus  p  Einheiten  (1),  und  jedes  dem 
erhöhten  Element  etwa  folgende  Element  wird  diesem  gleich 
gesetzt. 

Dadurch  treten  in  dem  für  die  erste  Methode  gegebenen 
Beispiel  noch  die  Formen  11,  22,  33,  44  hinzu.  Nach  der 
zweiten  Methode  erhält  man  die  Combinationen  zur  3.  Classe 
aus  3  Elementen,  wie  folgt: 

111,  112,  113,  122,  123,  133,  222,  223,  233,  333. 

183.  Bestimmung  der  Anzahl  der  Combinationen.  —  a)  Ohne 
Wiederholung.  —  Aus  der  ersten  der  zur  Bildung  der  Com- 
binationen angewandten  Methoden  geht  hervor,  dass  die  Anzahl 
der  Combinationen  aus  n  Elementen  zur  1.  Classe  n  ist.  Um 
die  Combinationen  zur  2.  Classe  zu  finden,  kann  man  jedes 
drr  n  Elemente  mit  jedem  der  n  —  1  übrigen  verbinden.  Dies 
gi  jbt  »(»  — 1)  Formen.  Durch  dieses  Verfahren  aber  erhält 
iE  in  jede  Form  auf  alle  Arten  permutirt,  d.  h.  doppelt;  mithin 

n  in  —  1) 
is    die  Anzahl  der  verschiedenen  Formen  nur  — ^ — ^-^  =  n-2. 

D  irch  die  gleiche  Betrachtung  erhält  man  als  Anzahl  der  Com- 
bi mtionen  zur  3.  Classe  — — z — ^-=- — -  =  n'3,  und  allgemein, 

10* 
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wenn  pCn  die  Anzahl  der  Combiuationen  aus  n  Elementen  zur 
p*£  Classe  ohne  Wiederholung  bezeichnet: 

188.  PC„  =  »-*. 

b)  Mit  Wiederholung.  Denkt  man  sich  in  jeder  dieser 
Combinationen  das  2*  Element  um  1,  das  3*  um  2,  u.  s.  f.; 
das  p£  endlich  um  p  —  1  erhöht,  so  liefert  jede  Form  eine 
Combination  zur  p%™  Classe  aus  »+p  — 1  Elementen  ohne 
Wiederholung.  (Denn  dadurch,  dass  auch  das  höchste  Element 
b,  wie  alle  vorhergehenden,  an  manchen  Stellen  um  p  —  1  er- 
höht wird,  wächst  die  Anzahl  der  Elemente  um  p  —  1.  Und 
da  die  gleichen  Elemente  einer  Form  um  verschiedene  Grössen 
erhöht  werden,  so  kommen  in  keiner  der  neuen  Formen  noch 
gleiche  Elemente  vor.) 

Denkt  man  sich  umgekehrt  in  jeder  der  Combinationen 
zur  p*??  Classe  aus  n  +  p  —  1  Elementen  ohne  Wiederholung 
das  2*!  Element  um  1,  das  3ü  um  2,  u.  s.  f.;  das  p*  endlich 
um  p  —  1  erniedrigt,  so  liefert  jede  Form  eine  Combination 
zur  p*??  Classe  aus  n  Elementen  mit  Wiederholung. 

Also  entsprechen  sich  je  zwei  dieser  verschieden  gebildeten 
Formen;  d.  h.:  die  Anzahl  der  einen  ist  so  gross  wie  die  der 
andern.    Bezeichnet  man  also  die  Anzahl  der  Combinationen 

aus  n  Elementen  zur  pS  Classe  mit  Wiederholung  durch  VC*, 
so  ist  nach  188 

189.  pCn  =  (n+p-l)'p. 

(Aufgaben:  Hofmann  3.    Siebzehnter  Absehn.  78 — 100. 

—  Bardey  XXXV.  B.) 

3.  Das  Yariiren. 

184«  Erklärungen.  —  Eine  Reihe  von  n  Elementen  zur 
p*2  Classe  variiren  (die  Variationen  zur  p*^?  Classe  aus  n 
Elementen  bilden)  heisst:  die  permutirten  Combinationen  zur 
p^  Classe  aus  diesen  n  Elementen  bilden.  Diese  Formen 
heissen  Variationen  zur  p£j  Classe,  und  zwar  Variationen 
ohne  oder  mit  Wiederholung,  je  nachdem  die  Combina- 
tionen ohne  oder  mit  Wiederholung  gebildet  sind. 

185«  Bildung  der  Variationen.  —  a)  Ohne  Wiederholung. 

—  Die  Variationen  zur  ersten  Classe  sind  die  Elemente  selbst. 
Aus  ihnen  erhält  man  die  Variationen  zur  zweiten  Classe,  in- 
dem man  jeder  Form  jedes  Element  hinzufügt,  welches  noch 
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nicht  in  ihr  enthalten  ist.    So  erhält  man  für  3  Elemente  der 
Reihe  nach  die  Formen: 

1,     2,     3. 
12,  13,  21,  23,  31,  32. 
Dasselbe  Verfahren  liefert  die  Variationen  zur  dritten,  wie  zu 
höheren  Classen. 

b)  Mit  Wiederholung.  —  Die  Methode  ist  dieselbe  wie 
vorher;  doch  wird  jeder  Form  jedes  Element  ohne  Ausnahme 
hinzugefügt.  Dadurch  treten  in  dem  obigen  Beispiel  noch  die 
Formen  11,  22,  33  hinzu. 

Anm.  Diese  Methode  führt  directer  zum  Ziel,  als  wenn  man  erst 
die  üomhinationen  bildet,  und  dann  jede  Combination  permutirt. 

186.  Bestimmung  der  Anzahl  der  Variationen.  —  a)  Ohne 
Wiederholung.  —  Aus  der  oben  gegebenen  Bildungsmethode 
geht  durch  dieselbe  Betrachtung,  welche  bei  den  Combinationen 
angestellt  wurde,  hervor,  dass  die  Anzahl  der  Variationen  ohne 
Wiederholung  aus  n  Elementen  zur  lä?  Classe  n,  zur  2Ä?7»(n— 1) 

ist;  allgemein  zur  p*B  Classe  (wenn  diese  Anzahl  mit  pVn  be- 
zeichnet wird): 

pVn  =  n(n-   l)...(n—  p+  l)  =  n *.p!  190. 

b)  Mit  Wiederholung.  —  Man  findet  ebenso  wie  vor- 
her, dass  die  Anzahl  der  Variationen  mit  Wiederholung  aus 
n  Elementen  zur  li??  Classe  n,  zur  2*£?  n2  ist;   allgemein  zur 

pS»  Classe  (wenn  diese  Anzahl  mit  pFMbezeichnet  wird): 

pVn  =  n*.  191. 

(Aufgaben:  Hofmann  3.  Siebzehnter  Abschn.  71 — 100.  — 
Bardey  XXXV.  C.) 


Angewandte  Combinatorik. 

I.  Die  Biiiomialreihe. 

187«  Vorbemerkung.  —  Mit  Hilfe  der  Combinatorik  ist  eine 
Aufgabe  der  Arithmetik  lösbar,  die  früher  nicht  erledigt  wer- 
den konnte.  Es  ist  dies  die  in  dem  Ausdruck  (a  +  6)c  aus- 
gesprochene zweite  Grundaufgabe  der  Potenzirung.  (Vgl.  S.  28.) 
Wir  werden  diese  Aufgabe  hier  nur  für  den  Fall  lösen,  dass  e 
eine  ganze  positive  Zahl  ist.  Es  lässt  sich  auch  zeigen,  dass 
die  gefundene  Formel  allgemein  gilt;  doch  gehören  die  dazu 
erforderlichen  Betrachtungen  nicht  mehr  in  das  Gebiet  der 
Elemente. 

188.  Aufstellung  der  Binomialreihe.  —  Es  sei  das  aus  n 
Factoren  bestehende  Product 

(x  +  ax)(x  +  a2)(x  +  a3) . . .  (x  +  On) 

gegeben.  Die  Lösung  der  Klammern  liefert  offenbar  ein  nach 
fallenden  Potenzen  von  x  geordnetes  Polynom,  dessen  erstes 
Glied  xn,  dessen  letztes  axa2 . . .  a»  ist.  Seien  die  Coefficienten 
der  Potenzen  von  jt?  einstweilen  mit  ev c2,  ...en  bezeichnet,  so  ist 

\   =  X»  +  OjE"-1  +  C2tf"-2  +  .  .  .  +  Cn_iX  +  C». 

Um  nun  die  Factoren  c  zu  bestimmen,  ist  Folgendes  zu  be- 
achten. Das  Glied  des  Polynoms,  welches  jf"-1  enthält,  ent- 
steht, wenn  man  aus  allen  Klammern,  eine  ausgenommen,  den 
Summand  x  zur  Multiplication  bringt.  So  erhält  man  a^*— * 
+  a^"-1  + . .  +  dnX"-1  oder  (a\  +  a2  +  . . .  +  a») jc*-1.  Ebenso 
findet  man  die  Factoren  der  übrigen  Potenzen  von  je,  nämlich: 

Cj  =:  Oj  +  a2  +  . . .  +  On 

C2  =  Öl°2  +  öl°3  +  °2a3  + 

c3  =  a[a2a^  +  axa2aA  +  . . . 
cn  =  axa2  . .  .On. 
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Demnach  ist  ex  die  Summe  aller  Combinationen  ohne  Wieder- 
holung zur  l*f  Classe  aus  den  Elementen  av  a2, . .  .  o*  (wobei 
die  Elemente  jeder  Form  durch  Multiplication  verbunden  sind). 
Und  allgemein  ist  ep  die  Summe  aller  Combinationen  ohne 
Wiederholung  zur  p*?  Classe  aus  den  Elementen  avav... an. 
Setzt  man  nun 
2)  Gj  =  a2  =  a3  = . . .  =  On  =  a, 

50181  c1==a(l  +  l  +  ...) 

c2  =  a2(l  +  l  +  ...) 


cn  =  an 


Und  zwar  enthält  die  p*  Klammer  so  viel  Einheiten,  als  die 
Anzahl  der  Combinationen  aus  n  Elementen  zur  p*ZZ  Classe 
beträgt;  d.  h.:  der  Werth  der  pÄn  Klammer  ist  np  (nach  188). 
Folglich  ist 

3)  c1==nl.a;  c2  =  n'2 .  a2;  ...  cn=znnan=:an. 

Setzt  man  nun  die  Werthe  2)  und  3)  in  1)  ein,  so  folgt: 

4)  (x+a)w=xw+n1axn~"1+n-2a2xn'"2+...+nw~1an""1x+nnon.  192, 

Diese  Formel  wird  für  jeden  ganzen  und  positiven  Werth  von 
n  gelten,  wenn  sie  unter  der  Voraussetzung,  dass  sie  für  den 
Exponenten  n  richtig  ist,  auch  noch  für  n  + 1   gilt.     (Denn 
nach  44  gilt  sie  für  die  Werthe  n  =  2  und  n  =  3.) 
Nun  ist 

(x  +  a)n+i  =  (x  +  a)  (x  +  a)« 

=  x*+*  +  n,1flxn  +  n-2a2x*"~1  +  . . .  +  nnaHx 

+       axn  +  n1  d2 x*—1  +  . . .  +  nn"~1anx  +  nHan+1 

=x*+1+(n+iyiaa»+(n+l)2a2x»-1+...+^^ 

(Denn  nach  136  ist  n*  +  n  -<i»— »>=(»  + 1)-*).  Die  Formel  gilt 
also  auch  für  den  Exponenten  n  +  1,  mithin,  da  sie  für  n  =  2 
und  n=3  gilt,  für  jeden  ganzen  und  positiven  Werth  von  n. 

Anm.    Ist  tf  negativ,  so  haben  die  Glieder  anf  der  rechten  Seite 
abwechselnd  positive  und  negative  Vorzeichen. 

Setzt  man  in  4)  a=l,  und  ordnet  die  Glieder  auf  heiden 
S  ten  von  rechts  nach  links,  so  erhält  man 

i)  (x  +  l)n  =  1  +  nAx  +  n2x2  +  nsx3  +  . . .  193. 

189.  Erklärung.  —  Die  Reihe 

1  +  n^x  +  n-2x2  +  n*3x3  +  . . . 
h  sst  Binomialreihe,  x  ihre  Grundzahl,  n  ihr  Exponent, 
d  '  Factoren  »-1,  n-2,  ...  die  Binomialcoefficienten. 


152  189*  190*    Binomialrexhe.    Wahrscheinlichkeit. 

An m.  Für  negative  und  umgekehrte  Exponenten  gilt  die  Binomial- 
formel  6)  nur,  wenn  ihre  Grundzahl  <<  1  ist.  Die  Binomialreihe  ist  in 
beiden  Fällen  eine  unendliche,  weil  kein  Binomialooefflcient  den  Factor 
Null  enthalten  kann,  die  Reihe  sich  also  beliebig  fortsetzen  lässt.    Setzl 

man  in  4)  a  =  y  -f-  s,  so  lässt  sich  eine  Formel  rar  (x  -f-  y  -f-  *)"  aufstellen 
(Polynomial-Forrael). 

Wenn  in  6)  *  und  n  negativ  angenommen  werden,  so  erhalt  man: 

(l-^-i-f-n^f  +  l-rV-f-^V-f... 

oder,  da  nach  138  (—  »)•*  =  (— 1)*>  +  p_l)-*  ist: 

193a.       — ^=l+--1«  +  (*  +  l)-2»2  +  (»  +  2)-8*3  +  ... 

(1  —  *)n 

Welche  Zahlenreihen  bilden  die  Coeffioienten  für  *  =  1,  2,  3,  . . .  ?     Be- 
stimmung derselben  Zahlreihen  durch  das  Divisionsverfahren.  —  Welche 

1  4-m  ' 

Zahlenreihen  liefert  für  die  obigen  Werthe  von  n  der  Ausdruck 

(1  —  x)n 
wenn  man  ihn  mittelst  der  unmittelbar  klaren  Formel 

-i±^  =  2M-l L_ 

(i — X)»     Ld  _  my> j    (i — *)»- 1 

berechnet? 

Wenn  man  in  der  Formel  (1  +  x)p .  (1  +  *)*  =  (1  +  x)p+*  die  drei 
Potenzen  nach  193  in  Reihen  entwickelt,  und  nach  Ausführung  der  Mul- 
tiplication  links  die  Coeffioienten  der  gleichhohen  Potenzen  von  x  links 
und  rechts  gleich  setzt,  so  erhält  man  Formel  137. 

(Aufgaben:  Hofmann  3.    Siebzehnter  Absohn.  10—49.) 

IL  Die  Wahrscheinlichkeitsrechnung. 

Einleitung. 

190.  Wahrscheinlichkeit  durch  Beobachtung.  —  Jedes  Ereig- 
niss  hängt  von  einer  oder  mehreren  Ursachen  ab.  Mehrere 
Ereignisse  können  durch  Ursachen  von  gleicher  oder  verschie- 
dener Stärke  bestimmt  werden.  Hängen  mehrere  Ereignisse 
so  zusammen,  dass  in  einem  gegebenen  Falle  das  eine  oder 
das  andere  erfolgen  muss,  dass  es  aber  dem  Zufalle  überlassen 
bleibt,  welches  derselben  erfolgt,  so  kaun  man  aus  dem  Ein- 
treten desselben  noch  keinen  Schluss  auf  die  Stärke  der  be- 
stimmenden Ursache  ziehen.  Mehrt  sich  aber  die  Zahl  der 
gegebenen  Fälle,  so  werden  diejenigen  Ereignisse,  welche  von 
stärker  wirkenden  Ursachen  abhängen,  häufiger,  jene  dagegen, 
deren  Ursachen  schwächer  wirken,  seltener  eintreten.  Die  Wir- 
kung des  Zufalls  tritt  also  zurück,  und  nähert  sich  der  Grenze 
Null  in  demselben  Masse,  wie  die  Anzahl  der  gegebenen  Fäfle 
wächst.  Dagegen  tritt  die  Wirkung  der  die  Ereignisse  bestim- 
menden Ursachen  hervor,  und  zeigt  sich  in  den  Zahlen,  welche 
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angeben,  wie  oft  jenes  Ereigniss  eintrat.  Wenn  also  in  einer 
grossen  Anzahl  gegebener  Fälle  (»)  v  Arten  von  Ereignissen 
eintreten,  und  zwar  die  erste  Art  a1mal,  die  zweite  a2mal, 
...  die  pt  Oyinal,  (sodass 

ax  +  a2  +  . . .  +  ff,  =  n 
ist),  dann  kann  man  rückwärts  schliessen,  dass  die  Ursachen 
dieser  Ereignisse  in  ihrer  Stärke  sich  annähernd  verhalten  wie 
die  Zahlen  a„  av  ...  ap.  (Wenn  n  immer  grösser  wird,  so 
werden  die  Verhältnisse  dieser  Zahlen  immer  kleinere  Aende- 
rungen  erleiden  und  sich  festen  Wertheu  nähern.)  Man  kann 
aber  auch  vorwärts  schliessen,  dass,  wenn  die  n  gegebenen 
Fälle  aufs  Neue  eintreten,  dann  das  erste  Ereigniss  wieder 
ajinal,  das  zweite  a2mal,  etc.  eintreten  wird.    Man  nennt  dann 

den  Quotienten  —  die  Wahrscheinlichkeit  des  rS  Ereig- 
nisses (die  Wahrscheinlichkeit,  dass  in  einem  gegebenen  Falle 
das  Ereigniss  eintritt).  Diese  Wahrscheinlichkeit,  welche  durch 
Beobachtung  und  Zählung  wirklicher  Ereignisse  (a  posteriori) 
gefunden  wird,  hat  nach  dem  oben  Gesagten  nur  die  Genauig- 
keit eines  Näherungswerthes.  Die  Wissenschaft,  welche  solche 
Beobachtungen  und  Zählungen  anstellt,  und  aus  ihnen  Schlüsse 
auf  die  ein  Ereigniss  bestimmenden  Ursachen  und  auf  die  Wie- 
derkehr des  Ereignisses  zu  ziehen  sucht,  ist  die  Statistik. 

Anm.    So  kann  man  z.  B.  ans  einem  einzigen  in  irgend   einem 
Lande  vorgekommenen  Verbrechen  keinen  Sohluss  ziehen  auf  die  Ver- 
breitung desjenigen  sittlichen  Mangels,  aus  welchem  das  Verbrechen  her- 
vorging.   Wenn  aber  unter  n  innerhalb  eines  Jahres  in  diesem  Lande 
vorgekommenen  Verbrechen  verschiedener  Art  die  eine  tfjmal,  die  andre 
03  mal  u.  s.  w   vorkam,  so  wird  man  schliessen,  dass  die  zu  Grande  lie- 
genden Ursachen  sich  ebenso  verhalten  wie  diese  Zahlen.    Und  wenn  in 
einer  Reihe  aufeinanderfolgender  Jahre  diese  Zahlen  sich  im  Verhältniss 
znr  Bevölkerungszahl  nicht  wesentlich  ändern,  so  wird  man  sagen  können, 
dass  die  Bevölkerung  im  Ganzen  in   demselben  Verhältniss   zu   diesen 
Verbrechen  hinneige,  wie  es  jene  Zahlen  *  angeben.    Dasselbe  gilt  von 
Krankheiten,  von   der  Wahl  des  Berufes,  von  Abstimmungen,  u.  s.  w., 
und  zwar  nicht  nur  im  Umfange  eines  ganzen  Landes,  sondern  auch  in 
kleineren  Bezirken.    Andre  Beispiele  bieten:  die  an  einem  bestimmten 
rte  während  eines  Jahres  beobachteten  Windrichtungen,  Gewitter,  Regen- 
de, Temperaturen.    Ferner:  Höhe  der  Ein-  und  Ausfuhr  von  Froducten, 
unahmen  und  Ausgaben,  Steuer-Erträge  während  eines  Jahres.  —  Alle 
>  gewonnenen  Resultate  lassen  sich  zu  muthmassliohen  Vorherbestim- 
nngen  benutzen. 

191.  Wahrscheinlichkeit  durch  Berechnung.  —  Waren  bis 

tzt  die  Ereignisse  gegeben,  ihre  Ursachen  aber  unbekannt, 

können  umgekehrt  die  Ursachen  gegeben  sein,  und  es  lässt 
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sich  dann  aus  der  Stärke  der  Ursachen  auf  die  Häufigkeit  der 
durch  dieselben  hervorgerufenen  Ereignisse  schliessen.  In  die- 
sem Falle  sind  also  av  a2, . . .  ap  keine  Näherungswerthe,  son- 
dern bestimmte  Zahlen,  und  ebenso  hat    -,  die  Wahrschein- 

n 

lichkeit  des  r*JB  Ereignisses,  einen  genauen  Werth.  Die  Wahr- 
scheinlichkeit eines  Ereignisses  wird  hier  durch  Vorausberech- 
nung, ohne  dass  dasselbe  schon  stattgefunden  hat,  ermittelt 
(a  priori).  Soll  diese  Berechnung  aber  möglich  sein,  so  muss 
für  jedes  Ereigniss  eine  Anzahl  von  Fällen  gegeben  sein,  welche 
dieses  Ereigniss  hervorrufen, und  die  Zahlen  ava2... ap,  welche 
diese  Anzahl  für  jedes  Ereigniss  angeben,  müssen  zusammen 
alle  möglichen  Fälle  umfassen.  Die  Wissenschaft,  welche  lehrt, 
alle  in  Bezug  auf  ein  Ereigniss  möglichen  Fälle  aufzustellen 
und  die  dem  Ereigniss  günstigen  Fälle  zu  bestimmen,  ist  die 
Wahrscheinlichkeitsrechnung. 

Anm,  So  ist,  wenn  aus  einem  Spiel  Karten  ein  Bild  gezogen  wer- 
den soll,  die  Zahl  der  möglichen  Fälle  gleich  der  Anzahl  der  Karton,  die 
Zahl  der  günstigen  Fälle  gleich  der  Anzahl  der  Bilder.  .  Andre  Beispiele 
bieten:  Das  Werfen  mit  Würfeln,  das  Ziehen  eines  Looses,  das  Wetten 
(wobei  die  Einsätze  der  Parteien  sich  verhalten  müssen  wie  die  durch 
Rechnung  oder  duroh  Schätzung  bestimmten  Wahrscheinlichkeiten  des 
Gewinnes). 

Die  Richtigkeit  der  durch  Rechnung  gefundenen  Wahr- 
scheinlichkeit kann  durch  Versuche  (d.  h.  dadurch,  dass  man 
die  Ereignisse  wirklich  hervorruft)  geprüft  werden.  Hat  man 
also  als  Wahrscheinlichkeit  eines  Ereignisses  den  Quotienten 

r  gefunden,  so  muss  unter  p .  n  Versuchen  das  Ereigniss  p .  ar- 

mal  eintreten,  und  zwar  muss  dies  Resultat  um  so  genauer 
zutreffen,  je  grösser  p  ist.  Widerspricht  das  Resultat  der  Ver- 
suche dem  durch  Berechnung  gefundenen,  so  folgt,  dass  die 
Zahl  ar  nicht  die  Sttärke  der  das  Ereigniss  hervorrufenden  Ur- 
sache ausdrückt,  dass  also  Ursachen  wirksam  sind,  die  man 
vorher  nicht  in  Rechnung  gezogen  hatte.  So  kann  also  die 
Vergleichung  der  durch  Berechnung  und  der  durch  Beobachtung 
gewonnenen  Resultate  zur  Ermittelung  unbekannter  Ursachen 
dienen. 

Anm.  So  ist  z.  B.  beim  Werfen  mit  einem  Würfel  die  Wahrschein- 
lichkeit für  alle  Würfe  von  1  bis  6  dieselbe.  Es  wird  daher  ein  be- 
stimmter Wurf,  z.  B.  6,  unter  6  Würfen  durchschnittlich  einmal,  unter 
6  p  Würfen  nahezu  p mal  vorkommen.  Findet  dieser  Wurf  aber  viel  öfter 
statt,  so  wird  man  schliessen,  dass  der  Würfel  gefälscht  ist,  d.  h.  dass 
eine  bei  der  Rechnung  nicht  in  Betracht  gezogene  Ursache  die  Wahr- 
scheinlichkeit für  den  Wurf  6  erhobt  hat. 


p 
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Umgekehrt  kann  die  Vermuthung,  dass  einem  Ereigniss 
besondere  Ursachen,  die  sich  der  Wahrnehmung  entziehen,  zu 
Grunde  liegen,  durch  nachträgliche  Berechnung  der  Wahr- 
scheinlichkeit dieses  Ereignisses  geprüft  werden.  Fällt  diese 
Wahrscheinlichkeit  sehr  gering  aus,  so  wird  die  Vermuthung 
für  begründet  erachtet  werden. 

Anm.  So  wird  man  z.  6.,  wenn  man  auf  einem  Tisohe  6  Würfel 
findet,  die  alle  anf  der  oberen  Seite  eine  Eins  zeigen,  auch  ohne  Be- 
rechnung schon  vermuthen,  dass  diese  Zusammenstellung  nicht  das  Re- 
sultat eines  Wurfes,  sondern  einer  absichtlichen  Anordnung  sei.  —  Koch 
mehr  wird  eine  solche  Vermuthung  bestärkt,  wenn  die  Möglichkeit  wie- 
derholter Versuche  ausgeschlossen  ist.  Beispiele  der  Art  bieten  u.  A.: 
die  grosse  Anzahl  der  Doppelsterne,  welche  auf  die  begründete  Ver- 
muthung geführt  hat,  dass  viele  dieser  Sternpaare  nicht  zufällig  für  unser 
Auge  beisammenstehen,  sondern  wirklich  zusammengehören;  ferner  die 
geringe  Neigung  der  Planetenbahnen  gegen  die  Ekliptik,  u.  s.  w. 

Die  Wahrscheinlichkeit  eines  Ereignisses  kann  sowohl  für 
den  Fall  eines,  wie  für  den  Fall  mehrerer  Versuche  be- 
stimmt werden.  Man  unterscheidet  hiernach  Wahrscheinlich- 
keit für  einen  und  für  mehrere  Fälle. 

Es  kann  sich  ferner  handeln  um  die  Wahrscheinlichkeit 
eines  oder  mehrerer  Ereignisse.  Hiernach  unterscheidet 
man  einfache  und  corabinirte  Wahrscheinlichkeit. 

Im  letzteren  Falle  kann  entweder  der  einzelne  Eintritt 
irgend  eines  der  Ereignisse,  oder  das  Zusammentreffen 
aller  als  günstiger  Fall  betrachtet  werden.  Hiernach  unter- 
scheidet man  getrennte  und  zusammengesetzte  Wahr- 
scheinlichkeit mehrerer  Ereignisse. 

A.  Wahrscheinlichkeit  für  einen  Fall. 

a.  Einfache  Wahrscheinlichkeit. 

192.  Erklärung.  —  Unter  der  mathematischen  Wahr- 
scheinlichkeit eines  Ereignisses  versteht  man  den  Quotien- 
ten aus  der  Anzahl  der  das  Ereigniss  hervorrufenden  Fälle,  und 
der  Anzahl  aller  in  Bezug  auf  das  Ereigniss  möglichen  Fälle. 

193.  Folgerungen.  —  Die  Wahrscheinlichkeit  ist  im  AU- 
smeinen  ein  echter  Bruch.  Ihre  Grenz werthe  sind  1  und  0. 
ie  Wahrscheinlichkeit  1  bedeutet  die  Gewissheit  des  Eintre- 
sns,  die  Wahrscheinlichkeit  0  die  Gewissheit  des  Nicht-Ein- 
etens  des  Ereignisses.  —  Ist  die  Wahrscheinlichkeit  eines 
Ireignisses  a,  so  ist  1  —  a  die  dem  Ereigniss  entgegengesetzte 
Tahrscheinlichkeit. 


**} 
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Alle  die  Ermittelung  der  einfachen  Wahrscheinlichkeit  be- 
treffenden Aufgaben  lassen  sich  auf  eine  allgemeine  Form  brin- 
gen. Ist  das  Ereigniss  ein  einfaches,  so  kann  man  sein  Ein- 
treten durch  die  Wahl  eines  Elementes  aus  einer  grösseren 
Anzahl  (durch  das  Ziehen  eines  Looses)  darstellen.  Ist  das 
Ereigniss  ein  zusammengesetztes,  so  kann  man  die  Aufgabe  in 
die  Form  einkleiden:  mit  einer  Anzahl  Würfel  von  bestimmter 
Felderzahl  eine  gegebene  Summe  zu  werfen. 

194«  a.  Einfache  Ereignisse. 

1)  Wie  gross  ist  die  Wahrscheinlichkeit,  aus  n  ge- 
gebenen Elementen  ein  vorher  bestimmtes  zu  wählen? 

Die  Anzahl  der  möglichen  Fälle  ist  n,  die  der  günsti- 
gen 1;  also  1 

194.  w  =  — . 

n 

2)  Wie  gross  ist  die  Wahrscheinlichkeit,  aus  n 
gegebenen  Elementen  k  vorher  bestimmte  zu  wählen? 

Die  h  vorherbestimmten  Elemente  bilden  eine  Combination 
zur  ÄS  Classe  aus  n  Elementen.  Die  Anzahl  aller  dieser  Com- 
binationen  ist  die  Zahl  der  möglichen  Fälle.  Sie  ist  (nach  188) 
»■*.    Die  Zahl  der  günstigen  Fälle  ist  1;  also  ist 

195.  w  —  J_ 

n" 

Anm.  Sollen  die  h  vorher  bestimmten  Elemente  noch  in  bestimm- 
ter Reihenfolge  erscheinen,  so  bilden  sie  eine  Variation  zur  ktej±  Classe 
ans  n  Elementen.    Mithin  ist,   da   die  Anzahl   aller  dieser  Variationen 

(nach  190)  n'k  .k\  betragt, 

1 

196.  tc  =  — . 

nk.h\ 

3)  Wie  gross  ist  die  Wahrscheinlichkeit,  dass, 
wenn  von  n  Elementen  k  gewählt  werden,  h  vorher 
bestimmte  dabei  sind? 

Würden  nur  h  Elemente  gewählt,  so  wäre  die  Wahrschein- 
lichkeit — i,.    Es   sind   aber   ausser  diesen  vorherbestimmten 

h  Elementen  noch  (k  —  h)  andre  beliebig  zu  wählen,  und  zwar 
aus  den  (n  —  h)  noch  übrigen  Elementen.  Diese  Wahl  kann  in 
sovielfacher  Weise  stattfinden,  als  Combinationen  zur  (fc  —  Ä)*£ 
Classe  aus  (n—h)  Elementen  exiBtiren.  Jede  dieser  (n— ä),(*~ h) 
Combinationen  giebt,  mit  den  h  vorher  bestimmten  Elementen 
verbunden,  einen  günstigen  Fall.    Die  Anzahl  der  günstigen 
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Fälle  ist  also  (n  —  h) •<*-*).     Die  Anzahl  der  möglichen  Fälle 

ist,  wie  in  2)  »■*;  mithin 

(n-A)-<*-Ä> 
to  =  - — --j- .  197. 

4)  Unter  n  Elementen  sind  p  von  einer  bestimm- 
ten Sorte.  Wie  gross  ist  die  Wahrscheinlichkeit, 
dass,  wenn  h  Elemente  gewählt  werden,  h  von  jener 
Sorte  dabei  sind? 

Ausser  den  h  vorher  bestimmten  Elementen  sind,  wie  im 
vorigen  Falle,  (Ä  — h)  beliebige  Elemente  zu  wählen.  Die  Wahl 
derselben  findet  aber  diesmal  nicht  aus  (»  — A),  sondern  aus 
(n—p)  Elementen  statt  (weil  unter  den  k  -  h  beliebigen  Ele- 
menten keins  der  p  Elemente  von  der  bestimmten  Sorte  sich 

befinden  darf).    Demnach  würde  w  =  - — -^ sein.  —  Nun 

n* 

sind  aber  nicht,  wie  im  vorigen  Falle,  h  bestimmte  Elemente 

zu  wählen,  sondern  diese  können  wieder  beliebig  aus  den  p 

Elementen  der  bestimmten  Sorte  gewählt  werden.    Die  Zahl 

der  günstigen  Fälle  in  der  eben  aufgestellten  Formel  ist  also 

mit  der  Anzahl  der  Combinationen  aus  p  Elementen  zur  ftä? 

Classe  zu  multipliciren  (weil  in  dieser  Formel  nur  eine  dieser 

Combinationen  vorausgesetzt  ist).     Demnach  ist 

(n— p) <fc~*) .  p-h 
u>  =  —       — j  -  — — .  198. 

Anm.  Ist  *>p,  so  stellen  die  Fälle  fc  =  0,  1,  2,  . . .  p  zusammen 
alle  möglichen  Fälle  dar;  d.  h.:  die  Summe  aller  Zähler  der  durch  diese 
Annahmen  aus  to  entstandenen  Brüche  ist  gleich  dem  gemeinsamen  Nen- 
ner, oder  (mit  Benutzung  von  131  und  132): 

Diese  Formel  ist  mit  137  identisch,  in  deren  Gestalt  sie  durch  die  Sub- 
stitutionen A  =  » ;  rt  =  a-J-6;  p  =  b  übergeht. 

5)  Unter  n  Elementen  sind  px  von  der  ersten,  p2 
von  der  zweiten,  ...pr  von  der  r*?  Sorte.  Wie  gross 
**t   die  Wahrscheinlichkeit,    dass,  wenn  k  Elemente 

öWählt  werden,  hx  von  der  ersten,  A2  von  der  zwei- 
n,  ...  Är  von  der  r*£  Sorte  dabei  sind? 

Da  alle  Elemente,    die  ia  keiner  der  verlangten  Sorten 
►rhanden  sind,  zusammen  als  eine  neue  Sorte  betrachtet  wer- 
n  können,  so  kann  man,  ohne  der  Allgemeinheit  der  Aufgabe 
schaden,  annehmen,  dass 

px  +  p2  +  . . .  +  pr  =  n;  Aj  +  A2  +  . . .  +  Ar  =  k 
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sei,  d.  h.  dass  die  r  Sorten  alle  n  Elemente  erschöpfen.  —  Für 
2  Sorten  würde  Formel  198  in  der  neuen  Bezeichnung  lauten: 

u>=  — — 


n.k 


Die  Wiederholung  der  im  vorigen  Fall  angestellten  Betrachtung 
zeigt,  dass  nun  allgemein  die  Formel  gilt: 

199.  w=Pl*».p2*»...Pr^ 

ntK 

Anm.  Aus  199  folgt  198,  wenn  r  =  B,  aus  198  folgt  197,  wenn 
p  =  fc,  aus  197  folgt  195,  wenn  Jk  =  ft,  aus  195  endlich  folgt  194,  wenn 
k=l  gesetzt  wird.  Jede  der  Formeln  195,  197,  198,  199  ist  also  ein 
specieller  Fall  der  folgenden. 

195«  ß   Zusammengesetzte  Ereignisse. 

Im  Folgenden  wird,  wenn  nichts  andres  bestimmt  ist,  die 
Anzahl  der  Felder  eines  Würfels  zu  6  angenommen. 

1)  Wie  gross  ist  die  Wahrscheinlichkeit,  mit 
einem  Würfel  die  Summe  s  zu  werfen? 

Die  Anzahl  der  möglichen  Fälle  ist  6,  die  der  günstigen 
(unter  der  Voraussetzung,  dass  *  eine  der  Zahlen  1  bis  6  ist) 
ist  1;  also 

1 

200.  w?  =  -g . 

Die  Wahrscheinlichkeit  ist  also,    ebenso  wie  die  Anzahl  der 
günstigen  Fälle,  für  jeden  Werth  von  s,  von  1  bis  6,  gleich. 
Stellt  man  den  Ausdruck  auf: 

so  giebt  der  Factor  jeder  Potenz  von  x  (nämlich  1)  die  An- 
zahl der  für  den  zugehörigen  Exponenten  günstigen  Fälle  an 
(wenn  man  sich  nämlich  unter  dem  Exponenten  die  zu  wer- 
fende Summe  denkt). 

2)  Wie  gross  ist  die  Wahrscheinlichkeit,  mit 
zwei  Würfeln  die  Summe  s  zu  werfen? 

Die  Anzahl  der  möglichen  Fälle  ist  62,  da  jedes  Feld  des 
ersten  mit  jedem  des  zweiten  Würfels  zusammentreffen  kann. 
Die  Anzahl  der  günstigen  Fälle  ist  jedoch  für  verschiedene 
Werthe  von  8  (von  2  bis  12)  verschieden.  Demi  es  kann  jede 
der  folgenden  Summen  durch  die  darunter  stehenden  Com- 
binationen  hervorgebracht  werden: 
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2       3       4       5       6       7        8       9       10     11      12 


11 

12 

13 

14 

15 

16 

26 

36 

46 

56 

66 

21 

22 

23 

24 

25 

35 

45 

55 

65 

% 

31 

32 
41 

33 
42 
51 

34 
43 
52 
61 

44 
53 
62 

54 
63 

64 

12345654321 

Die  Zahl  der  günstigen  Fälle  beträgt  also  1  für  s  =  2, 
2  für  s  =  3,  u.  s.  w.  Denkt  man  sich  nun  zu  jedem  Elemente 
in  den  eben  aufgestellten  Gombinationen  als  Exponent  die 
Grundzahl  x  hinzugefügt  (sodass  z.  B.  32  in  x*x2  übergeht), 
denkt  man  sieb  ferner  alle  diese  neuen  Elemente  in  jeder 
Combination  als  Factoren,  die  Combinationen  selbst  aber  als 
Summanden,  so* ist  der  hierdurch  entstehende  Ausdruck  der- 
selbe, welcher  aus  der  Multiplication  des  Ausdrucks  x1  +  x2  + 
xz  +  xA  +  xb  +  x6  mit  sich  selbst  hervorgeht.  Und  wiederum 
giebt,  wie  im  vorigen  Falle,  der  Factor  jeder  Potenz  von  x  die 
Anzahl  der  für  den  zugehörigen  Exponenten  günstigen  Fälle 
an.    Man  hat  also  diese  Zahl  dem  Ausdrucke 

(x  +  x2  +  x3  +  xA  +  <r5  +  oj6)2 
zu  entnehmen. 

3)  Wie  gross  ist  die  Wahrscheinlichkeit,  mit  n 
Würfeln  die  Summe  8  zu  werfen? 

Die  Anzahl  der  möglichen  Fälle  ist  6".  Die  Anzahl  der 
günstigen  Fälle  ist,  ähnlich  wie  vorher,  die  Anzahl  der  Com- 
binationen mit  Wiederholung  zur  Summe  s  aus  den  Elementen 
1  bis  6.  Alle  diese  Combinationen  entstehen,  wenn  man  (x  + 
x2  +  ...  +  a?6)w  entwickelt,  und  diejenigen  Glieder  herausnimmt, 
deren  Exponentensumme  s  ist.  Mithin  •  ist  (ähnlich  wie  vorher) 
die  Anzahl  der  günstigen  Fälle  gleich  dem  Factor  von  x°  in 
der  Entwickelung  des  Ausdrucks 

(x  +  x2  +  sc3  +  a?4  +  a;5  +  a?6)n. 
Nun  ist 

x  +  x2  +  a:3  +  ar4  +  a:5  +  x6  =  x(l  +  x  +  x2  +  x3  +  ar4  +  a?5) 

=  *(l-a:6)(l-*)-1; 
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also 

(*  +  *2  +  *s  +  *4  +  *5  +  z*)»  =  *»(1  -  *«)"(1  -  *)-• 

=  xn  [1  —  n1*6  +  n1*12  —  n-8*18  +  . . .] 

.  [1  +  nlx  +  (n  +  1>2*2  +  (n  +  2>8*3  +  . . .] 

=  [1  - n1*6  +  n-1*"  -  n-8*18  + . . .] 

.-[*•  +  n-l*+l  +  (n  +  l)-2a»+2  +  (n  +  2)-8*"+"8  +  . .] 

(nach  193  und  193a).  Aus  dem  durch  Lösung  der  Klammern 
rechts  entstehenden  Polynome  sind  nun  alle  diejenigen  Glieder 
herauszunehmen,  welche  den  Factor  x9  enthalten.  Es  entsteht 
aber  x*  durch  Multiplication  der  folgenden  Glieder  beider  Poly- 
nome (abgesehen  von  den  Coefficienten) : 


1 

«• 

X™ 

Xer 

X* 

x— 

x—* 

•    •   • 

X—*r 

Im  ersten  Polynom  sind  die  Coefficienten  der  hier  stehen- 
den Glieder  der  Reihe  nach 


1, 


n1, 


n 


.3 


i»     •  •  • 


Im  zweiten  Polynom  ist  der  Coefficient  von  xn+k  die  Zahl 
(b  +  ä  —  1)*;  mithin  ist  der  Coefficient  von  «"+<*— *>  oder 
von  x*  die  Zahl  (*  —  l)(*~n>,  welche  man  erhält,  wenn  man 
k  =  s  —  n  setzt.  Setzt  man  im  letzteren  Ausdruck  für  s  der 
Reihe  nach  *—.,*  — 12,  .. .,  so  erhält  man  die  zu  den  oben 
aufgestellten  Gliedern  gehörige  Coefficientenreihe : 

(s_l)-<*~»>,  (i_7)*-*^>f  (5-13><-*-12>....(s-l-6r)(^-^)... 

Die  Anzahl  der  günstigen  Fälle  ist  nun  gleich  der  Summe  der 
Producte  aus  je  zwei  entsprechenden  Gliedern  der  beiden  Coef- 
ficientenreihen,  nämlich  gleich 

(*-l)<— • *  +  n1 .  (*-7)-<*-»-6>  +  n-2 .  (i_18)-«— •-1»  + 

Demnach  ist  schliesslich  die  Wahrscheinlichkeit,  mit  n  Wür- 
feln die  Summe  s  zu  werfen,  durch  die  Formel  gegeben: 

4)  Wie  gross  ist  die  Wahrscheinlichkeit,  mit  n 
Würfeln,  deren  jeder  k  Felder  hat,  die  Summe  s  zu 
werfen? 

Man  hat  nur  in  der  vorigen  Formel  die  Zahl  6  überall 
durch  k  zu  ersetzen,  und  erhält: 
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w  =  ~[(s  - l)<— «)  +  n-1 .  (s  - 1  -  *)•(—»-*>  +  202. 

n* .  (s  _  1  -  2fc)-<— • •-»>  +  ...]. 

Die  Reihe  ist  so  lange  fortzusetzen  als  s  —  n  —  rk  positiv 
bleibt. 

b.  Cottbfnlrte  Wahrscheinlichkeit, 

196.  Getrennte  Wahrscheinlichkeit.  —  Sind  -l  und  -2  die 

a  a 

Wahrscheinlichkeiten  für  zwei  Ereignisse,  die  durch  denselben 

Versuch  entstehen  können,  so  ist  die  Wahrscheinlichkeit,  dass 

eins  dieser  Ereignisse  eintritt,  gleich  -1 \  weil  die  Anzahl 

a 

der  günstigen  Fälle  jetzt  ax  +  a2  ist.    Setzen  wir  also 

so  ist  die  Wahrscheinlichkeit 

Wenn  ferner  wv  wv  ...  wn  die  Wahrscheinlichkeiten  für  » 
Ereignisse  sind,  die  alle  durch  denselben  Versuch  entstehen 
können,  so  ist  die  Wahrscheinlichkeit  für  das  Eintreten  irgend 
eines  dieser  Ereignisse, 

w  =  wx  +  w2  +  .  • .  +  wH.  203. 

In  Worten? 

Anra.  Die  Bedingung,  dass  die  »  Ereignisse  durch  denselben  Ver- 
glich entstehen  können,  ist  unerlässlich.  Denn  wenn  z.  B.  in  einem  Gefass 
1  weisse  und  2  schwarze  Kugeln,  in  einem  andern  1  weisser  und  2  schwarze 

Würfel  sioh  befinden,  so  ist  die  Wahrscheinlichkeit,  eine  sohwarze  Kugel 

2 

zu  ziehen,  gleich  — ,  und  ebenso  gross  die  Wahrscheinlichkeit  für  einen 

o 

schwarzen  Würfel.  Hieraus  darf  man  nun  nicht  schliessen,  dass  die  Wahr- 
scheinlichkeit,  eine   schwarze  Kugel  oder  einen  schwarzen  Würfel  zu 

4 
ziehen,  gleich  —  sei  (was  ohnehin,  da  w  nicht  %  1  sein  kann,  keinen  Sinn 

D 

p^-en  würde);  denn  es  sind,  um  Kugeln  und  Würfel  zu  berücksichtigen, 
'  ersuche  nöthig,  nämlich  in  jedes  Gefass  ein  Griff.  Befinden  sich  da- 
{  en  Kugeln  und  Würfel  in  demselben  Gefass,  so  ist  jede  der  beiden 
1      tirscheinlichkeiten    (für   eine    schwarze  Kugel  und  einen  sohwarzen 

1      -fei)  gleich  — ;  mithin  die  Wahrscheinlichkeit  für  das  Ziehen  einer 

6 

2 
s     rarzen  Kugel  oder  eines  schwarzen  Würfels  gleich  — .  —  Umfassen 

i     n  Ereignisse  alle  möglichen  Fälle,  so  ist  natürlioh  »—  ,!. 

leg«l,  Ktanontftr-Mftthemfttik.  L  ;      - 


.* 
E* 
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197.  Zusammengesetzte  Wahrscheinlichkeit.  — .  Sollen  zwei 

Ereignisse,   deren   einzelne  Wahrscheinlichkeiten   v1   u°d    r2 

sind,  zusammen  oder  in  bestimmter  Reihenfolge  nach  einander 
eintreten,  so  ergiebt  sich  die  Wahrscheinlichkeit  für  dieses  Zu- 
sammentreffen durch  folgende  Betrachtung.  Da  jeder  der  in 
Bezug  auf  das  erste  Ereigniss  möglichen  Fälle  mit  jedem  der 
das  zweite  Ereigniss  betreffenden  zusammentreffen  kann,  so  ist 
die  Anzahl  der  möglichen  Fälle  bJb2.  Ferner  giebt  jeder  der 
günstigen  Fälle  des  ersten  mit  jedem  der  günstigen  Fälle  des 
zweiten  Ereignisses  zusammen  einen  für  das  Zusammentreffen 
günstigen  Fall.  Die  Anzahl  der  günstigen  Fälle  ist  daher  a^av 
Und  die  Wahrscheinlichkeit  für  das  Zusammentreffen   beider 

Ereignisse  ist:  m?  =  -t1t-2»  oder,  wenn  wir  w*^-^:  tOo  =  -,2 

bib*  •     bl  62 

setzen : 

w=zwl .  wv 

Ebenso  ist  die  Wahrscheinlichkeit   für   das  Zusammentreffen 
von   n  Ereignissen,   deren   einzelne  Wahrscheinlichkeiten  wv 
w2,  ...  wn  sind: 
804.  w  =  wx .  u?j . . .  wn. 

In  Worten? 

Soll  ein  Ereigniss,  dessen  Wahrscheinlichkeit  w,  =  -£-  ist, 

nmal  nach  einander  eintreffen,  so  ist  in  Formel  204  nur  wx  — 
w2  =  ...=:  wn  zu  setzen,  und  man  erhält 

205.  w  =  w*n  =  -,„. 

Mitunter  jedoch  vermindert  sich  mit  dem  jedesmaligen  Ein- 
treten des  Ereignisses  die  Anzahl  der  möglichen  und  die  der 
günstigen  Fälle  um  je  1;  dann  ist: 

_a(q-l)(q-2)...(q-n  +  l) 

m  W~~  &(6-l)(6-2)...(6-n  +  l) 

oder  (nach  128): 

Soll  von  mehreren  Ereignissen,  deren  Wahrscheinlichkeit 
w1  =  ^;  w2  =  v2  •  •  •  sind,  das  erste  njinal,  das  zweite  njma 
etc.  eintraff<JnM  so  ist:  die  Wahrscheinlichkeit,  je  nachdem  d 


a» 
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oder: 


len  und  die  der  günstigen  Fälle  nach  jedem 
srt  bleibt,  oder  sich  um  1  vermindert: 


iura.  Hiernach  iat  die  getrennte  Wahrscheinlichkeit  mehrerer 
Ereignisse  grosser,  dagegen  die  zusammengesetzte  Wahrscheinlich- 
keit kleiner  als  die  Wahrscheinlichkeit  jedes  einzelnen  der  Ereignisse. 
—  Ist  die  Reihenfolge  der  verschiedenen  Ereignisse  eine  beliebige,  so 
hat  man  in  den  Formeln  304,  207,  208  die  rechte  Seite  noch  mit  der 
Parmntfttionszahl  der  »erlangten  Ereignisse  zu  tnultipliciren.  —  Bei  der 
znaamm  enge  setzten  Wahrscheinlichkeit  wird  die  Reihe  der  verlangten 
Ereignisse  als  ein  einziges  zusammengesetzt  es  Ereigniss,  und  folglich  die 
Reihe  der  die  Ereignisse  hervorrufenden  Versuche  als  ein  einziger  Ver- 
such betrachtet. 

B.  Wahrscheinlichkeit  für  mehrere  Fälle. 
198.  Vorbemerkung,  —  Bisher  wurde  angenommen,  dass 
zur  Herbeiführung  eines  einfachen  oder  zusammengesetzten 
Ereignisses  nur  ein  einziger  Versuch  gemacht  würde,  und  für 
diesen  einen  Versuch  wurde  die  Wahrscheinlichkeit  des  Gelin- 
gens berechnet.  Wenn  dagegen  eine  Reihe  von  Versuchen 
angestellt  wird,  so  wird  die  Wahrscheinlichkeit  des  Gelingens 
mit  jedem  Versuche  steigen,  und  man  kann  entweder  fragen, 
wie  gross  die  Wahrscheinlichkeit  des  Gelingens  bei  n  Versuchen 
ist,  oder,  wie  viele  Versuche  man  anstellen  muss,  damit  von 
vornherein  die  Wahrscheinlichkeit  des  Gelingens  gleich  einer 
gegebenen  Zahl  w  sei. 

1)  Wenn  die  Wahrscheinlichkeit  eines  Ereig- 
nisses für  den  ersten  Versuch  wl  ist,  wie  gross  ist 
die  Wahrscheinlichkeit,  dass  dasselbe  spätestens 
heim  n£2  Versuch  eintrifft? 

Wir  berechnen  zuerst  die  entgegengesetzte  Wahrscheinlich- 
",.  Dieselbe  beträgt  für  den  ersten  Versuch  (vgl.  Nr.  193) 
■  w. ;  mithin  für  die  »  ersten  Versuche  (nach  205)  (1  —  Wj)B. 
^  ist  also  die  Wahrscheinlichkeit  dafür,  dass  das  Ereigniss 
il  hintereinander  ausbleibt.  Die  hierzu  entgegengesetzte 
hrscheinlichkeit  umfasst  offenbar  alle  dem  früheren  Ein- 
en des  Ereignisses  günstigen  Fälle;  mithin  ist,  wenn  wir 
telbe  mit  w  bezeichnen, 

tt)=l-(l-Wl)n.  3 

u* 
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Ist  w  gegeben,  und  n  gesucht,  so  folgt  aus  dieser  Formel: 

-w) 


ld 


n  = 


/(1-t^)' 

2)  Wenn  die  Wahrscheinlichkeit  eines  Ereig- 
nisses für  den  ersten  Versuch  wx  ist,  wie  gross  ist 
die  Wahrscheinlichkeit,  dass  dasselbe  bei  n  Ver- 
suchen Ämal  eintrifft? 

Die  Wahrscheinlichkeit,  dass  k  Versuche  günstig  ausfallen, 
ist  u/j*  (205);  diejenige,  dass  (&  —  k)  Versuche  ungünstig  aus- 
fallen, ist  (1  —  w^)n-h.  Die  Wahrscheinlichkeit,  dass  k  gün- 
stige Versuche  mit  (n  —  k)  ungünstigen  zusammentreffen,  ist 
wf.  (1—  w^*—*  (204).  Nun  kann  dieses  Zusammentreffen 
aber  in  soviel  verschiedenen  Reihenfolgen  stattfinden,  als  die 
Anzahl  der  Permutationen  von  n  Elementen  beträgt,  unter 
denen  k  von  der  einen  und  (a  — ä)  von  der  andern  Art  unter 
einander  gleich  sind.  Mit  dieser  Permutationszahl  ist  also  die 
gefundene   Wahrscheinlichkeit  noch   zu   multipliciren.     Diese 

Permutationszahl  ist  nun  rjj rrj  (nach  187)  oder  nh  (nach 

187a).    Mithin  ist,  wenn  wir  die  gesuchte  Wahrscheinlichkeit 
mit  w  bezeichnen: 
210.  w  =  frk.u;1*(l  —  wx)n~K 

Anm.  Die  Fälle  *  =  0, 1,  2, . . .  n  stellen  zusammen  alle  möglichen 
Fälle  dar:  mithin  ist  die  Summe  aUer  diesen  Fällen  entsprechenden 
Wahrscheinlichkeiten  gleich  1,  oder: 

210a.   (1  —  «jr  +  w^Va  —  «ip-^  +  n-ViMl—  «>1)n-2  +  ...  +  «i>l"=:l. 

Diese  Formel  ist  mit  192  identisch,  in  deren  Gestalt  sie  durch  die  Sub- 
stitutionen (1  — 1^)==*;  «>!  =a  übergeht. 

Die  Wahrscheinlichkeit,  dass  das  Ereigniss  wenigstens  fcmal  ein- 
trifft, erhält  man  durch  Addition  aller  Werthe  für  ic  von  k  =  k  bis  k  =  n; 
die  Wahrscheinlichkeit,  dass  es  höchstens  ftmal  eintrifft,  durch  Addition 
aller  Werthe  für  w  von  fc  =  0  bis  fc  =  *. 

Ist  im  ersteren  Falle  ft  =  l,  so  ist  die  Aufgabe  offenbar  mit  der 
unter  1)  gelösten  identisch.  Da  man  alsdann  von  fc=l  bis  *  =  n  zu 
addiren  hat,  so  ist 

loznn1 . 1^1(1  —  fp1)n-1  +  ir2 .  V(l  —  «i)"~2  +  .  •  •  +  «l*; 
d.  h.  (nach  210a) 

übereinstimmend  mit  209. 

(Aufgaben:  Hofmann  8.  Siebzehnter  Abschn.  101 — 114.  —  Bf  r- 
dey  XXXVI.) 


Uebersicht  der  Formeln  und  Regeln. 


(Zur  Wiederholung.) 

»ine  Arithmetik, 


Einleitung. 

1.  Von  zwei  gleichen  Zahlen  kann 
man  die  eine  an  die  Stelle  der 
anderen  setzen. 

2.  Sind  zwei  Zahlen  derselben 
dritten  gleich,  so  sind  sie  un- 
ter einander  gleich. 

Die  einfachen  Zahlen. 

A.  Die  absoluten  Zahlen. 

1.  Addition. 

3.  a+4=4  +  a.   (Vertauschung.) 

4.  (a+4)+c=a+(6+c).  (Zusam- 
menfassung.) 

5.  Die  Summe  ist  grösser  als 
jeder  Summand. 

6.  Gleiches  zu  Gleichem  addirt, 
giebt  Gleiches. 

7.  ö+(6  +  c)=:a  +  6  +  c. (Summe 
addirt.) 

8.  (a+4)+c=(a+c)+4.(Reihenf.) 

2.  Subtraction. 

9.  Gleiches  von  Gleichem  sub- 
trahirt,  giebt  Gleiches. 

10,  vcTi)±J  =  c. 

11,  a+(x-c)=a+x-c.  (Diff.add.) 
12    (x+a)-c=(x-c)+a.  (Reihenf.) 

13.  a-(4+c)—a-4-«.(Summe  sbtr.) 

14.  (a_4)_c=(a_c)_4.(Reihenf.) 

15.  *-(*-c)=a-Ä+c.  (Diff.  subtr.) 


16.  Eine  Plusklammer  kann  belie- 
big gesetzt  und  weggelassen 
werden,  eine  Minusklammer 
nur  dann,  wenn  man  gleich- 
zeitig alle  in  der  Klammer 
stehenden  Plus-  und  Minus- 
zeichen umkehrt. 

8.  Mnltiplication. 

17.  «4  =  4  +  6+....  (amal). 

18.  ab  —  ba.  (Vertauschung.) 

19.  (ab)c=a(bc).  (Zusammenfass.) 

20.  Das  Product  ist  grösser  als 
jeder  Factor  und  ein  Vielfaches 
jedes  Factors. 

21.  Gleiches  mit  Gleichem  multi- 
plicirt,  giebt  Gleiches. 

22.  (a+4)c==ac+4c.  (Summe  mltpl.) 

23.  (*-4)c=*c_4c.(Diff.multipl.) 

24.  Heraussetzung  d.  gem.  Factors. 

25.  (a+b)(d±e)=ad+bd±ae±be. 
(x-b)(d±e)=zxd-bd±xeTbe. 

26.  a(bc)z=zabc.  (Product  multipl.) 

27.  (ab)c=(ac)b.  (Reihenfolge.) 

4.  Division. 

28.  Gleiches  durch  Gleiches  divi- 
dirt,  giebt  Gleiches. 

ÄÄ      ff  +  W        X         V 

30.  — *  =  -  +  i.  (Summe  divido 

c  c       c    x 


^ 
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31.  ^=--^-.  (Diff.  dividirt.) 

c         c       c     v 

32.  Addit.  und  Subtract.  von  Quo- 
tienten mit  gleichem  Divisor. 

X  dX 

33.  a.— = — .    (Mult.  mit  Quot.) 

c       c 

X&        X 

34.  — =— .<*.  (Reihenfolge.) 

35.  -.—=-—.  (Divis,  durch  Prod.) 
bc        c 


a'A      aic 
c 


36.  -^=-^-.  (Reihenfolge.) 


37.  — j-  =  — .  c.  (Divis,  durch  Quot.) 
x\c     x       K 

5.  Potenzirung* 

38.  ba=zb  .b.b...  (amal). 

39.  Die  Potenz  ist  grösser  als  die 
Grundzahl,  ist  ein  Vielfaches 
derselben,  und  besteht  aus 
lauter  gleichen  Factoren  von 
der  Grösse  der  Grundzahl. 

40.  Gleiches  mit  Gleichem  poten- 
zirt,  giebt  Gleiches. 

41.  c°.c6=ca+6.  (Potenz,  m.  Summe.) 

42.  C*=c*-6.  (Potenzir.  mit  Diff.) 

43.  Multiplication  und  Division  von 
Potenzen  m.  gleicher  Grundzahl. 

44.  (a±6)2  =  a2±2a6  +  62. 
(a±b)*  =  a*±SaH+3ab2±b*. 

45.  (a  +  6)(a_5)  =  a2-62. 

45a.  a»-1  +  a«-2  b  +  . .  .  +  ab*  2 

,  .      ,     an-6» 

+  bn-*  = — 

a  —  6 

45b.(a  +  6  +  c  +  rf+...)2  =  ? 
ß.  (ab)cz=  acb°.  (Product  potenzirt.) 


(x\6     x° 
Yj  =ST5--  (Quotient  potenz.) 

48.  Multiplication  und  Division  von 
Potenzen  mit  gleichen  Ex- 
ponenten. 

49.  (c^rzrc*.  (Potenz  potenzirt.) 

50.  (ca)6  =  (c*)a.  (Reihenfolge.) 

6.  Radicirung* 

51.  Gleiches  mit  Gleichem  radi- 
cirt,  giebt  Gleiches, 

52.  (\fc~)a=c;     \f^  =  Ä. 

c  c  e 

53.  \f»y=\¥.  V7.  (Prod.  radic.) 

c       c 

54.  y    — =- — .  (Quot  radicirt.) 

55.  Multiplication  und  Division 
von  Wurzeln  mit  gleichen  Ex- 
ponenten. 

b  X 

56.  NV=c6.  (Potenz  radicirt.) 


X 


57.  \Sy  )  =My.  (Wurzel  potenz.) 

58.  (\Ty)"=>fy".  (Reihenfolge.) 

a 
|    r  ~b  ~~~      ab 

59.  y    Sy=Sy.  (Wurzel  radic.) 

a  _  6 

60.  |/  Vy  =  K    ^  (Reihouf.) 

7«  Logarithmirung. 

61.  Gleiches   mit  Gleichem    k  ;a- 
rithmirt,  giebt  Gleiches. 

62.  b,c=c\  7(ft°)  =  a. 

63.  cl(xt/)=:Clx+%.  (Product  Ug.) 
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64.  'l(^)=h-%.  (Quo*,  log.) 

65.  Addition  und  Subtraction  von 
Logarithmen  mit  gleicher 
Grundzahl. 

66.  cl(aF)  =  b .  'Ix.  (Potenz  log.) 

67.  liSi)-* 


.  (Wurzel  log.) 


B.  Die  relativen  Zahlen, 

1.  Die  Niül. 

68.  a±0  =  a. 

69.  0.c  =  0;  0:c  =  0. 

n 

70.  0»  =  0;  \Ö  =  0. 

0  »I 

71.  ~  =  c;     *0  =  n. 

2.  Die  negativen  Zahlen. 

72.  a±(—  c)  =  a^pc. 

73.  +Ä±c=+(4±c)jrv      . .  . 

|     74.  (_ft)c  =  -fc;  ^  =  -f 

|     75.  Product  und  Quotient  zweier 
\  gleichstimmiger    Zahlen    sind 

positiv,  zweier  entgegengesetz- 
ter negativ. 
76.  Alle   geraden  Potenzen  einer 
negativen   Zahl  sind    positiv, 
alle  ungeraden  negativ. 


81.  7l  =  0. 

82.  \l  =e;    h  =e. 

83.  %  =  1. 

4.  Die  umgekehrten  Zahlen* 

fL  1 

83*.  _  =  a .  -  (Quot.  =  Prod.) 

<?  € 

&  1 

83b.\7  =  <?*  (Wurzel  =  Potenz). 

^■4-G)' 


3.  Die  Eins. 


1 
7 

8 


a .  1  =  y  =  «• 

«•  =  1. 
le  =  l. 
e1  =c. 


Die  zusammengesetzten  Zahlen. 

A.  Die  Polynome. 

85.  Addition.    Beispiel: 

3-4aH-  7*» 
5+9ac-lla;» 

8+5ar-  4a>2. 

86.  Subtraction.    Beispiel: 

3-  4aj+  7a;2 
T5T  9tc±lla^ 

-2-13CC+180J2. 

87.  Multiplication.    Beispiel: 

3-  4x+  7*2 
5+  9x-llxa 

15-20H-35*2 
+27ar-36**+  63** 

-33«2+  44*8-77** 


15+  7*-34a:2+107*8-77a:*. 
88.  Division.    Beispiel: 
Dys :    b+dx-Ux* |  Q:  3-4aH-7a?» 

Dvd:  15+7«-34ar»+107a:3-77** 
TlbT21x±33f 

-20cc-  as2  +107*8 
£20(E±36gaT  44J3 

+35«a+  öS«8-??** 
T35»2T  63a8±77a;4 

0. 
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89.  Das  Quadrat  eines  Polynoms 
ist  gleich  der  Summe  der 
Quadrate  aller  Glieder,  ver- 
mehrt um  die  doppelten  Pro- 
ducte  je  zweier. 

90.  Radicirung  mit  2.   Beispiel: 

3  —  4s  +  7g2  = 

N9-24*+58*2-56a?3+49*4 


6-4*|-24*+58a:2 
±24x^16** 


6_&r+7*2|    +42*2-56*3+49*4 

T42a?2db56x3T49a;4 

0. 

B.  Die  Proportionen. 

1«  Die  arithmetischen  Proportionen« 

Wenn  a  +  b  =  c  +  d,  so  ist 

91.  a  —  c=zd—b. 

92.  c  +  d  —  a+b;  d—  6  =  a  — -  c. 

93.  A  +  a=d  +  c;  c  —  a  =  6  — d. 

.  Die  Proportion  kann  von  links 
nach  rechts  oder  von  rechts 
nach  links  gelesen  werden. 
(92  und  93.) 

95.  <*-d  =  c-6.  (Vgl.  91.) 

96.  Wenn  a  —  x  =  x  _  6,  so  ist 

_*  +  & 
*  — "  2   ' 
^m  a+b     a— b  a+b     a—b     , 

97--y+-2-=a;~2-— 2~=6- 

98.  Wenn  (x—  at)  +  (a?— a2) + . . .  + 
(x  — a»)  =  0,  so  ist 

a.  +  a«  +  . . .  +  aft 

n 


2.  Die  geometrkchen  Proportionen- 

Wenn  ab —  cd,  so  ist 
a       d 

100.  cd  =  ab;  7-=—. 

6        c 

c         & 

101.  ba  —  dc\  —  =  -7. 

a       a 

102   =94. 

103.  -d  =  j.  (Vgl.  99.) 

1WL  ?±£  =  <!|*.  (Vgl.  99.) 


105. 


c 

a  +  c 
a  —  c 


d  +  6 
d_6# 


106.  Wenn  -  =  x,  so  ist 

X  0 


aj  =  \f^Ä# 


107.  Wenn  —  .  —  ...  —  =  1, 


l     ~2 

n 


so  ist  x=z\axa2.. .  a*. 
108.  Wenn  ^=^=...=-^,so ist 


a 


a 


— ZI— Z2=     = 


On 


■•  •  •• 


61±62db...±6»     *i      b2 

C.  Die  Gleichungen, 

/.  Algebraisehe  Gleichungen. 

109.  Gleiche  Rechnungen  mit  glei- 
chen Zahlen  gehen  gleiche 
Resultate. 

110.  Jedes  Glied  einer  Gleichung 
kann  mit  entgegengesetztem 
Vorzeichen  auf  die  andre 
Seite  gebracht  werden. 
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1*  We  QMthamg  tob  1.  ftnule. 

Beispiele  der  Reduct.  u.  Auflös.: 
1)  (2*_5)(3*-10)=(a:_4)(6*_9) 


6a2— 15« 
_20*+50 


6** -24* 
-  9*+36 


— 35*+50  =       _33ar+36 
-35*+33*=+36--50 
-2*  =  _14 

*  =  7. 

2)  l+HjF=9  =  x. 

\af3-9  =  a:-l 
*"-9  =  (*-l)*s=**-2«  +  l 
2x  —  9  — 1  =  8 
x  =  4. 
3* +  5      x  +  7      x  +  3 
^  — j  3~  =  "T2~- 

9*  +  15-4ar_28  =  *  +  3 
5*_13  =  ar  +  3 
4*  =16 
x-4. 

Gl  ei  o  hangen  mit  mehreren 
Unbekannten. 

Beispiel:  1)  2a?  +  3y  =  19. 

2)  7x-8y=ll. 

1)  Substitutionsmethode. 

«.         19-3y  .    rtN    . 

1)  *= — s — ;  in  2)  eingesetzt: 

133_21y_16y=22 

-37y=22_133=_lll 
y  =  3. 

^         l9~9     r 
1)  x  =  —  g—  =  5. 

Comparatiousmethodc. 


19-3y  _  ll  +  8y 

2        ~       7 
133-21y=22  +  16y. 
Weiter  wie  oben. 

3)  Additionsmethode. 

1)     14*  +  21y  =  133 

2)Tl4*±16y  =  T22 
37y=lll; 
y  =  3. 
1)  2*  +  9  =  19; 
2a:  =10 
*  =  5. 

4)  Determinantenmethode. 


x  = 


19      3 
11  -8 

;   y- 

2    19 

7     11 

2      3 

7  -8 

2      3 

7  -8 

-152-33      «185     - 

OJ  =  — ^7-=   =T=-=5 


y  = 


-16-21        -37 
22-133       -111 


=  3. 


-16-21  ~  -37 

111.  JedeUnbekannte  eines  Systems 
von  t»  linearen  Gleichungen 
mit  n  Unbekannten  ist  gleich 
einem  Quotienten,  dessen  Di- 
visor die  Determinante  des 
Systems  ist,  und  dessen  Di- 
vidend aus  dem  Divisor  her- 
vorgeht, wenn  man  darin  die 
Coefficienten  jener  einen  Un- 
bekannten der  Reihe  nach 
durch  die  rechten  Seiten  der 
Gleichungen  ersetzt. 

112.  Damit  ein  System  von  n  homo- 
genen, auf  Null  gebrachten 
Gleichungen  1.  Grades  mit 
n  Unbekannten  eine  Lösung 
habe,  muss  die  Determinante 
des  Systems  verschwinden. 


Tl 


ny  .»- 


1T0 
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9«  Die  Gleichung  Tom  2.  Grade« 

Beispiel:  oj2  — 7a?  =  —  I2. 

-2-7-+G)2=-l2+G) 

(  7Y  lox49        X 


&\  =  TT  +  17  =  4 


x2  ""  2       2 


113.  Ist  JP2  +  ÄJF+(?=rO,  und  xvx2 

die  Wurzeln  der  Gleichung, 

so  ist 

cCj+a^rs— a;  a^a^nsC,  und: 

114.  (ar— ar1)(a?—a:2)=a:2+aa:+c=0. 

Die  ImftgUIre  Einheit. 

2  2 

115.  +1=+\ZI;  -i=-\-i. 

116.  (+t)(-0  =  -«2  =  +l- 

117.  -,-.  =  —  *;  — .  =  +  »'. 

118.  t4»  =  +l;  t*"+1  =  +  t 


.•*» 


+»  =  _!;  »«"+*  =  -». 


8.  Di«  Gleiekuiig  Tom  3.  Grade. 

Beispiel:  a>3_6a>2+3aj+38=0. 

x  =  y  +  2. 

y8  +  6y2  +  12y+   8 

_  6y2  -  24y  -  24 

+   3y+   6 

+  38 


=  0 


Imftginire  und  complexe  Zahlen. 

119.  Wenn  a  +  bi  —  x;  a  —  bi=zy, 
so  ist: 

x+y=z2a;  *— y=z2bi;  xy=a2+62; 
*2=a2-62+2aM;  02=:a2-&2-2aM. 

120.  Summe,  Differenz,  Product 
und  Quotient  von  zwei  com- 
plexen  Zahlen  sind  wieder 
complexe  Zahlen. 

120a.l/T±V^F== 

b 


V^*V- 


-b 

2    ' 


y3_9y  +  28  =  0. 

ü3+i>3+(u+v)(3ut;~9) +28=0. 

3ut>  —  9  =  0;     «»  =  3. 
m3  +  ü8  =  _28;    mV  =  27. 
«3  =  «j;  v3  =  vv 
m,+v1=-28;  «^.=27. 
(«.+».)* -4«,«.  =784 -108 

«j  —  t?j  =  26 
«t  +  t>t  =  -  28 

t*j  =  -l;  «j  =  -27; 
u  =  —  1 ;    v  =  —  3. 
y  =  -4;   ac  =  -2. 

121.  Ist  j:3  +  aje2  +  6jf  +  c=0,  und 
xv  xv  x3  die  Wurzeln  der 
Gleichung,  so  ist 

*!  +  x2  +  *3  =  —  «; 
x1jf2  +  jf2x3  +  x3*i=J; 

4.  Die  Gleichung  vom  4.  Grade. 

Beispiel:  <B*_4a;3+20a;-25=0. 

a?  =  j/  +  l 

y4+4y3+  6#2+  4y+  1 
_4y3_12ya-12y-  4       n 

+20y+20  — 
-25 


y*  _  6y2  +  12y  -  8  =  0. 

«— v=— 6 
y*  +  uy2  =  t»y2-12y  +  8;2 

(y2+|)2=V-i2y+(8+^. ; 


J 


=  12;  »5  =  8  +  ^- 

)  =  144; 

+  T)  =  144 

32u=_48. 


z_8 
z+24 
z-64 
+48 


0;      »=0;  u  =  _2 
e=4. 
(y2-l)2=V-12j+9=(2y+3)i; 
Sr*-l=±(2y  +  3); 
S!T2y=l±3. 
Js-2f  =  4;     y*  +  2y  =  -2 
(y-l)!  =  5;    (y  +  l)s  =  _^ 
y  =  l±\5;    y  =  _l±\J-i. 
122.  Ist  i'+«rs+Si*  +  i!i+(f=0, 
und  x,,  x,,  x3,  xt  die  Wurzeln 
der  Gleicnung,  so  ist 
xl  +  ar2  +  x3  +  *4  =  —  o; 

x2*4  =  b; 

xi  *.*a  +  Vi*.  +  *i*.*i  + 

•,*,'*,  =  _  e; 

«1»»*»*«  =  * 

II.  Exponentialgleichungen. 
Beispiel:  100*=  1000. 

*  ."ft00='7l000;  »:=„, =~ 

"llOO      2 

1).  Die  Reiheu. 

/.  Die  arithmetische  Reihe. 

i.  Reihen  erster  Ordnung, 

a.  Utn  arittr  Staf*. 

).  j=o+(a+<l)+(a+2<0+...+o. 
'    u  =  a  +  (n~l)d. 


125.  «  =  (o  +  »)i. 

126.  >  =  [2a+(n-l)d]i 

127.  »±0=»;  oo.a=oo;  cc:o=oo; 

oo*  =  oo;  NfÖÖ=:CC. 

b.  Eelkes  iw«IWr  Stuft. 

0(a-l)(i^2)...[»-<"-l)] 


128.  i 


1.2.3.. 
1.2..0 


1.2.  .».1.2. .(»-») 


»!(»- 

-,)!' 

130. 

.      (n  +  1)(»  +  2)  . . 

a 

°             1.2..(o-n) 

131. 

•  "  =  1. 

132. 

0>=1. 

133. 

«■«-»>  =  a». 

134. 

n+  1 

135. 

.fn-ll_            B 

„ 

~~a_n  +  1 ' 

135» 

.„■<-+»  =  0. 

1351 

,sl-»=a 

136. 

(a+l)"  =  a"  +  a<— 

i). 

137. 

(o+»)--=«--»-»  +  o-<" 

->»■■ 

+  ..  +  « 

■•»•". 

138. 

(_a)"=(_l)-.(«+„- 

-1)-. 

139. 

Ö"= 

a-«oa  -2«).  ■[!-(»- 

l)n] 

o" .  1 .  2  . .  n 

2.  Reihen  hOhcrcr  Ordnung. 
140.  Ist  flj.Oj,.. die  erste Diflferenz- 
reihe  von  6,,  6S, .  . .  ,  so  is* 

bn+l  —  0n=O». 


iw 


Uebersioht. 


141.  Sind  a,  6,  <?, . . .  die  Anfangs- 
glieder eifter  Reihe  höherer 
Ordnung  und  ihrer  succes- 
siven  Differenzreihen,  so  ist 
ihr  »*2  Glied 

5*  =  a(n-l)-0  +  6(n-l)-1  + 

c(n-l)-2  +  ... 

142.  Unter  Voraussetzung  140  ist 
6*+i=61+(a1+a2  +  .. .  +  <*»). 

143.  Unter  Voraussetzung  141  ist 
die  Summe  der  n  ersten 
Glieder  einer  Reihe  höherer 
Ordnung : 

IL  Die  geometrische  Reihe. 

144.  s  =  a  +  aq  +  aq2  +  . . .  +  u. 

145.  u^aq*-1. 

146.  s  =  -1—r. 

147.  s  =  -* — r-  =  a .  ^ — -. 

q-1  ?-l  ^ 

147a.?«-»+g"-a+..+g+l=?^i. 

148.  Für  die  unendliche  fallende 
Reihe  ist 


160. 


a 


=  0  +  09  +  09*  + . . . 


1-j 

E.  Die  Kettenbrüche. 

7.  Endliche  Kettenbrücke. 

151.  Verwandlung  eines  Quotien- 
ten   in    einen    Kettenbruch. 

7 
Beispiel:  j-|. 


7  ili:  1 


1_ 
11 


1  +  1 


4 

|7 
4 

1 

3 

4   1 
3 

113, 
3 

1+1 


1+1 

3 


7_ 

:|7'1 

314   1 

3 

0" 

152.  Der  Werth  eines  Kettenbruchs 

mit  p  +  1  Nennern  (1  lq[  + 

1  /^  + . . . )  entsteht  aus  dem- 
jenigen mit  p  Nennern,  in- 
dem man 

1  durch  jp.fi 

qp  durch  qp .  qp+i  +  1 

ersetzt. 

153.  Bezeichnet  man  mit  [9192?3*  •  •] 
die  Summe  der  Ausdrücke, 
welche  aus  dem  Producte 
JiflWs*"-  dadurch  hervor- 
gehen, dass  man  auf  alle 
möglichen  Arten  eine  gerade 
Anzahl  zusammenstehender 
Factoren  weglässt,  so  ist  der 
Kettenbruch,  dessen  Nenner 
qv  9«,  . .  sind,  gleich  dem 
Quotienten 

[92?$  •«•] 

154.  Zähler  und  Nenner  des  Weither 
eines  Kettenbruches  haben  di< 
Form 

o .  qp  +  b  .  1. 

155.  Werth  des  Kettenbruches  aL 
Quotient  zweier  DetermL 
nanten : 


Ueberiichl 


ltS 


1 
0 


1 

?2 


0 
1 


0-1  q3 


0 
0 
0 

1 


0 
0 
0 
0 


0 
0 


0 

i 

i  q, 


0  -1  ?*_,  1 

0     0    -1     qn 


9\ 

-1    y« 
0    -1 


0 

1 

?3 


0 
0 
0 

1 


0 
0 
0 
0 


0     0     0  -1  yV-x  i    ! 

0    0    0    0    -1    q»\ 

156.  Die  successiven  Näherungs- 
werthe  eines  Kettenbraches 
sind  abwechselnd  grösser  und 
kleiner  als  der  Werth  des 
Kettenbruches,  und  zwar  sind 
diejenigen  von  ungerader  Ord- 
nung grösser,  diejenigen  von 
gerader  Ordnung  kleiner. 

157.  Zwischen  den  Zählern  wie 
zwischen  den  Nennern  von 
drei  aufeinander  folgenden 
Näherungswerthen  besteht, 
wenn  der  letzte  Näherungs- 
bruch mit  q,+i  schliesst,  die 
Beziehung : 

«p+j  =  ajp+i .  9p+t  +  Xp.l. 

*» Xn— lg. +  S»— 2  .  1 

y»  ~  y»-iq» + y»-i .  1' 

Xp_l  Xn  .        1 


158.  —  = 


~?  =  (-!)*. 


159. 

yp-i    yp    *    '    yp-i-yp 

1  60.  Jeder  in  kleineren  Zahlen  als 
ein  Näherungswerte  ausge- 
drückte Bruch  ist  von  dem 
Werthe  des  Eettenbruchs  um 
mehr  verschieden  als  dieser 
Näherungswerte 

Diophantisohe  Gleichungen. 

L  Beispiel:  Hc-7y8-M. 


^r  als  Kettenbruch  s.  151. 

Vorletzter  (dritter)  Näherungs- 

2 
werth  ist  -=-.  Da  derselbe  von 

ungerader  Ordnung  ist,  so 
haben  x  und  y  dasselbe  Zei- 
chen, wie  die  rechte  Seite  der 
Gleichung,  also  *=+2 ;  y=+3. 

162.  Beispiel:  llu  +  7v  =  5. 

7 

1-j  als  Kettenbruch,  wie  oben; 

dgl.  der  Näherungs werth.  Also 
tt  =  +  2.5  =  +10; 
v  =  — S.5  =  -.15. 

163.  Weitere  Lösungen. 

Wj  =  u  +  n .  7 ;  Vj  =  v  —  n  .  1 1 . 
u1=:10  +  7n;  vx=z  — 15  —  lln. 

//.  Unendliche  Kettenbrücke. 

Darstellungen 

der    Wurzel    einer   quadratischen 

Gleichung  als  Kettenbruch. 

1)  Beispiel:  y2  +  4y  =  4. 

y  =  -2±\f8;  y(y  +  4)  =  4; 

4 


y  =  4/T+4/T+4/I+... 

N"8  =  2  +  4/4"+4/4"+... 

2)  Beispiel:  V8  =  2  +  — . 

Cn 

1                                                                           ° 

-  =  Nf8-2 

1         N8+2     ,  ,  1 
C°"\f8-2~     4     ~1+c 

1       \8+2-4      N8-2 

■VV« 


1T4 


Uebertioht. 


4_ 

Cl "  \8 -2 


4(\T8  +  2) 


\T8  +  2  =  4  +  — . 
—  =  >f8  +  2-4=V"8-2  =  — ; 


'* 


C2  ==  C0 '    CS  =  Cl » 


\8=2+i/r+i/5+i/r+i/4+... 


Verwandlung 

eines    periodischen  Kettenbruchs 

in. einen  irrationalen  Ausdruck. 

Beispiel: 
y  =  1/T+  1/4  +  1/T  +  1/T+ . .  • 

y=l/r+l/4  +  y=l/^; 

y  =  5+f;  y2  +  5y  =  4  +  y; 
y2  +  4y  =  4;  y  =  -2±N"8. 


Angewandte  Arithmetik. 


/.  Die  Decimalrechnung. 
1.  Ganze  Deelmalcahlenu 

164.  Links  von  den  Ziffern  der 
Decimalzahl  können  Nullen 
beliebig  gesetzt  und  wegge- 
lassen werden.  —  Eine  Deci- 
malzahl wird  mit  10n  multi- 
plicirt,  indem  man  rechts 
ii  Nullen  hinzufügt. 

Bestimmung  der  Quadratwurzel. 

Beispiel:  \4]|3  7|0  6|24  =  6432 

36 

1214    53|7 
496 

128|3    410|6 
3849- 

12  86(2    2 5 7 2|4 
25724 

0. 

Bestimmung 

des  grössten  gemeinsamen  Factors 

zweier  Decimalzahlen. 

Beispiel:  629J7031 

629 

74|629|8 
592 

37|74|2 
w74 

0. 


Also  ist  37  der  grösste  ge- 
meinsame Factor  von  629 
und  703. 

Elimination  einer  Unbekannten 
aus  zwei  Gleichungen  beliebigen 

Grades. 

Beispiel:  2a:3y  —  acy8  — 24  =  0; 
2*2-y2-2  =  0. 

2*2-y2_2|2s8y-.ay8--24|ay 

±2x*y±xy*±2xy 

2ay  — 24 
2sy_24|2*2-y2-2|-  +  lf 


T2*2± 


24a: 


24a: 
_  24a:  .   288 


-2 — y2-2  =  0. 
y4+2y2=288;  y2=16;  y=4;  x= 

%  Dezimalbruche« 

165.166.  Ein   endlicher* Dec 
malbruch  ist  gleich  einei 
Quotienten,  dessen  Dividen 
die  Decimalstellen,  und  dessei 


lins  mit  eben- 
11  enthalt,  als 
vorhanden  sind, 
xlischer  De- 
st  gleich  einem 
:ssen  Dividend 
nd  dessen  Di- 
le  Neunen  ent- 
ode  Stellen  hat. 
Iit  periodi- 
lalbruch  ist 
uotienten,  des- 
erhalten  wird, 
vorperiodische 
elben  um  die 
verlängerten 
t,  und  dessen 
soviel  Neunen 
i  Periode  Stel- 
,us  soviel  Nul- 
odische  Stellen 

irerth«. 

er  eines  abge- 
lalbruchs  wird 
jert,  wenn  die 
weggelassenen 


.  =  !+- 

+  i-5=0; 


+  ?-<* 

3y  +  l=0. 


•jrM+7+J,+   I 

3  +  -  +  l=0; 


6+ s-t  =  «; 

=  5j,  +  28!_5ä_3  =  0 
|.=    1,  2 


U.=_l,+35: 


;  s-l  +  ~;  u.s.w. 


«  =  1  +  1/T+1/T+...  =  J. 

Näherungs  weise 
Bestimmung   eines   Logarithmus, 

Beispiel     12  zu  bestimmen. 


10*  =  2 
10°  =  1 


y=o+- 

10"=  10" 
2  =  10"! 
2"i=I0 


2,i  =  10 
2»  =  8 
'2«  =16 
y,=3+i 
2"i  =  8.2*> 
10=8. 2"> 

Gr- 


ay- 

|/-6-v^_62B 
W_256 


4180 '^3  +  1        =iö' 
3  +  .. 

170.  Gemeines  Logarithmen- 
system. —  Der  Logarithmus 
einer  Potenz  von  10  ist  gleich 
ihrem  Exponenten. 

171.  Die  grössere  von  zwei  Zah- 
len hat  den  grösseren  Log» 
rithmus. 


lziffer  eines  Loga- 
3t  um  1  kleiner  als 
ozahl  des  Numerus, 
ithmen  solcher  gan- 
i,  die  sich  nur  durch 
»  Nullen  von  ein- 
iterscheiden,  haben 
Jantisse  und  unter- 
sieh nur  durch  die 

Decimalbruch  hat 
ig  des  Kommas  kei- 
iss  auf  die  Mantisse, 
iziffer  des  Logarith- 

Decimalbruches  ist 

kleiner  als  die  An- 
er  ganzen  Stellen, 
iziffer  des  Logarith- 
es    Decimalbrucbes, 
mit  Nullen  beginnt, 

der  negativ  genom- 
mzahl    aller    dieser 


//.  Die  Zinsrechnung. 
1.  Einfache  Zinsrechnnns;. 


177.  *,  =  - 

178.  z„  = 


npc 

Tob"* 


100z,        100*.        100s, 

179.  n— \P=~   -;"= ■ 

pc  nc  np 

180.  Ist  s„  Summe  von  Capital  und 
Zinsen,  so  ist 

_    100&, 

C-100±t»p" 

2.  ZinseBzInB-Kechnniig. 

181-1  +  Too='- 

182.  sn  =  c.q*. 

183.  *  =  c.g"  + 


-1 


r 

q-l' 

184.  Für  s  =  0  und  negatives  l 

et-*».— r 


Beine  Oomblnatorik. 

2.  Das  Combütiren. 
188.  Combmationszalil  ohne  Wie- 
derholung 


Permatlren. 
ionszahl    für   lauter 
ene  Elemente: 
»«  =  *! 
n  p  gleiche  Elemente 


n! 


u  p  gleiche,  q  gleiche, 
Elemente  da  sind: 


_        nl 
-pl(»-p)l 


pCn  =  n-". 

189.  Dgl.  mit  Wiederholung 

pC"  =  (n+p-l)*. 

8.  Was  Varliren. 

^jO.  Variationszald  ohne  Wiedi 

holung: 

*Vn  =  np.p\ 
191.  Dgl.  mit  Wiederholung: 


Uebersicht. 


177 


Angewandte  Combinatorik. 


/.  Die  Binomialreihe. 

192.  (3  +  a)n  =  xn+n-1aa^-1  + 

n.2a  2a.i^-2+#  #  .+n.(n-Dan-lar 

+  n-nan. 

193.  (ar+l)»=l+n-1a;+n-2a;2+... 

193Ä-n~^=1+w'la:+(n+1)'2a;2 

+  (n  +  2)-3a>3  +  ... 
//.  Di*  Wahrscheinlichkeitsrechnung. 


...  />,.  der  HS  Sorte  ange- 
hören, und  ä  gewählt  werden, 
alsdann  hx  von  der  IS,  h2 
von  der  2S,  ...  Ar  von  der 
rS  Sorte  dabei  sind. 

pr*i-iv*1--p*'*r 

u>  =  — * *  


n 


.* 


200.  W.,   mit   einem   Würfel   die 
Summe  s  zu  werfen: 

1 

201.  W.,  mit  n  Würfeln  die  Summe 
8  zu  werfen: 


u;  =  — . 

195.  W.,  aus  n  gegebenen  Ele- 
menten k  vorher  bestimmte 
zu  wählen. 

1 


n 


.*• 


A.  Wahrscheinlichkeit  für  einen  Fall. 

»•  Eingehe  Wahrscheinlichkeit, 

194.  W.,  aus  n  gegebenen  Elemen- 
ten ein  bestimmtes  zu  wählen.  M,==A.('(s_i).(»-»)+ni(5— 7)*<**-Ä^) 

+  rr2.(s-13)-<—  »~12>  +  ...]. 

202.  DgL,  wenn  jeder  Würfel  k  Fel- 
der hat: 

w===l[(s_l)(«-n)+n-1(s-l--*)(Ä-H-*) 
+n-2(s-l-2A)(»-»-2k>  +  ...]. 

b.  Combinirte  Wahr§cheinlichkeit. 

203.  W.,  dass  von  n  Ereignissen, 
deren  einzelne  W.  wv  w2J . .  wn 
sind,  eins  eintreffe. 

w  =  wx  +  u?2  +  . .  +  uv 

204.  Dgl.,  dass  alle  n  Ereignisse 
eintreffen  (in  bestimmter 
Reihenfolge) 

205.  W.,  dass  ein  Ereigniss,  dessen 

W.  -r-  ist,  »mal  nach  einander 
o 


196.  Dgl.  in  bestimmter  Reihen- 
folge. 

~" nk .  k\' 

197.  W.,  dass,  wenn  von  n  Elemen- 
ten k  gewählt  werden,  h  vorher 
bestimmte  dabei  sind. 

(n-Ä)-<*-A> 


w  = 


n 


.fc 


10ft.  Dgl.,  wenn  h  der  gewählten 
ä  Elemente  einer  bestimm^ 
Sorte  angehören  sollen,  von 
der  p  vorhanden  sind. 

.  W.,  dass,  wenn  unter  n  Ele- 
menten pt  der  IS,  p2  ^er  2= 

»legal,  Elementar-Mathematik.  I. 


eintreffe. 


a 


n 


tt>  = 


12 


178 


Ueb  ersieht. 


206.  Dgl.,  wenn  nach  jedesmaligem 
Eintreffen  die  Zahl  der  mög- 
lichen und  die  der  günstigen 
Falle  um  1  abnimmt. 

an 
w  =  — . 

207.  Dgl.  für  mehrere  Ereignisse 
im  ersten  Falle: 


w  = 


_  ai 


"i 


a, 


"2 


208.  Im  zweiten  Falle: 


h  "* 


ni 


v* 


h  ,n2 
°2 


B.  Wahrscheinlichkeit  für  mehrere 

Fälle. 

209.  W.,  dass  ein  Ereigniss,  dessen 
W.  wx  ist,  spätestens  beim 
&*?  Versuch  eintrifft. 

w  =  1  —  (1  —  töj)". 

210.  Dgl.,  dass  es  bei  »  Versuchen 
•  fcmal  eintrifft. 


w 


=  nk  .  10^(1  —  wx)n~  *. 


r 


Register. 


Nr. 

Abhängige  Gleichungen  .  .  97 
Addend  (num   addendus)      .        .  6 

Addiren  (addere)  ....  6 

Addition 5 

„        fortschreitende       .        .  8 

Additionsmethode  ...        97 

Algebraische*)  Ausdrücke    .  74 

„  Gleichungen  .        .        91 

Anfanggglied  der  Reihe  .  121.140 
Arithmetik  (äpid'peTixrj  rexvtf}      .  1 

Arithmet.  Mittel  .  .        .82.83 

„  Reihe  ....  121 
Auflösung  d.  Gleichungen  .  89. 90. 94 
Äugend  (num.  augendus)      .  6 

Baarzahlung 172 

Bedingungsgleiohung     ...  96 

Bestimmungsgleichung .        .  '2 

Binom  (bis,  vefica)  ...  74 
Binomialcoefficient                 .        .189 

Binomialreihe        ....  189 

Biquadratische  Gleichung     .  113 

Biquadratwurzel  der  Einheit  '    .  113 

Bruch 24 

Bruchpotenz          ....  45 

Buchstabengrösse  ....  76 


Capital. 

Cardanische  Formel 
Cirkulare  Vertauschung 
Coefficient  (num.  coefnciens) 
Crtmbination 

ubinatorik 

nbiniren  (combinare) 

nparationsmethode  (comparare) 

nplexe  Zahl  (complexus) 

ljugirte  Zahl  (conjugare) 

bikwurzel  der  Einheit 

bische  Gleichung 

AI  gebr  (ar»biich)  die  Ergänzung. 


171 
110 

97 
75 
177 
177 
181 
97 
104 
104 
108 
108 


Deoimalbruch  (deoem)  . 

Nr. 

159 

Deoimalstelle                 . 

159 

155 

Determinante  (num.  determinans] 

97 

Determinanten-Methode 

97 

Differenz  (differre) 

11 

„•       der  Reihe 

121 

Differenzreihe 

136 

Diophantisohe  Gleichung 

150 

172 

Dividend  (num.  dividendus) 

24 

Dividiren  (dividere) 

24 

23 

24 

Einheit          .... 

1 

„       imaginäre 

102 

Einkaufspreis 

172 

Eins 

64 

177 

Elimination  (eliminare) 

96 

Endglied  der  Reihe                      1 

21140 

Erweiterung  des  Quotienten 

29 

Exponent  (num.  exponens)  . 

32 

„         der  Binomialreihe 

189 

„         der  Factorielle 

126 

„         der  Wurzel 

39 

Exponentialgleichung   . 

91.119 

18 

Factorielle     . 

126 

Factoriellengebiet 

128 

Faoultat  (facultas) 

126 

177 

2 

Funktion  (fungi)    . 

96 

6 

Geometrisches  Mittel  (< 

Geometrie] 

87 

*)  nichtiger  Sconto,  von  soontare  (it*l.)  abrechr 

12* 


St. 
140 

172 

2 

97 

91 

;el>  rächte 

92 

113 

108 

che 

150 

93 

92 

97 

96 

98 

93 

jhe       '. 

99 

91 

ihcmle  . 

94.97 

ite 

97 

74 

leichnamige 

76 

78 

121 

121 

92 

32 

39 

ual  reihe 

189 

126 

ithmus 

48 

I  . 

32 

n.  Factors 

21 

{ipoymji) 

97 

naginaire) 

102 

104 

,Verhältniss 

71 

nie  irredueti 

111 

168 

145 

148 

ten 

29 

nea) 

90 

48 

►„'«)    .'■ 

48 

168 

1  .     ■  '. 

169 

Mantisse  (mantissa,  Zugabe) 
Messung  .... 
Minuend  (natu,  minuendus)  . 
Minusklammer 

Mittel,  arithmetisches   . 
„      geometrisches    . 
Multiplicand  (mim.  multiplicandue} 
Multiplioation 

„  fortschreitende 

Multiplicator 
Multiplioiren  (multiplioare)  . 

Naberungshruch     . 
Näherungswert!;  des  Kettenbr. 

„  des  Decimalbr. 

Negative  Zahl  (negare) 
Henner 

des  Kettenbruchs 
Normalform  des  Polynoms 
,,  der  Gleichung 

Null       ...         . 
Numerus 

Ordnen  der  Elemente  . 
der  Gleichung 
der  Perrautationen 
des  Polynome 


Periode  des  Decimalbruchs 
des  Kettenbruchs 
Permutation  . 
l'ermutiren  (permutare) 
Plus  klammer 
Polygonalzahl  (Polygon) 
Polynom  tetolv;,  vt/aa) 
Positive  Zahl  (ponere) 
Potenz  (potentia) 
fallende 

steigende 
ungerade 

Potenziren     . 

Potenzirung  . 

Potenzreihe  . 

Proeonte  (pro  centuni) 

Product  (prodnctum) 

Product  reihe 

Proportion     . 

arithmetische 
fortleitende 
geometrische 
stetige 


Register. 
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Proportion,  zusammengesetzte 
Proportionale,  vierte    . 

„  mittlere  arithm. 

„  „       geom. 

Pyramidalzahl  (Pyramide) 


Quadrat 

Quadratische  Gleichung 

Quadratwurzel 

„  der  Einheit 

Quotient  (quotiens) 
der  Reihe 


n 


Rabatt  (rabattre)  . 

Radicand  (num.  radicandus) 

Radiären 

Radicirung  (radix) 

Rechenlineal 

Reduotion  der  Gleichung 

Reelle  Zahl  .... 

Reihe 

Rente 

Resultante  (num.  resultans) 

Seite  der  Gleichung     . 
Statistik        .... 

Stelle 

„      ganze 
Snbstitutionsmethode  (substituere) 
Subtractdon  .... 
Subtrahend  (num.  subtrahendus) 
Subtrahiren  (subtrahere) 
Summand  (num.  summandus) 
Summe  (summa)    . 
Summenreihe 

„  der  arithm.  Reihe 

Symmetrische  Gleichung 
System,  logarithmisohes 

Theü 

Theflung       .... 
Transcendenter  Ausdruck  (trans- 

cendere) 
Gleichung   . 


» 


ingekehrte  Zahl 
abekannte  der  Gleichung  . 
aendlich  grosse  Zahl 


Nr.  . 
88' 
78 
82 
87 
136 

35 
98 
76 
98 
24 
140 

172 

39 

39 

38 

169 

92.99 

104 

120 

176 

97 

2 

190 

155 

159 

97 

10 

11 

11 

6 

6 

120 

135 

99 

168 

6 
25 

74 
91 

67 

90 

124 


Nr. 

Unendlicher  Deoimalbr 

ach    .               162 

„           Kettenbruc 

>h                    151 

„          Reihe 

120 

Unterdeterminante 

97 

Variation 

184 

Variiren  (variare) 

.      184 

Verkaufspreis 

.      172 

Verlust 

.      172 

Vertauschung,  cirkuläre 

>                         97 

Vorzeichen    . 

61 

Wahrscheinlichkeit 

190. 192 

Wahrscheinliohkeitsreol 

inung              191 

Werth  des  Kettenbruc! 

is      .        .145 

Widersprechende  Gleia 

hung         .  94.97 

Wurzel 

39 

„      der  Gleichung 

90 

Zähler  . 

24 

„      des  Kettenbruc! 

168                           145 

Zahl 

1 

,     absolute 

56 

,     allgemeine    . 

1 

,     oomplexe 

104 

,     ooniugirte 
,     einfache 

104 
1 

,     entgegengesetzte 

61 

,     ganze    . 

67 

,     gleichstimmige 

61 

,     imaginäre 

.      104 

,     irrationale    . 

71 

,     natürliche 

1 

/    ' 

,     negative 

61 

,     positive 

61 

,     rationale 

71 

,     reelle    . 

104 

,     relative 

•      .                66 

,     8pecielle 

1 

,     umgekehrte  . 

67 

,     unendlich  grosse  , 

124 

,     zusammengesetzte 

1 

Zahlsystem    . 

164 

Ziffer     . 

.       154. 155 

Zinsen  . 

171 

Zinseszins 

.      173 

Zi 

usfuss 

.      171 

'«*« 
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Berichtigungen. 

Seite  101  Zeile  12  v.  u.  lies  0°  statt  0°. 
„      119      „       9  v.  o.  füge  nach  159  hinzu:  nachdem  darin 

p  + 1  f ür  p  gesetzt  ist. 
„     14  v.  u.  lies  y  =  i  «i  statt  y  =  ±  a. 
131      „      18  v.  o.  lies  a*""1  statt  a  —  a*""1. 
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Vorrede. 


Die  für  die  Abfassung  des  gegenwärtigen  Lehrbuohes  massgebenden  Grund- 
i,  welche  in  der  Vorrede  zum  ersten  Theile   desselben   auseinandergesetzt 
wurden,  haben,   soweit  mir  bekannt  geworden,  die  entschiedene  Billigung  der 
eompetenten  Fachmänner  gefunden.    Ich  kann  mich  daher  an  dieser  Stelle  auf 
spezielle  Bemerkungen  zu  dem  vorliegenden  zweiten  Theile  beschränken,  umso- 
mehr  da  gerade  über  die  Gestaltung  des  in  ihm  enthaltenen  Lehrstoffes  mehreres 
zu  sagen  ist,  weil  hierüber  die*  Ansichten  weit  auseinandergeben.    Denn  wie  leb- 
haft und  einstimmig  auch  von  den  Kennern  der  modernen  Geometrie  eine  theü- 
weise  Verschmelzung  ihrer  Lehren  mit  denen  der  gewöhnlichen  Schulgeometrie 
und  eine  Beform  der  letzteren  gewünscht  wird,  es  giebt  noch,  namentlich  unter 
den  älteren  Lehrern  der  Mathematik,  gar  viele  unbedingte  Verfechter  der  unver- 
änderten euolidisohen  Geometrie.    Diese  freilich  werden  das  vorliegende  Buch  mit 
Kopfsobütteln  betrachten.    Sie  werden  in  ihm,  wie  in  mehreren  anderen  neueren 
geometrischen  Lehrbüchern,  vergeblich  die  Eintheilung  des  Lehrstoffes  in  Lehr- 
sätze, Voraussetzungen,  Behauptungen,  Beweise  suchen.    Um  zunächst  bei  dieser 
Aeusserlichkeit  stehen  zu  bleiben,  so  bemerke  ich,  dass  ich  die  in  jener  Einthei- 
lung Hegende  Bequemlichkeit  für  Lehrer  und  Lernende  nicht  verkenne.    Jeder 
Satz  bildet  mit  dem  zugehörigen  Beweismaterial  ein  kleines  in  sich  abgeschlossenes 
Ganze,  welches  leicht  zu  überblicken  und  im  Gedächtnisse  festzuhalten  ist.    Und 
in  der  That,  für  eine  gedächtnissmässige  Aneignung  der  geometrischen  Wahr- 
heiten wüsste  ich  keine  bessere  Form  der  Darstellung  zu   empfehlen,   als   die 
althergebrachte.    Allein  in  neuerer  Zeit  legt  man  doch  gerade  mehr  als  früher 
Werth  auf  das  Verständniss  nicht  nur  der  einzelnen  Sätze,  sondern  ihres  inneren 
mmenhanges,  verlangt  als  Resultat  des  Unterrichtes  nicht  nur  mathematisches 
en,  bestehend  in  einer  Summe  von  Einzelkenntnissen,  und  mathematisches 
iien,  bestehend  in  der  Fähigkeit,  eine  Anzahl  von  Methoden  auf  mathema- 
e  Aufgaben  anzuwenden,  sondern  mathematische  Bildung,  bestehend  in  klarer 
mntniss  des  inneren  Zusammenhanges  und  der  Bedeutung  der  mathematischen 
rheiten,  in  Uebersicht  über  das  Ganze  und  Einsicht  in  die  einzelnen  Theile, 
Bildung,  wie  sie  überhaupt  das  euclidische  System  nach  seinen  inneren  und 


ithümliohkeiten  nimmermehr  gewähren  kann.*)  —  Von  diesem 
ier  findet  man,  daaa  das  Zerreissen  den  Stoffes  in  lauter  für  sich 
zolartikel,  in  welchen  jeder  Beweis  mit  einem  besonderen,  neuen 
a  einer  Gedanken  reihe  anhebt,  das  Verständnis«  des  Zusammen  - 
rt.  Ich  meine  nun,  dass  die  Form  der  Darstellung  eines  modernen 
lern  Zusammenhange  in  erster  Linie  Rechnung  tragen  muss.  Daher 
11  zuerst  die  Ableitung  des  Satzes  ans  früheren  Sitzen,  und  spreche 
Resultat  in  Form  eines  neuen  Satzes  aus.  lob  denke,  dass  ernst- 
t  Jemand  daran  Anstosa  nehmen  wird,  anf  diese  Weise  das  Material, 
zum  Beweise  eines  Satzes  dient,  vor  diesem  Satze,  statt  hinter 
luden,  obwohl  eine  ähnliche  Eigentümlichkeit  des  ersten  Theils, 
i  einer  arithmetischen  Formel  bald  die  rechte,  bald  die  Unke  Seite 
eheint,  thatsächlich  das  naive  Erstaunen  eines  Recensenten  hervor- 

Will  der  Lehrer  einen  Satz  mit  seiner  Ableitung  in  die  altber- 
i  bringen,  oder  durch  die  Schüler  bringen  lassen,  so  halte  ich  das 
ütxlicbe  dialeotiicbe  Hebung;  aber  für  die  Form  der  Darstellung 

darf  nach  meiner  Ansicht  diese  doch  mehr  nebensächliche  Uebung 
t  mehr  bestimmend  sein. 

lUsaere  Form,  so  sind  auch  die  Prinzipien  der  hergebrachten  Dar- 
lgend,  den  modernen  Anforderungen  zu  entsprechen.  Die  alte 
wesentlich  eine  Geometrie  des  Masses.    Das  der  neueren  Geometrie 

so  äusserst  fruchtbare  Prinzip  der  Verwandtschaft  spielt  in  der 
rchaus  untergeordnete  Rolle.  Zwar  pflegen  bei  Betrachtung  der 
iar  Figuren  auch  in  ihr  die  Verwandtschaften  der  Congruenz, 
d  Inhal tsgleich hei t  zur  Eintheilung  des  Stoffes  benatzt  zu  werden. 
a  diivon,  dass  sie  von  den  allgemeineren  Verwandtschaften  über- 
itiz  nimmt,  so  ist  die  Verwandtschaft  der  Congruenz  durch  daa 
ies  Aufeinanderlegen  der  Figuren  ihres  ursprünglichen  Charakters 
beziehutig  vollständig  entkleidet,  am  auf  eine  künstliche  und  ge- 
3  aus  Mass  Beziehungen  abgeleitet  zu  werden,  die  naturgemässer 
fl  Jessen  sollen,  anstatt  zu  ihrer  Begründung  zu  dienen.  Ganz 
es  sich  mit  der  Aehnlichkeit,  deren  Eigentümlichkeiten  nur  dann 

d  tollt o,  der  Tango  beachten,  wu  niun  iner- 
dleien  Gegenetud  Ufl;  „So  opfert  diu  *n- 
juustea  ulnar  ichcinbaren  Einlnchheit  und  ADIcfaaaliohklit  die  wehre  21n(M 
i  ilor  Allgemeinheit  der  Frlnalplim,  and  die  wehre  Anubaiulchkeit,  welche  I 
di  Zuummenhuigei  geometriicher  QuulUn  In  ellem  Wecbael  nnd  In  all>, 
iror  .üinlich  Teilte  IIb  Iren  Lage  beruht"  (Die  Entwicklung  der  Metlumati: 
.hrhundenen.  Tübingen  IM»,  8.  S.)  —  8.  eueh  den  Av.lu.ta  tob  Fiedle 
geometriiohen  ünteirlehu"  (Züricher  vlertetjabrHchrift  XXU,  1,  1B77),  . 
iaht  Über  dleees  Gegenstand  let  amfuhrticlur  dargelegt  in  den  Aofietei 
«"etboden  der  Sohulgeometrle".    (Hoflnann'i  ZtKbr.  f.  math.  u.  natura,  Unter 


einfach  und  ungezwungen  sich  ergeben,  wenn  man  die  ähnliehen  Gebilde  zuerst 
in  ähnlicher  Lage  betrachtet.  —  Wenn  nun  doch,  was  wohl  allgemein  anerkannt 
werden  durfte,  das  Prinzip  der  Verwandtschaft  oberster  Gesichtspunkt  bleiben 
soll,  so  fragt  es  sich:  Wie  sind  die  einzelnen,  von  der  euolidisohen  Geometrie 
ungenügend  aufgefaßten  und  behandelten  Verwandtschaften  zu  begründen  und 
durchzuführen?  Vor  allem  die  Congruenz,  und  die  mit  ibr  zusammenhängende 
Betrachtung  einzelner  Gebilde.  Lässt  man  sich  nicht  durch  vorgefasste  Meinun- 
gen, sondern  durch  die  Natur  dieser  Verwandtschaft  selbst  leiten,  vermöge  deren 
ein  bewegtes  Gebilde  (durch  Drehung  um  einen  endlich  oder  unendlich  fernen 
Punkt)  sich  selbst  oongruent  bleibt,  so  kommt  man  leicht  zu  dem  Resultat,  dass 
das  Prinzip  der  Bewegung  nothwendig  ist  zur  Begründung  dieser  Verwandtschaft 
und  hinreichend  zur  Ableitung  der  meisten  aus  ihr  niessenden  Resultate.  Der 
Gedanke,  dieses  Prinzip  zur  Ableitung  einzelner  geometrischer  Sätze  zu  verwen- 
den, ist  bekanntlich  nicht  neu.  Auf  ihm  beruht  u.  A.  der  Thibaut'sche  Beweis 
für  das  11.  Axiom  des  Euclid.  In  der  Ausdehnungslehre  GrassmamVs  ist  seine 
Wichtigkeit  verschiedentlich  hervorgehoben.  Angeregt  durch  das  Studium  dieses 
Werkes  habe  ich  eine  ausführliche  und  zusammenhängende  Verwendung  dieses 
Prinzipes  an  Stelle  der  Congruenzsätze  zuerst  im  Jahre  1872  in  meinem  „System 
der  Raumlehre.  1.  Theil"  (Leipzig  bei  Teubner)  gegeben.  Bald  darauf  betrat 
J.  C.  V.  Hoffmann  in  seiner  „Vorschule  der  Geometrie"  denselben  Weg.  Man 
hat  hie  und  da  die  pädagogische  Brauchbarkeit  dieses  Prinzipes  geringer  gefun- 
den als  desjenigen  des  Aufeinanderlegens  der  Figuren.  Die  Sache  steht  aber  so: 
Die  ältere  Methode  erspart  sich  durch  das  Aufeinanderlegen  der  Dreiecke  in  den 
Beweisen  der  Congruenzsätze  jede  weitere  Bewegung,  und  ist  danach  im  Stande, 
alle  Gebilde  in  starrer  Lage  zu  betrachten.  Diese  Starrheit  der  Gebilde  wird 
nun  als  Vorzug  gepriesen,  und  dem  Verfahren  der  Bewegung  Mangel  an  An- 
schaulichkeit vorgeworfen.  Wie  aber,  wenn  die  wesentlichen  Eigenschaften  eines 
Gebildes  nur  dadurch  zur  Anschauung  kommen,  dass  man  dasselbe  als  ein  durch 
Bewegung  entstandenes  betrachtet?  Woher  rührt  die  noch  heut  in  manchen 
Köpfen  existirende  Verwirrung  hinsichtlich  des  Winkelbegriffs,  wenn  nicht  davon, 
dass  man  den  starren  Winkel  bald  als  Flächenstück,  bald  als  Riohtungsunter- 
schied  betrachtete?  Hier,  wie  in  vielen  anderen  Fällen,  kann  nur  der  Begriff 
der  Bewegung  Klarheit  verschaffen.  Der  Vortheil,  welchen  die  ältere  Methode 
erreicht,  ist  also  nur  ein  scheinbarer,  er  kommt  der  Bequemlichkeit  zu  Gute  und 
r^-det  dem  Verständniss.  —  Die  Methode  des  Aufeinanderlegens  der  Dreiecke 
i  \l  aber  entbehrt,  indem  sie  an  die  Stelle  der  in  jedem  Momente  bestimmten 
i  zu  verfolgenden  continuirlichen  Bewegung  einen  Sprung  des  Gebildes  setzt, 
!  welchem  nur  Anfangs-  und  Endstellung  bestimmt  sind,  und  indem  sie  ferner 
<  Phantasie  zumutbet,  sich  zwei  Gebilde  an  demselben  Orte  zu  denken,  selbst 
i  ehr  der  Anschaulichkeit,  dass  die  herkömmlichen  Beweise  der  Congruenzsätze, 
denen  obendrein  das  geometrische  Anfangspensum  belastet  werden  muss,  zu 
*m  schwierigsten  zu  begreifenden  im  Gebiete  der  ganzen  Elementar-Geometrie 


ndlich  tavolvirt  die  Anwenduug  der  Congruenzsatze  mm  Beweisen 
einen  Umweg,  desaen  Beseitigung  entschieden  geboten  erscheint.  — 
Abtheilnng  der  vorliegenden  Bearbeitung  der  reinen  Geometrie  ist 
iah  gemacht,  unter  Zuhilfenahme  dar  die  wesentlichen  Eigenschaften 
d  dea  Raumes  ausdrückenden  Sätze  die  herkömmlich  in  dai  Gebiet 
z  fallenden  Sätze  abzuleiten,  ohne  auf  die  CongrueuzsäUe  selbst 
i.  Wenn  gleichwohl  an  einer  Stelle  (Sati  183)  dieser  Abteilung, 
einigemale   hiervon   eine  Ausnahme  gemacbt  wird,  so  hat  die«  fol- 

aoben  und  naturgemlssen  Ableitung  aller  ein  einzelnes  Gebilde  be- 
zn  reicht  auch  das  Prinzip  der  Bewegung  noch  nicht  ans.  Die 
idete  Methode   findet  vielmehr  ihre  wesentliche  Ergänzung  in  den 

Operationen,  wie  sie  von  Grasamann  in  seiner  „Ausdehnungslehre" 
id  in  meinem  „System  der  Raumlehre"  Th.  I,  S.  13— 18,  70— 188 
ind.     Dass   ich   diesen   so    fruchtbaren   und   einzig  adaqoaten  geo- 

ikül  im  vorliegenden  Lehrhuohe  ganz  bei  Seite  gelaasen  habe  (wo- 
anohe  Beachränkong  bei  der  Wahl  des  Stoffes  nöthig  wurde),  erklärt 
gegenwärtigen  Verfassung  und  Eintheilung  dea  geometrisohen  Unter- 
m  heberen  Schulen,  für  welche  dieses  Buch  doch  wesentlich  mit 
Es  müssen  noch  manche  Schranken  fallen,  manche  Vorurtheile 
le  man  diesen  Calkül,  welcher  zusammen  mit  der  Methode  der 
i  einzig  mögliche  endgiltige  Lösung  der  Aufgahe,  die  Elementar- 
gemessen  darzustellen,  enthält,  in  ein  Schulbuch  wird  aufnehmen 
'  Übrigens  die  Darstellung   des  vorliegenden  Buches  mit  derjenigen 

der  Raumlehre"  vergleicht,  wird  finden,  dasa  die  erstem  nur  an 
>n  Stellen  der  Ergänzung  durch  jenen  Calkül  bedarf,  um  mit  der 
'ebereinstimmung  gehraobt  zu  werden.  Ueber  eine  spätere  Erwei- 
sohes  in  diesem  Sinne  die  Ansichten  der  Fachgenoasen  zu  hören, 
lUBoht  sein.  Immerhin  ist  es  schon  hei  der  gegenwärtigen  Arbeit 
n  gewesen,  wenigstens  den  Geist  derjenigen  Darstellung  der  Geo- 
i  mir  als  Ideal  vorschwebt,  einigermaaaen  zur  Anschauung  zu  brin- 
auch  aus  dem  oben  angeführten  Grunde  auf  die  nach  meiner  An- 
gemessene Form  mehrfach  verzichten  musste. 

i  (Ihrigen  Verwandtschaften  habe  ich  nur  die  Aebnliohkeit  und  die 
usführlicher  behandelt.  Die  letztere  erscheint  als  natürliche  Erwm- 
ateren,  und  ihre  Darstellung  wird  auf  diese  Weise  hoffentlich  <i 

o  meine  DaritAllung  «Jim  tuü  d«r  [ 
alteren  Methode  dvob  Aufuithnia  i 

Ooneeeaton  Hcmihcht.  Aanerdem  lind  dl«  dam  gewöhnlichen  Partium  nlaht  . 
natlnde  und  eolehe,  die  metetene  ant  an  ipSteier  Stalls  behandelt  worden,  du 
ii  Abeohnltt*a  berroiB/ohoben. 


vn 

Anforderung  des  organischen  Zusammenhanges  mit  dem  Vorangehenden  ent- 
sprechen. (Weit  besser,  als  hier  geschehen,  lässt  sich  auch  diese  Verwandtschaft 
mit  Hilfe  des  oben  erwähnten  geometrischen  Calküls  behandeln.  Vgl.  „System 
der  Raumlehre",  Th.  II,  S.  59—104.)  Die  übrigen  specieüen  Arten  der  Colli- 
neation  finde  ich  nicht  anschaulich  und  wichtig  genug,  um  sie  ausführlicher  zu 
behandeln. 

Nun  noch  ein  Wort  über  die  Kegelschnitte.  Als  Resultate  einer  zusammen* 
gesetzten  Bewegung  und  Linien,  die  sich  nicht  mit  Lineal  und  Cirkel  oonstnriren 
lassen,  gehören  sie  eigentlich  nicht  in  den  Kreis  der  Elemente.  Aber  ihrer  physi- 
kalischen Anwendungen  wegen,  und  namentlich,  weil  sich  ihre  wesentlichen 
Eigenschaften  einzig  und  allein  mit  Hilfe  der  elementaren  Geometrie  ableiten 
lassen,  verdienen  sie  eine  Stelle  im  Anhang  des  Buches  und  im  Pensum  der 
obersten  Klasse.  —  Ueber  die  Art  ihrer  Behandlung  sollte  nach  meiner  Ansicht 
keine  Uneinigkeit  bestehen.  Die  analytische  Geometrie  ist,  wenn  man  nicht  in 
den  ersten  Anfangen  stecken  bleiben  will,  untrennbar  von  der  Differentialrech- 
nung. Vor  allem  aber  ist  sie  viel  zu  schwerfallig,  in  ihrer  ursprünglichen  Gestalt 
antiqtdrt,  und  mit  ihrem  Hilfsapparat  der  Coordinaten  dem  an  rein  geometrische 
Betrachtungen  Gewöhnten  fremdartig.  Ich  möchte  sie  daher  weder  dem  Gym- 
nasium noch  der  Realschule  empfehlen.  Es  bleibt  also  der  rein  geometrische 
Weg.  Dieser  nun  wird  ungemein  erleichtert  durch  die  gleichzeitige  Betrachtung 
der  Curve  und  eines  festen  Kreises,  welchen  ich  den  Leitkreis  genannt  habe. 
Die  hierauf  beruhende  Darstellung  findet  sich  bereits  .in  meinem  „System  der 
Raumlehre44,  Th.  II,  S.  27  ff.,  wo  ich  sie  zur  Vervollständigung  des  Ganzen  ge- 
geben habe,  obwohl  sie  mit  den  Grassmann'schen  Methoden  ihrem  Wesen  nach 
nichts  gemein  hat. 

Ich  schliesse  diese  Erörterungen  mit  dem  Wunsche,  dass  das  vorliegende 
Buch  dazu  beitragen  möge,  die  nooh  schwebende  Frage  nach  einer  den  Bedürf- 
nissen der  Gegenwart  entsprechenden  Darstellung  der  elementaren  Geometrie 
ihrer  Entscheidung  näher  zu  fuhren. 

Waren  im  April  1879. 

V.  Schlegel. 
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Einleitung; 


1.  Ableitung  der  geometrischen  Grundgebilde. 

tu  Ableitung  aus  der  Erfahrung  mittelst  des  Begriffl»  der  Ctrenie« 

1.  Der  Körper.  —  Durch  die  Sinne  des  Gesichts  und  Ge- 
fühls gelangen  wir  zu  der  Vorstellung  von  Gegenständen,  <Jie 
erstens  ausser  uns  für  sich  existiren  und  zweitens  ihre 
Stellung  zu  einander  und  zu  uns  selbst  ändern  können.  Alle 
diese  Gegenstände  können  wir  ohne  Unterschied  Körper  nen- 
nen.   (Beispiele.) 

Das  Gebiet,  innerhalb  dessen  ein  Körper  existirt  und  seine 
Stellung  zu  einem  andern  verändern  kann,  nennen  wir  den 
Raum.  Jeder  Körper  nimmt  einen  Theil  des  Raumes  so  voll- 
ständig ein,  dass  innerhalb  dieses  Raumtheiles  kein  zweiter 
Körper  existiren  kann.  (Scheinbar  widersprechendes  Beispiel 
eines  hohlen  Körpers.) 

Sehen  wir  von  allen  anderen.  Eigenschaften  ab,  durch 
welche  sich  ein  Körper  von  einem  anderen  unterscheiden  kann 
(z.  B.  Grösse,  Gestalt,  Stoff,  Farbe,  Gewicht,  Temperatur),  so 
bleibt  die  Ausfüllung  eines  bestimmten  Raumtheiles  als  ge- 
meinsame Eigenschaft  aller  Körper  übrig,  und  wir  können 
sagen,  ein  Körper  sei  ein  Theil  des  Raumes. 

Anm.  Hiernach  ist  auch  z.  B.  der  Raum  eines  Zimmers,  der  Raum 
ir^Hialb  eines  Kastens  ein  Körper. 

2.  Gebilde  als  Grenzen  am  Körper.  —  Von  dem  umgeben- 
d  Räume  wird  der  Körper  getrennt  durch  eine  Fläche 
(i  ne  Oberfläche),  welche  den  Körper  vollständig  begrenzt 
u    .  gewöhnlich  aus  mehreren  gleichartigen  Theilen  besteht, 

*    ?he  Figuren   heissen.  —  Demnach   ist   schliesslich   der  i. 
I    "per   ein  vollständig   begrenzter  Theil   des  Rau- 
n    ',  und  die  Fläche  ist  die  Grenze  des  Körpers.  — 

legal,  Elem«nt*r-Mftth«ii*tik.  II.  1 


lehrt:  Jedes  durch  Figuren  vollständig  begrenzte 
de  ist  ein  Körper. 

um.  -  Die  vollständige  Begrenzung  gegen  den  umgebenden  Raum 
wesentliche»  Merkmal  des  Körpers.  So  ist  z.  B.  der  Raum  inner- 
nea  geschlossenen  Kastens  ein  Körper,  nicbt  aber  der  Raum  inner- 
nes  offenen,  weil  in  diesem  Falle  ein  Theil  der  Fläche  zur  voll- 
an  Begrenzung  fehlt.  —  In  wieviel  Figuren  zerfallt  die  Fläche  eines 
),  eine«  Zimmers,  der  Wandtafel,  einer  Halbkugel,  einer  Kugel?  — 
ian  die  Zugehörigkeit  der  Figuren  zum  Körper  hervorheben,  so 
nan  aie  Seiten  des  Körpers. 

on  der  umgebenden  Fläche  wird  jede  einzelne  Figur  ge- 
durch  eine  Linie  (ihren  Umfang),  welche  die  Figur 
indig  begrenzt,  und  gewöhnlich  aus  mehreren  gleichartigen 
n  besteht,  welche  Strecken  heissen.  —  Demnach  ist 
igur  ein  vollständig  begrenzter  Theil  der  Fläche, 
ie  Linie  ist  die  Grenze  der  Figur.  —  Umgekehrt: 
i  durch  Strecken  vollständig  begrenzte  Gebilde 
ne  Figur. 

nm.  Wieviele  Strecken  dienen  zur  Begrenzung  jeder  Figur  am 
,  im  Zimmer?  Wieviele  Strecken  kommen  überhaupt  an  jedem 
Körper  vor?  In  wieviel  Strecken  zerfallt  der  Umfang  eines  Haih- 
eines Kreises?  —  Will  man  die  Zugehörigkeit  der  Strecken  zum 
hervorheben,  so  nennt  man  sie  Kanten  des  Körpers;  hebt  man 
ire   Zugehörigkeit  zur   Figur  hervor,   so   nennt  man   sie  Seiten 

on  den  benachbarten  Strecken  wird  jede  einzelne  Strecke 
nt  durch  zwei  Punkte,  welche  die  Strecke  vollständig 
izen.  —  Demnach  ist  die  Strecke  ein  vollständig 
mzter  Theil  der  Linie,  und  der  Punkt  ist  eine 
ze  der  Strecke.  —  Umgekehrt:  Jedes  durch  Punkte 
tändig  begrenzte  Gebilde  ist  eine  Strecke, 
nm.    Wieviele  Funkte  kommen  an  jeder  Flache  des  Würfels,  des 
■a,  sowie  überhaupt  an  jedem  dieser  Körper  vor?  —  Wann  reicht 
tiger  Punkt  zur  vollständigen  Begrenzung  einer  Strecke  aus  V  (Kreis- 
—  Jenachdem  man  die  Zugehörigkeit  eines  Punktes  zu  einem  Kör- 
ier  Figur  oder  einer  Strecke  hervorheben  will,  nennt  man  ihn  Ecke 
rpers,  Eckpunkt  (Ecke)  der  Figur,  Endpunkt  der  Strecke, 
ezeichnet  man   die  gegenüberliegenden  Seitenpaare  eines  Würfe 
i  Zahlen  1,  6;  2,  5;  3,  4,  jede  Kante  durch  die  zwei  und  ^ede  Ec 
lie  drei  Ziffern  der  in  ihr  zusammena  tossenden  Seiten:  wie  beisi 
,ie   Kanten,  und   Ecken,   und   welches   sind   die  in  einer  gegebene 
Kante)  zusammen Btossenden  Flächen  und  Kanten  (Flächen)? 

Vir  erhalten  also  mittelst  des  Begriffs  der  Grenze,  a 
aum  anknüpfend,  folgende  erste  Reihe  von  Erklärunge 
e  geometrischen  Grundgebilde: 
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2.  Die  Fläche  ist  die  Grenze 
des  Körpers. 

4.  Die  Linie  ist  die  Grenze 
der  Fläche. 


1.  Der  Körper  ist  ein  voll- 
ständig begrenzter  Theil  des 
Raumes. 

3.  Die  Figur  ist  ein  vollstän- 
dig begrenzter  Theil  der 
Fläche. 

5.  Die  Strecke  ist  ein  voll- 
ständig begrenzter  Theil  der 
Linie. 


6.  Der  Punkt  ist  die  Grenze 
der  Linie. 

Aus  den  obigen  Erklärungen  folgt,  dass  Punkte,  Linien 
(Strecken)  und  Flächen  (Figuren)  nicht  für  sich  ausser  uns 
existiren,  sondern  nur  an  Körpern.  Wir  können  aber  in  unserer 
Vorstellung  diese  Gebilde  von  den  Körpern  loslösen  und  diese 
gedachten  Punkte,  Linien  und  Flächen  für  sich  allein  betrachten. 

Anm.  So  sprechen  wir  auch  im  gewöhnlichen  Leben  von  Punkten 
auf  der  Erdoberflache,  am  Horizont,  von  Linien  (Strassen),  welche  zwei 
solcher  Punkte  (Orte)  verbinden,  von  Flächen  (Grundstücken),  indem  wir 
durchaus  nicht  an  die  Verbindung  dieser  Gebilde  mit  der  Erdkugel  den- 
ken. Begrenzte  Flächen  auf  der  Erdoberfläche  werden  ebenso  gekauft 
und  verkauft,  wie  körperliche  Gegenstande;  ebenso  haben  Strassen,  für 
deren  Benutzung  eine  Abgabe  erhoben  wird  (Eisenbahnlinien,  Chausseen), 
verschiedenen  Werth,  je  nach  ihrer  Länge;  selbst  Punkte  der  Erdober- 
fläche haben  verschiedenen  Werth,  je  nach  ihrer  Lage. 

b.  Ableitung  durch  TJeberlegung  mittelst  des  ßegrilfe  der  Bewegung. 

3.  Der  Punkt.  —  Die  Aenderung,  durch  welche  ein  Körper 
in  eine  neue  Stellung  zu  einem  anderen  Körper  übergeht,  nen- 
nen wir  Bewegung.  Wenn  ein  Körper  sich  bewegt,  so  be- 
wegen sich  die  an  ihm  befindlichen  Grenzgebilde,  Flächen, 
Linien  und  Punkte  mit  ihm.  Wir  können  daher  auch  die 
Bewegung  dieser  einzelnen,  Gebilde  betrachten.  Der  Inbegriff 
der  von  einem  Gebilde  bei  seiner  Bewegung  durchlaufenen  Zu- 
stände heisst  sein  Weg. 

Denken  wir  uns  die  Grösse  eines  Körpers  ins  Unendliche 
nehmend,  so  verschwinden  allmälig  auch  alle  seine  übrigen 
»enschaften.  Nur  der  Ort,  welchen  er  im  Räume  einnimmt, 
dbt  ihm  erhalten.  Er  schrumpft  alsdann  zu  einem  Punkte 
isammen.  Dem  Räume  gegenüber  ist  also  der  Punkt  nichts 
iter  als  ein  Ort,  und  wir  können  sagen:  Der  Punkt  ist  4, 
1  Ort  im  Räume. 

Anm.    Schon  im  gewöhnlichen  Sprachgebrauche  nennen  wir  Dinge 
t  Art  Punkte,  entweder,  wenn  wir  sie  in  so  grosser  Entfernung  sehen, 
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dass  ihre  Grösse  verschwindend  klein  erscheint  (Funkt  am  Horizonte), 
oder,  sobald  es  sioh  um  keine  ihrer  sonstigen  Eigenschaften  handelt,  son- 
dern nur  um  den  Ort,  welchen  sie  im  Räume,  auf  einer  Flache,  oder  Linie 
einnehmen.  In  diesem  Sinne  werden  z.  B.  Städte  auf  einer  Landkarte, 
die  Sterne  am  Himmel,  Menschen,  die  wir  aus  grösserer  horizontaler  oder 
verticaler  Entfernung  erblicken,  ja  selbst  Landflächen,  sobald  nur  ihre 
Oertlichkeit  hervorgehoben  wird,  als  Funkte  aufgefasst  und  bezeichnet.  — 
Dieselbe  Ahstraction  aber,  welche  uns  von  dem  als  Einheit  aufgefassten 
Dinge  zum  Begriff  der  Zahl  Eins  fahrt,  leitet  uns  auch  von  dem  als  Punkt 
aufgefassten  Dinge  zum  Begriff  des  Punktes  selbst. 

4.  Gebilde  als  Resultate  der  Bewegung  des  Punktes.  —  Be- 
wegt sich  ein  Punkt  ein  Stück  vorwärts,  so  ist  die  Reihe  sei- 
ner Zustände  durch  den  Anfangspunkt  und  den  Endpunkt  der 
Bewegung  vollständig  begrenzt,  also  nach  3*)  eine  begrenzte 
6.  Linie  oder  Strecke;  d.  h.:  Der  Weg  eines  Punktes  ist 
eine  (begrenzte)  Linie. 

Anm.  So  ist  der  Weg  eine«  als  Punkt  aufgefassten  Fussgängars  der 
als  Linie  betrachtete  Fusspfad,  der  Weg  der  Bleistift-  oder  Federspitze 
auf  Papier,  der  der  Kreide  auf  der  Tafel  ein  Strich.  Andere  Beispiele: 
Sternschnuppe;  Flintenkugel,  in  einen  Balken  eindringend;  Spitze  der 
Nadel,  einen  weichen  Gegenstand  durchbohrend,  u.  a.  w. 

Bewegt  sich  eine  Strecke  ein  Stück  vorwärts,  so  ist  die 
Reihe  ihrer  Zustände  durch  die  Anfangsstrecke  und  die  End- 
strecke der  Bewegung,  sowie  durch  die  von  ihren  Begrenzungs- 
punkten beschriebenen  Strecken  vollständig  begrenzt,  also  nach 

6.  ü  eine  begrenzte  Fläche  oder  Figur;  d.  h.:  Der  Weg  einer 
Strecke  ist  eine  (begrenzte)  Fläche. 

Anm.  So  ist  der  Weg  einer  sich  vorwärts  bewegenden  Trup^en- 
linle  eine  Fläche,  der  Weg  der  Messerschneide  beim  Durch  schnei  den  eines 
Körpers  die  Schnittfläche,  u.  s.  w. 

Bewegt  sich  eine  Figur  ein  StUck  vorwärts,  so  ist  die 
Reihe  ihrer  Zustände  durch  die  Anfangsfigur  und  die  Endfigur, 
sowie  durch  die  von  ihren  Begrenzungsstrecken  beschriebenen 
Figuren  vollständig  begrenzt,  also  nach  1  ein  Körper  oder  be- 

7.  grenzter  Raum;  d.  h.:  Der  Weg  einer  Figur  ist  ein  (be- 
grenzter) Raum. 

Anm.  So  ist  der  Weg,  den  die  vordere  Fläche  eines  Hammers  beim 
Schlag  auf  einen  weichen  Gegenstand  beschreibt,  ein  vollständig  begrenzter 
Raum,  nämlich  die  hervorgebrachte  Vertiefung.  Der  Weg,  den  die  Ober- 
fläche einer  in  einer  Röhre  sinkenden  oder  steigenden  Flüssigkeit  zurück- 
legt, ist  der  innere  Raum  der  Röhre  selbst. 

Wir  haben  hiernach  mittelst  des  Begriffs  der  Bewegung, 

*)  Die  einfachen  Zahlen  beziehen  sich  im  ganzen  Buche  auf  die  am 
Bande  stehenden  Nummern  der  Sätze.  Die  Nummern  der  Abschnitte  sind 
durch  Nr.  bezeichnet. 
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vom  Punkte  ausgehend,  folgende  zweite  Reihe  von  Erklärun- 
gen für  die  geometrischen  Grundgebilde  erhalten: 

1.  Der  Weg  eines  Punktes  ist  eine  (begrenzte)  Linie  (Strecke). 

2.  Der  Weg  einer  Strecke  ist  eine  (begrenzte)  Fläche  (Figur). 

3.  Der  Weg  einer  Figur  ist  ein  (begrenzter)  Raum  (Körper). 

Raum  und  Punkt  sind  verbunden  durch  die  Erklärung: 
Der  Punkt  ist  ein  Ort  im  Räume. 

2.  Eigenschaften  der  geometrischen  Grundgebilde. 

a.  Ausdehnung. 

5.  Die  Bewegung,  durch  welche  ein  Gebilde  entstanden 
ist,  haftet  an  ihm  als  eine  Eigenschaft,  die  man  Ausdehnung 
(Dimension)  nennt. 

Hiernach  hat  der  Punkt,  welcher  nicht  durch  Bewegung 
entstanden  ist,  auch  keine  Ausdehnung;  die  Strecke  hat 
eine  Ausdehnung;  die  Figur,  zu  deren  Entstehung  zwei  Be- 
wegungen, die  des  Punktes  und  die  der  Strecke  nöthig  waren, 
zwei  Ausdehnungen;  der  Körper  aus  ähnlichem  Grunde  drei 
Ausdehnungen. 

Die  Ausdehnung  der  Strecke  heisst  Länge;  die  beiden 
Ausdehnungen  der  Figur:  Länge  und  Breite;  die  drei  Aus- 
dehnungeu  des  Körpers:  Länge,  Breite  und  Dicke. 

Anm.  Bei  manchen  Körpern  heisst  die  dritte  Dimension  Höhe, 
bei  anderen  Tiefe.  Beispiele!  (Würfel,  Zimmer,  Grube).  Wie  heisst  in 
besonderen  Fällen  die  Ausdehnung  eines  Körpers  nach  rechts  und  links, 
nach  vorn  und  hinten,  nach  oben  und  unten? 

b.  Grösse. 

6.  Durch  die  längere  oder  kürzere  Dauer  der  Bewegung 
eines  Gebildes  erlangt  sowohl  die  durch  diese  Bewegung  ent- 
stehende Ausdehnung,  wie  das  neu  entstehende  Gebilde  selbst 
die  Eigenschaft  einer  bestimmten  Grösse. 

Der  Punkt  hat  hiernach  keine  Grösse.  —  Die  Grösse 
der  Strecke  fällt  zusammen  mit  derjenigen  ihrer  Länge,  so 
da°s  für  die  Strecke  die  Ausdrücke  „Grösse"  und  „Länge" 
da  selbe  bedeuten.  —  Die  Grösse  der  Figur  richtet  sich  nach 
de  jenigen  ihrer  Länge  und  Breite,  die  des  Körpers  nach 
de  ienigen  seiner  Länge,  Breite  und  Dicke. 

Gebilde  von  gleicher  Grösse  heissen  gleich  (=). 

Anm.  Da  nur  Körper,  nicht  aber  Punkte,  Strecken  und  Figuren 
füj  «Ich  existiren,  so  kann  man  solche  Körper,  bei  denen  eine  oder  meh- 
rei     Dimensionen  im  Vergleich  mit  den  anderen  sehr  geringe  Grösse  haben, 


f:»t 


°  6.  7.   Einleitung. 

Fläohen:  eÄu^.W  °  kTne\  .^  ?ind  Bilder  von  begrenzten 
Wandtafel; ™  be^ÄT' r*—  Ele™halei,  ^er  schwarze  üeberzug  der 
Bleistift,  FedlTnrfÄ  ?!  Linien:  Em  Faden,  ein  Haar,  der  durch 
Sandkorn  ff  .rfftnv?*  ^"^raohte  Strich;  von  Punkten:  Ein 
Wie  kara  Ü^'  Feder  »^  Kmde  hervorgebrachte  Punkt  - 
"  man  zagen,  dass  alle  diese  Dinge  in  Wahrheit  Körper  sind? 

c  Zusammensetzung  and  Thellung. 

k!n..Hmoe°  Z7ei  ,?trecken  einen  gemeinsamen  Grenzpunkt, 

kann  man  diese  ben  ab  eine  einzige  Strecke  betrachten 

nü«»  7  umgekehrt  kafco  man  den  auf  der  Strecke  sich 

jÄm     r*renzPunkt  in  jedtT  seiner  Stellungen  festhalten 

l  TT  Z,^*  ^Gü  G™wpmU  zweier  Strecken  betrachten 

jeder  dieser  Punkte  the.lt   *•  * ^   Ät  Setzen 

Anm      Bei   Fortsetzung   dies«»       t,     d       Strecke  allmjUi       fa 
neuer  Punkte  nimmt  die  Lange  der  Tb©i.ü  *  v*        r\nr<*h  ,ii^  ti>«,*i         j- 
nähert  sich  schliesslich  der  Grenze  Ndil:    Da  d?#  .        ^oht  cr\nlr^g     f 
Grösse  einer  Strecke  zwar  beständig  vendirtdert,   *(*h       .  nicht  in  P    Tfc 
gehoben  werden  kann,  so  kann  man  auch  eine  Sirecfc*         Punkten UU- 
theilen,   und   ebensowenig    durch   Nebeneinanderlegen   von        keine  I  eme 
Strecke  zusammensetzen,  da  von  den  Punkten,  welche  selbst       .  ke:tian^e 
haben,  auch  keiner  zur  Bildung  der  Länge  der  Strecke  etwa*        •  ,  ,  ^en 
kann.  —  Der  Punkt  selbst  kann,   da  er  k«ine  Grösse  hat,  auch*  ;  ^°" 

theilt  werden. 

Haben  zwei  Figuren  eine  gemeinsame  Grenzstrecke,  so 
kann  man  dieselben  als  eine  einzige  Figur  betrachten  (Bei- 
spiele!). —  Umgekehrt  kann  man  die  auf  der  Figur  sich  be- 
wegende Grenzstrecke  in  jeder  ihrer  Stellungen  festhalten  und1 
als  gemeinsame  Grenzstrecke  zweier  Figuren  betrachten.  Man 
kann  also  in  einer  Figur  beliebige  Linien  ziehen,  und  jede 
derselben  theilt,  gehörig  verlängert,   die  Figur  in  zwei  Theile.- 

Anm.     Theilung  der  Figur  durch  Fortsetzung  dieses  Verfahrens-  in* 
Stücke   von   immer   geringerer   Breite.     Man    kann   eine  Figur   nicht  in* 
Strecken  theilen,   und  nicht  durch  Nebeneinanderlegen  von  Strecken  eine 
Figur  zusammensetzen.    Warum? 

Haben  zwei  Körper  eine  gemeinsame  Grenzfigur,  so  kann 
man  dieselben  als  einen  einzigen  Körper  betrachten  (Beispiele!). — 
Umgekehrt  kann  man  die  in  dem  begrenzten  Raum  sich  b 
wegende  Grenzfigur  in  jeder  ihrer  Stellungen  iesthalteu  ui 
als  gemeinsame  Grenzfigur   zweier  Körper  betrachten.     Ms 
kann  also  durch  einen  begrenzten  Raum  beliebige  Flächen  lege 
und  jede  derselben  theilt,   gehörig  erweitert,   den  Körper 
zwei  Theile. 

Anm.     Theilung  des  Körpers  durch  Fortsetzung  dieses  Verfahr«     i 
in  Stücke  von  immer  geringerer  Dicke.    Man  kann  einen  Körper  nicht     i 
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Flächenstttcke  theilen,  und  nioht  durch  Aufeinanderlegen  von  Flachentheil  en 
einen  Körper  zusammensetzen. 

d.  Einfache  und  losiminengeBetEte  Bewegung. 

8.  Ein  Punkt  hat  im  Anfange  seiner  Ortsänderung  die 
Auswahl  unter  einer  unbeBchränkten  Menge  von  Bewegungen; 
das  Unterscheidende  dieser  Bewegungen  heisst  ihre  Richtung. 

Behält  der  Punkt  die  zuerst  gewählte  Richtung  bei,  so 
heisst  seine  Bewegung  einfach,  und  die  von  ihm  beschriebene 
Strecke  gerade.  —  Das  besondere  Merkmal  einer  einfachen 
Bewegung  eines  Punktes  ist  also  ihre  Richtung. 

Bewegt  eine  gerade  Strecke  sich  so,  dass  jeder  ihrer 
Punkte  eine  einfache  Bewegung  ausführt,  d.  h.  eine  gerade 
Strecke  beschreibt,  so  ist  die  ganze  Bewegung  der  Strecke 
eine  einfache,  und  die  entstehende  Figur  heisst  eben. 

Anm.  In  ähnlicher  Weise  würde  man  durch  einfache  Bewegung 
ebener  Figuren  zu  einer  besonderen  Art  von  Körpern  gelangen,  die  man 
„räumliche  Körper"  nennen  könnte.  Nun  kennen  wir  jedoch  zwar  ver- 
schiedene Arten  von  Linien  und  Flächen,  also  dem  entsprechend  verschie- 
dene Arten  von  Strecken  und  Figuren;  ober  wir  kennen  nur  einen  ein- 
zigen Baum,  den  einfachen  Weltraum,  demnach  auch  nur  eine  einzige  Art 
von  Körpern. 

Aendert  ein  sich  bewegender  Punkt  in  jedem  Augenblicke 
seine  Richtung,  so  heisst  seine  Bewegung  zusammengesetzt, 
und  die  von  ihm  beschriebene  Strecke  krumm  (Beispiel:  Die 
Kreislinie).  —  Das  besondere  Merkmal  einer  zusammengesetz- 
ten Bewegung  eines  Punktes  ist  ein  Gesetz,  nach  welchem  die 
Aenderung  der  Richtung  in  jedem  Augenblicke  erfolgt. 

Alle  nicht  ebenen  flächen  und  Figuren  heisaeu  ebenfalls 
krumm  (Beispiel:  Die  Kugelfläche). 

Durch   einfache  Bewegung   kann  ein  Gebilde  nur  auf  8 
einem  Wege  von  der  Stelle,  die  es  einnimmt,    in  eine  be- 
stimmte neue  Stellung  gelangen,  durch  zusammengesetzte  Be- 
wegung dagegen  auf  viele  Arten. 

«.  Gestalt. 

9.  Durch  das  besondere  Gesetz  der  Bewegung  eines  Ge- 
u:i-ies  erlangt  das  entstehende  Gebilde  die  Eigenschaft  eiuer 

tanmten  Gestalt. 
Hiernach  hat  der  Punkt  keine  Gestalt,  alle  geraden  Linien, 
auch  alle  ebenen  Flächen  haben  gleiche  Gestalt;    ebenso 
Linien  und  alle  Flächen,  welche  durch  dasselbe  Bewegungs- 
etz entstanden  sind. 

Anm.     Für  verschiedene  Figuren   auf   derselben  Fläche    bildet   die 
alt  der  ihren  Umfang  bildenden  Linie  ein  weiteres  Unterscheidungs- 
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lal  der  Gestalt;  ebenso  für  die  Körper  die  Gestalt  der  sie  begren- 
<  Oberfläche. 

5ebilde  von  gleicher  Gestalt  heissen  ähnlich  (a*),  von 
.er  Gestalt  und  Grösse:  congruent  (~). 

f.  Begronste  und  nnbegreazte  Bewegung. 
10.  Jede  Bewegung  eines  Gebildes  kann  nicht  nur  be- 
zt  (wie  bisher  angenommen  wurde),  sondern  auch  un- 
enzt  gedacht  werden. 

Soll  ein  Gebilde  sich  unbegrenzt  bewegen,  so  muss  seine 
gung  nicht  nur  ohne  Ende,  sondern  auch  ohne  Anfang 
;ht  «erden;  sonst  würde  das  Anfangsgebilde  eine  Grenze 
tewegung  bilden. 

Um.     Als  Beispiel  einer  solchen  Bewegung  kann  man  sich  die  Be- 

K  der  Erde  um  die  Sonne  vorstellen. 

Betrachten  wir  nur  einfache  unbegrenzte  Bewegungen, 

langen  wir  zu  folgenden  Resultaten  und  Erklärungen: 

1.  Durch  unbegrenzte  Bewegung  eines  Punktes  entsteht 

unbegrenzte  gerade  Linie,  welche  einfach  eine  Gerade 

int  wird. 

i.  Durch  unbegrenzt«  Bewegung  einer  Geraden  entsteht 

unbegrenzte  ebene  Fläche,  welche  einfach  eine  Ebene 

int  wird. 

i.  Durch  unbegrenzte  Bewegung  einer  Ebene  entsteht  ein 

;renzter  Raum,  welcher  einfach  der  Raum  genannt  wird. 

inm.    Ausser  der  Geraden  und  der  Ebene  giebt  es  noch  andere 

■enzte  Linien  und  Flachen,   die  durch   zusammengesetzte   Bewegung 

Da  die  Anzahl  der  Ausdehnungen  eines  Gebildes  nicht 
ler  Dauer,  sondern  nur  von  der  Anzahl  der  einzelnen 
gungen  abhängt,  durch  die  es  entstanden,  so  hat  die  un- 
nzte  Linie  mit  der  begrenzten,  die  unbegrenzte  Fläche 
er  begrenzten,  der  unbegrenzte  Raum  mit  dem  begrenzten 
iviele  Ausdehnungen.  Wir  können  also  die  Gebilde  nach 
mzung  und  Anzahl  ihrer  Dimensionen  in  folgender  Weise 
ichtlich  zusammenstellen,  wobei  die  Gerade  als  specialer 
unter  der  Linie,  die  Ebene  als  specieller  Fall  unter  der 
e  begriffen  ist. 
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g.  Endliche  and  unendliche  Bewegung. 

11.  Die  Vorwärtsbewegung  eines  Punktes  auf  einer  Strecke 
ist  beendet,  sobald  er  den  Endpunkt  der  Strecke  erreicht  hat. 
Ebenso  kann  eine  Strecke  innerhalb  einer  Figur,  und  eine 
Figur  in  einem  begrenzten  Räume  ihre  Bewegung  nicht  beliebig 
fortsetzen.  Innerhalb  eines  begrenzten  Gebildes  ist  also  nur 
eine  Vorwärtsbewegung  von  endlicher  Dauer  möglich. 

Dagegen  kann  ein  Punkt  auf  einer  unbegrenzten  Linie 
sich  ohne  Aufhören  vorwärts  bewegen,  ebenso  eine  Linie  auf 
einer  unbegrenzten  Fläche,  und  eine  Fläche  im  unbegrenzten 
Räume.  Innerhalb  eines  unbegrenzten  Gebildes  ist  also  eine 
Vorwärtsbewegung  von  unendlicher  Dauer  möglich. 

Eine  unbegrenzte  Linie  hat  endliche  oder  unendliche  Grosse, 
(ist  endlich  oder  unendlich)  je  nachdem  der  sie  erzeugende 
Punkt  bei  endloser  Vorwärtsbewegung  wieder  an  einen  früher 
eingenommenen  Ort  zurückkehrt  oder  nicht. 

Anm.  Jede  in  sich  selbst  zurückkehrende  Linie,  z.  B.  die  Kreislinie, 
ist  endlich,  jede  andere,  z.  B.  die  Gerade,  unendlich.  —  Es  giebt  also 
1)  begrenzte,  2)  unbegrenzte  endliche,  3)  unbegrenzte  unendliche  Linien.  — 
Die  begrenzten  Linien  sind  selbstverständlich  immer  endlich. 

Eine  unbegrenzte  Räche  hat  endliche  Grösse,  wenn  die 
sie  erzeugende  Linie  selbst  endliche  Grösse  hat  und  bei  Fort- 
setzung ihrer  Bewegung  wieder  in  die  frühere  Lage  zurück- 
kehrt; andernfalls  hat  die  Fläche  unendliche  Grösse. 

Anm.  Beispiel  einer  begrenzten  Fläche:  jede  Figur;  einer  unbe- 
grenzten endlichen:  die  Kugelfläche;  einer  unbegrenzten  unendlichen:  die 
Ebene 

Was  den  Raum  betrifft,  so  kennen  wir  nur  den  durch  un- 
endliche Bewegung  der  Ebene  entstehenden  unendlichen  Raum, 
weil  sich  unsere  Vorstellung  aus  dem  reellen  Abbilde  dieses 
Raumes,  dem  Welträume,  nicht  entfernen  kann. 

3.  Die  geometrischen  Gebiete  und  ihre  Eigenschaften. 

12.  Eintheilung  der  Gebiete.  —  Jedes  unbegrenzte  Gebilde 
kauu  als  ein  Gebiet  betrachtet  werden,  in  welchem  begrenzte 
Gebilde  von  gleicher  und  geringerer,  sowie  unbegrenzte  Gebilde 

on  geringerer  Anzahl  der  Dimensionen  enthalten  sein  können. 

Anm.     So  können  auf  einer  Linie  beliebige  Punkte  und  Strecken 
genommen   werden,   auf  einer   Fläche:    Punkte,  Linien,   Strecken   und 
afuren,   im   Räume:    Punkte,    Linien,   Strecken,    Flächen,   Figuren   und 
jrper. 

Ein  Gebiet  kann  einfach  genannt  werden,  wenn  es  durch 
uter   einfache   Bewegungen   entstanden   ist.     Die   einfachen 
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Gebiete  (zu  denen  man  auch  den  Punkt  rechnen  kann)  sind 
hiernach:  1)  die  Gerade,  2)  die  Ebene,  3)  der  Raum. 

Ein  Gebiet  kann  frei  genannt  werden,  wenn  es  sich  be- 
liebig in  sich  selber  bewegen  kann,  d.  h.  so,  dass  es  bei  der 
Bewegung  nirgends  aus  sich  selbst  herauskommt.  —  Dazu  ist 
erforderlich,  dass  die  Bewegungen,  durch  welche  das  Gebiet 
entstand,  solche  waren,  die  sich  stets  gleich  blieben.  Dies 
leistet  aber  unter  allen  Bewegungen  nur  die  einfache,  und  von 
den  zusammengesetzten  diejenige,  welche  eben  durch  das  Ge- 
setz bestimmt  ist,  dass  sie  sich  stets  gleich  bleiben  soll.  Hier- 
nach sind  freie  einfache  Gebiete  1)  die  Gerade,  2)  die  Ebene, 
3)  der  Raum.  Von  den  nicht  einfachen  Gebieten  sind  es  nur 
1)  die  Kreislinie,  2)  die  Schraubenlinie,  3)  die  Kugel- 
fläche. 

Anm.  Zur  Erläuterung  können  folgende  Beispiele  dienen:  Wird 
ein  Blatt  Papier  durch  einen  kreisförmigen  oder  geradlinigen  Schnitt  in 
zwei  Theile  getheilt,  so  kann  man  jeden  Theil  beliebig  an  dem  andern 
entlang  schieben,  sodass  die  Ränder  zusammenfallen.  Dies  entspricht  der 
Beweglichkeit  der  Geraden  und  der  Kreislinie  in  sich  selbst,  und  ist  bei 
keinem  anderen  Schnitt  möglich.  —  Eine  ebene  Tafel  kann  auf  einer  an- 
deren, und  eine  Kugel  in  einer  gleich  grossen  Hohlkugel  beliebig  so  be- 
wegt werden,  dass  alle  Punkte  äer  einen  Oberfläche  die  der  anderen  be- 
rühren. Unter  allen  Flächen  lAben  nur  die  Ebene  und  die  Kugelfläche 
diese  Eigenschaft  der  Beweglichkeit  in  sich  selbst.  (Anwendungen:  Prü- 
fung des  Lineals,  die  kreisförmige  Scheibe  im  Roulette-Spiel,  die  Schraube, 
Kugelgelenke  im  Körper  der  Wirbelthiere  und  an  Instrumenten.)  Auf 
allen  anderen  Linien  können  keine,  auf  anderen  Flächen  (z.  B.  der  Kegel- 
und  Cylinderfläche)  höchstens  besondere  Arten  der  Bewegung  des  Gebildes 
in  sich  stattfinden.  Die  Freiheit  des  Raumes  wird  gewöhnlich  durch  den 
Satz  ausgedrückt,  dass  der  Raum  überall  gleich  beschaffen  sei. 

Aus  der  Eigenschaft  der  Freiheit  folgt  noch,  dass  auch 
alle  in  einem  solchen  Gebiete  enthaltenen  Gebilde  sich  frei 
darin  bewegen  können,  ohne  ihre  Gestalt  zu  ändern. 

Statt  ein  Gebilde  durch  Bewegung  an  einen  anderen  Ort 
zu  versetzen,  kann  man  auch  annehmen,  es  sei  an  diesem  Orte 
ein  mit  dem  ersten  an  Gestalt  und  Grösse  vollständig  überein- 
stimmendes (congruentes)  Gebilde  hergestellt  (construirt).  — 
Man  kann  daher  sagen,  dass  in  einem  freien  Gebiete 
überall  beliebig  Gebilde  construirt  werden  können 
die  unter  sich  congruent  sind. 

Ein  Gebilde,  welches  sich  in  einem  freien  Gebiete  beliebig 
bewegt,   hat  in  Bezug  auf  dieses  Gebiet  stets  dieselbe  Lage; 
d.  h.  die  Beziehungen  des  Gebildes  zu  dem  Gebiete,  in  wel- 
chem es  sich  bewegt,  ändern  sich  nicht  durch  die  Bewegung. 

Wenn    in   einem   freien   einfachen  Gebiete   zwei  Gebilde 
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gleichgrosse    und  gleichgerichtete  Bewegungen    ausführen,    so 
bleibt  die  Beziehung  ihrer  Lagen  ungeändert. 

13.  Hiernach  sind  die  wesentlichen  Merkmale  der 
einfachen  geometrischen  Gebiete  folgende: 

a)  Der  Punkt  ist  ein  Ort  im  Räume,   ohne  Ausdehnung.  9. 

b)  Die   Gerade    ist    1.   einmal   ausgedehnt,    2.   einfach,  10. 
3.  unbegrenzt,   [4.  unendlich  (folgt  aus  2.  und  3.),  5.  in  sich 
beweglich  (folgt  aus  2.)]. 

c)  Die   Ebene    ist    1.   zweimal    ausgedehnt,    2.   einfach,  ll. 
3.  unbegrenzt,  [4.  unendlich,  5.  in  sich  beweglich  (aus  gleichen 
Gründen  wie  in  b)]. 

d)  Der  Raum  ist  1.  dreimal  ausgedehnt,  2.  einfach,  3.  uu-  12. 
begrenzt,  [4.  unendlich,  5.  in  sich  beweglich  (wie  oben)]. 

Anm  Insofern  man  die  hier  angegebenen  Merkmale  des  Ratim- 
begrifFes  auf  den  Weltraum  überträgt,  sind  dieselben  Axiome,  deren 
wirkliebe  Geltung  im  Weltraum  nicht  bewiesen,  sondern  nur  aus  der  Er- 
fahrung geschöpft  werden  kann. 

14.  Eintheilung  der  Raumwissensehaft.  —  Die  Lehre  von 
den  Gebilden,  welche  in  den  Gebieten  der  Geraden  und  der 
Ebene  vorkommen,  heisst  Geometrie  (speciell  Longimetrie 
für  die  Gerade,  Planimetrie  für  die  Ebene),  nie  Lehre  von  den 
Gebilden  im  Räume:  Stereometrie. 

Anm.  Die  Gebilde  auf  der  Kreislinie  stimmen  in  ihren  Eigenschaften 
mit  Gebilden  der  Ebene  (Winkel),  die  Gebilde  auf  der  Kugelfläcbe  mit 
solchen  des  Raumes  (Ecken)  überein,  und  brauchen  daher  nicht  für  sich 
allein  betrachtet  zu  werden. 

Wir  unterscheiden  reine  Geometrie  und  Stereometrie,  in 
der  die  Gebilde  an  sich  betrachtet,  und  rechnende  Geometrie 
und  Stereometrie,  in  der  sie  durch  Zahlen  dargestellt  werden. 
Die  rechnende  Wissenschaft  ist  eine  Anwendung  der  Arithmetik 
auf  die  reine  Wissenschaft.  —  Derjenige  Theil  der  rechnenden 
Geometrie,  in  welchem  ausser  den  Grundgebilden  noch  die 
(später  zu  erklärenden)  Winkel  durch  Zahlen  dargestellt  wer- 
den, heisst  ebene  Trigonometrie,  und  ein  entsprechender 
Theil  der  Stereometrie:  sphärische  Trigonometrie. 

Insofern  es  sich  in  der  Trigonometrie  um  Funktionen  von 
inkeln  handelt,  ist  dieselbe  eine  Anwendung  der  Funktions- 
ire auf  die  Raumwissenschaft. 

Uebersicht  über  die  Zweige  der  Raumwissenschaft: 

Geometrie.  Stereometrie. 

1.  Reine  Geometrie.  1.  Reine  Stereometrie. 

2.  Rechnende  Geometrie.  2.  Rechnende  Stereometrie. 

3.  Ebene  Trigonometrie.  3.  Sphärische  Trigonometrie. 


Reine  Geometrie. 

Erste  Abtheilung!  Geometrie  der  bewegten  Gebilde. 

I.  Geometrie  der  Geraden, 

Der  Punkt  and  seine  Bewegung  auf  der  Geraden. 

«)  Einmalige  Bewegung  des  Punktes. 

15.  Bestimmung  des  Punktes.  —  Ein  Punkt  hat  nur  das 
Merkmal  der  Lage.  Ein  Punkt,  der  sich  bewegt,  kann  hier- 
nach nur  seine  Lage  ändern.  Zwei  verschiedene  feste  Punkte 
unterscheiden  sich  nur  durch  ihre  Lage.  (Zwei  Punkte  mit 
derselben  Lage  fallen  zusammen.) 

Ein  Punkt  wird  durch  einen  grossen  lateinischen  Buch- 
staben bezeichnet. 

Die  verschiedenen  Zustände  eines  bewegten  Punktes  köu- 
13.  nen  selbst  als  feste  Punkte  betrachtet  werden,  d.  h.:  Ein  be- 
stimmter bewegter  Punkt  ist  gleichbedeutend  mit 
einer  Reihe  beliebiger  fester  Punkte. 

16.  Bestimmung  der  Geraden.  —  Beschreibt  ein  Punkt  A 
eine  Gerade,  so  ist  die  Gerade  bestimmt  erstens  durch  die 

—  Lage  des  bewegten  Punktes,  zweitens  durch  die  Richtung 
seiner  Bewegung.  Die  Merkmale  einer  Geraden  sind  also  Lage 
und  Richtung.  (Zwei  Geraden  mit  derselben  Lage  und  Rich- 
tung fallen  zusammen.) 

Durch  die  Richtung,  welche  ein  Punkt  A  im  Anfang  seiner 
einfachen  Bewegung  einschlägt,  sind  alle  Punkte,  die  er  künftig 
durchlaufen  wird,  von  vornherein  mitbestimmt.  Umgekehrt 
reicht  jeder  einzelne  dieser  Punkte  (B)  im  Verein  mit  A  dazu 
aus,  diese  Richtung  zu  bestimmen  (8).  Da  jeder  Punkt  einer 
Geraden  als  erzeugender  Punkt  angesehen  werden  kann,  so  ist 
hiernach  durch  einen  beliebigen  Punkt  auf  einer  Geraden  ihre 
Lage,  durch  zwei  beliebige  Punkte  der  Geraden  ihre  Lage 
und  Richtung,  d.  h.  die  Gerade  selbst,  vollkommen  bestimmt. 
Anders  ausgedrückt: 

u.  Durch   zwei   Punkte   kann   man   nur   eine  Gerade 

ziehen. 
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Anm,  Constrnction  der  Geraden,  welche  durch  2  gegebene  Punkte 
gehen  soll,  mittelst  des  Lineals.  (Zur  Herstellung  des  Lineals  ist  bereits 
das  Vorhandensein  einer  Geraden  nöthig.)  Andere  Construction  mittelst 
eines  gespannten  Fadens.  ("Wie  unterscheidet  sich  diese  Construction 
wesentlich  von  der  vorigen?  Wo  wird  sie  angewendet?)  Die  zwischen 
zwei  Punkten  gezogene  (sie  verbindende)  Strecke  heisst  die  Verbin- 
dungslinie der  Punkte. 

Eine  Gerade  wird  durch  zwei  an  beliebige  ihrer  Punkte 
gesetzte  grosse,  oder  durch  einen  kleinen  lateinischen  Buch- 
staben bezeichnet.  Ebenso  eine  Strecke,  bei  welcher  man  je- 
doch die  Endpunkte  zur  Bezeichnung  wählt. 

Aus  14  folgt:  Bewegt  eine  Gerade  sich  so,  dass  sie  be- 
ständig durch  zwei  feste  Punkte  geht,  so  bewegt  sie  sich  in 
sich  selbst. 

Anm.  Prüfung  der  Richtigkeit  des  Lineals  durch  Verschiebung  an 
einer  Geraden. 

Eine  Gerade  und  ein  Punkt  haben  dieselbe  Lage,  wenn 
der  Punkt  auf  der  Geraden  liegt  (anders  ausgedrückt:  wenn 
die  Gerade  durch  den  Punkt  geht);  sonst  verschiedene  Lage. 

Die  Grösse  der  Bewegung  eines  Punktes  auf  einer  Geraden 
wird  durch  die  Länge  der  von  ihm  zurückgelegten  Strecke 
veranschaulicht  und  gemessen. 

ß)  Mehrmalige  Bewegung  des  Punktes. 

Die  Strecke  und  ihre  Bewegung  auf  der  Geraden. 

1)  Die  geometrischen  Operationen  mit  Strecken. 

17.  Addition.  —  Bewegt  sich  ein  Punkt  A  auf  einer  Gera- 
den erst  nach  B  und  dann  weiter  nach  C,  so  hat  er  im  Gan- 
zen die  Strecke  AC  zurückgelegt.  Da  die  Strecke  AC  eben 
so  lang  ist,  als  die  beiden  Strecken  AB  und  BC  zusammen- 
genommen, so  kann  man  AC  als  Summe*)  von  AB  und  BC 
betrachten.    Demnach  ist 


1)  AB  +  BC=AC.      Fig.  i/L 


B  C 

J I 


Anm.    Es  wird  also  der  Begriff  der  Summe  von  Zahlen  auf  Strecken 
f  *-  ~rtragen.    Die  Addition  der  Strecken  ist  aber  keine  Reohnungs-  sondern 

<  3  geometrische  Operation,  welche  sich,  wie  sogleich  gezeigt  wird,  durch 
i      istructionen  bewerkstelligen  lässt.    Wie  umgekehrt  Gonstructionen  sich 

<  rch  Rechnungen  ersetzen  lassen,  wird  in  dem  Abschnitt  über  rechnende 

<  imetrie  gezeigt  werden. 

Aus  der  gegenseitigen  Stellung  der  Strecken  AB,  BC  und 
-  ergiebt  sich  die  Regel: 


*)  Vgl.  Theil  I,  Nr.  6. 
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15.  Soll  man  zwei  Strecken  addiren,  so  legt  man  sie 
so  hinter  einander,  dass  ihre  einen  Endpunkte  zusam- 
menfallen.   Dann  ist  ihre  Summe  die  Strecke  zwischen 

•        ihren  anderen  Endpunkten. 

J;  Anm.    Addition   mehrerer  Strecken  durch  wiederholte  Anwendung 

von  15. 

18.  Sübtraetion.  —  Aus  1)  folgt: 

2)  AC—BC=:AB. 
Demnach  ist  AB  die  Differenz  zwischen   AC  und  BC,  und 
Fig.  1  liefert  die  Regel: 

16.  Soll  man  eine  Strecke  von  einer  andern  subtra- 
hiren,  so  legt  man  sie  so  auf  einander,  dass  ihre  einen 
Endpunkte  zusammenfallen.  Dann  ist  ihre  Differenz 
die  Strecke  zwischen  ihren  anderen  Endpunkten. 

Sind  die  durch  Sübtraetion  zu  vereinigenden  Strecken 
einander  gleich,  so  fallen  auch  ihre  zweiten  Endpunkte  zu- 
sammen; also: 

17.  Legt  man  zwei  gleiche  Strecken  so  auf  einander, 
dass  ihre  ersten  Endpunkte  zusammenfallen,  so  fal- 
len auch  ihre  zweiten  Endpunkte  zusammen. 

Umgekehrt  ist  das  Aufeinanderfallen  der  beiderseitigen 
Endpunkte  ein  Zeichen  für  die  Gleichheit  der  Strecken;  also: 

18.  Kann  man  zwei  Strecken  so  auf  einander  legen, 
dass  ihre  beiderseitigen  Endpunkte  zusammenfallen, 
so  sind  die  Strecken  gleich. 

Anm.  Zwei  Strecken  werden  in  die  zum  Addiren  oder  Subtrahiren 
erforderliche  Lage  gebracht,  indem  man  sie  (am  bequemsten  mittelst  des 
Cirkels)  auf  der  Geraden  hinter  oder  auf  einander  abtragt. 

Regel  16  dient  auch  in  der  Praxis  zur  Vergleiehung  der  Länge  zweier 
Strecken  (Gegenstände).     Beispiele  1 

19.*  Multiplication.*)  —  Trägt  man  dieselbe  Strecke  (a) 
n-mal  hinter  einander  auf  einer  Geraden  ab,  so  erhält  man 
eine  Strecke  (6),  welche  »-mal  so  lang  ist  als  die  gegebene. 
Durch  diese  Construction  ist  also  die  gegebene  Strecke  (a) 
mit  der  Zahl  n  multiplicirt  worden,  und  man  hat 

3)  n  ,a  =  b. 

Theilung**)  —  Aus  3)  folgt 

4)  -■  =  a. 
n 


*)  Die  mit  einem  Stern  bezeichneten  Abschnitte  können  bei  der  erst     i 
Durchnahme  übergangen  werden. 

**)  Vgl.  Theil  I,  Nr.  26,  Anm. 
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Die  in  dieser  Gleichung  enthaltene  Aufgabe,  eine  Strecke  b  in 
n  gleiche  Theile  zu  theilen,  ist  ohne  eine  aus  dem  Gebiete 
der  Geraden  heraustretende  Construction  nicht  lösbar  und  wird 
später  behandelt  werden  (Anm.  zu  33). 

20.*  Messung.  —  Aus  3)  folgt  ferner: 

5)-  =  »; 

d.h.:  Der  Quotient  zweier  Strecken  ist  eine  Zahl.    Die  19. 
Strecke  b  wird  durch  die  Strecke  a  gemessen,  indem  man  a 
so  oft  als  möglich  auf  b  abträgt. 

Bleibt  hierbei  kein  Rest,  so  ist  der  Quotient  der  Strecken 
eine  ganze  Zahl. 

Bleibt  ein  Rest,  so  hat  man  das  grösste  gemeinsame  Mass 

zwischen  a  und  b  zu  suchen,  d.  h.  die  grösste  Strecke,  durch 

welche  sich  sowohl  a  wie  6  ohne  Rest  messen  lässt.    Wenn 

in  diesem  Falle  das  gemeinsame  Mass  p-mal  in  a  und  9-mal 

in  b  enthalten  ist,  so  ist  der  Quotient  der  beiden  Strecken 
q 

— ,  d.  h.  ein  Bruch. 
P 

Das  grösste  gemeinsame  Mass  zwischen   zwei  Strecken  a 

und  6  wird  bestimmt,*)  indem   man    die   kleinere   so  oft  als 

möglich  auf  der  grösseren  abträgt,  dann  ebenso  den  Rest  auf 

der  kleineren,  u.  s.  w.,  bis  kein  Rest  mehr  bleibt.    Die  zuletzt 

abgetragene  Strecke  ist  das  gesuchte  grösste  gemeinsame  Mass. 

Anm.  Obwohl  bei  der  eben  beschriebenen  Construction  die  Reste 
immer  kleiner  werden,  ist  es  doch  nicht  nöthig,  dass  schliesslich  einer 
derselben  gleich  Null  ist;  vielmehr  kann  es  vorkommen,  dass  die  Reste 
nur  bestandig  abnehmen,  ohne  den  Werth  Null  wirklich  zu  erreichen. 
In  diesem  Falle  ist  der  Quotient  der  beiden  Strecken  eine  irrationale 
Zahl,  und  ein  gemeinsames  Mass  existirt  nicht.  —  Die  praktische  Aus- 
führung der  Construction  wird  freilich,  da  sie  nicht  vollkommen  genau 
sein  kann,  stete  ein  gemeinsames  Mass  liefern.  Der  durch  dasselbe  er- 
haltene Quotient  hat  dann  die  Genauigkeit  eines  Näherungswerthes. 

Setzt  man  in  5)  a  =  1,  so  wird  b  =  n,  d.  h.  auch  eine 
Zahl.     Setzt  man  also  irgend  eine  bestimmte  Strecke  =  1,  so 
an  man  alle  Strecken  als  Zahlen  darstellen.    Weiteres  hier- 
»r  s.  in  dem  Abschnitt  über  rechnende  Geometrie. 

2)  Entgegengesetzte  Richtungen  einer  Geraden. 

21.  Eine  Strecke  AB  auf  einer  Geraden  kann  sowohl  durch 
]      Regung  des  Punktes  A  nach  5,   wie  durch  Bewegung  von 


*)  Vgl.  Theil  I,  Nr.  157,  1). 
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B  nach  j4  entstehen.  Die  Richtungen  dieser  beiden  Bewegun- 
gen heissen  einander  entgegengesetzt.  Die  erste  Bewegung 
kann  über  B,  die  zweite  über  A  hinaus  beliebig  fortgesetzt 
werden. 

20.  ä J*AB  Demnach  hat  auch  jede  Ge- 

Fig.  2.  ~  *2      .  rade     zwei     entgegengesetzte 

-* ßA  Richtungen,  die  in  der  Zeichnung 

(Fig.  2)  durch  einen  Pfoil,  in  der  Benennung  durch  die  Auf- 
einanderfolge der  Buchstaben  unterschieden  werden  können 
(AB  und  BA). 

Aus  20  folgt:  Jeder  Punkt  auf  einer  Geraden  kann  sich 
nach  zwei  entgegengesetzten  Richtungen  bewegen.  Von  einem 
Punkte  aus  kann  man  eine  Strecke  auf  einer  Geraden  auf 
zweifache  Weise  abtragen.  —  Ueberhaupt  kann  man  von  einem 
Punkte  aus  auf  einer  Geraden  jede  Construction  auf  zwei  ent- 
gegengesetzte Arten  ausführen. 

21.  Gleiche  Constructionen  von  einem  Punkt  aus 
nach  entgegengesetzten  Richtungen  einer  Geraden 
geben  gleiche  aber  entgegengesetzte  (symmetrische) 
F.    3  b± a b  Resultate.    (In  Fig.  3  z.  B.  sind 

!g.  .  ^      _       ,       ._      ^  ^   ^  Länge   gleichen  Strecken 

AB  und  ABX  symmetrisch,  und  die  Punkte  B  und  Bx  liegen 
symmetrisch  zu  A.) 

22.*  Positive  und  negative  Strecken.  —  Man  kann  den 
Gegensatz  zwischen  positiven  und  negativen  Zahlen  dadurch 
auf  Strecken  übertragen,  dass  man  die  eine  der  beiden  Rich- 
tungen einer  Geraden,  sowie  alle  nach  dieser  Richtung  genom- 
menen Strecken  als  positiv,  die  andere  Richtung  und  die  nach 
derselben  genommenen  Strecken  als  negativ  betrachtet.*)  — 

Wird  in  Fig.  3  die  Richtung  AB  als  positiv  betrachtet, 
so  ist  ABy  negativ,  und  es  ist 

ABX  =  -  AB. 

Da  ferner  ABX  =  BA 

(weil  beide  Strecken  gleich  lang  und  gleich  gerichtet  sind),  s^ 
ist  auch 

22.  BA  =  -  AB\  oder  AB  +  BA  =  0. 

Anm.  Die  letzte  Formel  sagt,  dass  die  Bewegung  von  A  nach  1 
und  nach  A  zurück  die  Lage  des  Punktes  A  um  die  Strecke  0,  d.  h.  gaj 
nicht  geändert  hat;  die  vorletzte,  dass  eine  Strecke  ihr  Vorzeichen  ändert 
wenn  man  ihre  beiden  Endpunkte  mit  einander  vertauscht. 


*)  Vgl.  Theil  I,  Nr.  61  am  Ende. 
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23.*  Erweiterung.  —  Sind  auf  einer  Geraden  drei  Punkte 
A*  B,  C  gegeben,  so  ist  (nach  15) 

1)  wenn  B  zwischen  A  und  C  liegt:  AB  +  BC=AC, 

2)  wenn  C  zwischen  B  und  A  liegt:  BC+CA=zBA, 
oder:  Fig.  4. 

BC-  AC  =  -  AB  (22)  l)       £ ?       ? 

oder:  2)  £ £ f; 


ji*  +  BC=i4C  (Th.  I,  110),     3)        Z £ 


ri^j 


3)  wenn  A  zwischen  C  und  B  liegt:  Ci4  +  4B  —  CA, 
oder:  -AC  +  AB=z-  BC, 

oder:  y|JB+  BC  =  AC. 

Hieraus  folgt:  Sind  auf  einer  Geraden  drei  Punkte  A,  23. 
5,  C  in  beliebiger  Lage  gegeben,  so  ist  stets 

AB  +  BC^AC,  oder  AB  +  BC  +  CA  =  0. 

Sind  zwei  anstossende  Strecken  (Fig.  3)  B.A  und  AB 
gleich  lang,  so  heisst  A  die  Mitte  zwischen  den  Punkten  Bx 
und  B.  Die  Mitte  zwischen  zwei  Punkten  halbirt  also  die 
Verbindungsstrecke  der  beiden  Punkte,  und  heisst  daher  Hai- 
fa irungspunkt  der  Strecke. 

3)  Bewegung  der  Strecke  auf  der  Geraden. 

24.*  Bewegt  sich  eine  Strecke  AB  auf  einer  Geraden  bis 
AXBV  so  bleibt  der  Lagenunterschied  ihrer  Endpunkte  unge- 
ändert;  d.  h.:  der  eine  Endpunkt  hat  sich  ebensoweit  bewegt 
als  der  andere.    Ist  also 

1)  Aß  =  AxBv  Fig.  5. 

so  ist  auch  -i *£L tl_ JL. 

2)  AAX  -  BBX  * 

und  umgekehrt.     (Dasselbe  Resultat  folgt,  wenn  man  auf  bei- 
den Seiten  von  1)  die  Strecke  BA}  addirt.) 

Ist  M  die  Mitte  zwischen  B  und  Av  so  ist 

3)  BM=zMAx\ 
ner          1)   ABz^A^^ 

\     o  durch  Addition: 

4)  AM  —  MBX\ 

i     h.:  M  ist  auch  die  Mitte  zwischen  A  und  Bv     Oder: 

Sind  zwei  Strecken  auf  einer  Geraden  einander  24 
j     iich,  so  haben  die  Strecken  zwischen  dem  Anfangs- 

"hlegel,  Elementar-Mathematik.  IL  <j 


-'•r  . 


:*>•• 
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punkte   der   einen   und   dem  Endpunkte  der   andern 
denselben  Halbirungspunkt. 

Statt  die  Strecke  AB  nach  AXBX  zu  bewegen,  kann  man 
auch  von  Ax  aus  eine  mit  AB  gleiche  und  gleich  gerichtete 
Strecke  AlB1  construiren.    (Vgl.  Nr.  12.)    Und  allgemein: 

25.  Gleiche  Constructionen  von  verschiedenen  Punk- 
ten aus  nach  derselben  Richtung  einer  Geraden  geben 
gleiche  und  gleichstimmige  (eongruente)  Resultate.  (In 
Fig.  5  z.  B.  sind  die  an  Länge  gleichen  Strecken  AB  und  AXBX 
congruent.) 

25,*  Erweiterung.  —  Ist  M  die  Mitte  zwischen  zwei  Punk- 
ten A  und  B,  so  ist  AM— MB,  oder  MB  — AM  =  0,  oder 

MB  +  MA  =  0. 
Ebenso  nennt  man  M  die  Mitte  (den  Schwerpunkt)  zwischen 
n  Punkten  A,  B,  C9  ...  N,  wenn 

MA  +  MB  +  ...  +  MN  =  Q 
ist. 

Wenn  auf  einer  Geraden  die  Summe  einer  Reihe  von 
Strecken  gleich  Null  ist,  also 

AAl  +  BBl  +  CCl+...  =  09 
so  kann  man  (nach  23),  wenn  R  ein   beliebiger   Punkt   der 
Geraden  ist,  schreiben: 

AAX  =  RAX  -  RA\  BBX  =  RB{  _  AB;  ... 
Dies  eingesetzt  giebt: 

RA  +  JUS  +  RC  +  . .. .  =  RAX  +  RBX  +  RCX  +  . . . 

26.  d.  h.:  Ist  die  Summe  von  n  Strecken  auf  einer  Gera- 
den gleich  Null,  so  ist  für  jeden  Punkt  der  Geraden 
die  Summe  seiner  Verbindungsstrecken  mit  den  An- 
fangspunkten gleich  der  Summe  seiner  Verbindungs- 
strecken mit  den  Endpunkten. 

Wenn  insbesondere  die  Punkte  Av  Bv  Cx . . .  alle  mit  dem 
Schwerpunkte  M  der  Punkte  A,  B,  C . . .  zusammenfallen,  so  ist 

RAX  z=zRBx  =  RCX  =  . .  .  =  ÄM, 

und  RA  +  RB  +  RC+  ...  =  n.ÄM; 

27.  d.  h.:  Die  Summe  der  Verbindungsstrecken  eines  be- 
liebigen Punktes  einer  Geraden  mit  n  andern  Punk- 
ten ist  gleich  der  »-fachen  Verbindungsstrecke  mit 
dem  Schwerpunkte  derselben. 

Anm.  Hierdurch  ist  die  Aufgabe,  den  Schwerpunkt  zwischen  m 
Punkten  einer  Geraden  zu  construiren,  zurückgeführt  auf  die  Aufgabe, 
eine  gegebene  Strecke  in  n  gleiche  T heile  zu  theilen. 
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IL  Geometrie  der  Ebene. 

a.  Die  Gerade  und  ihre  Bewegungen  in  der  Ebene. 

«)  Einmalige  Bewegung  der  Geraden. 

26.  Bestimmung  der  Geraden.  —  Eine  Gerade  hat  die 
Merkmale  der  Lage  und  Richtung.  Eine  Gerade,  die  sich 
bewegt,  kann  hiernach  entweder  ihre  Lage  oder  ihre  Richtung 
ändern.  Zwei  Geraden  können  sich  entweder  durch  ihre  Lage 
oder  durch  ihre  Richtung  unterscheiden.  (Zwei  Geraden  mit 
derselben  Lage  und  Richtung  fallen  zusammen.) 

Die  verschiedenen  Zustände  einer  bewegten  Geraden  kön- 
nen selbst  als  feste  Geraden  betrachtet  werden,  d.  h.:  Eine  28. 
bestimmte  bewegte  Gerade  ist  gleichbedeutend  mit 
einer  Reihe  beliebiger  fester  Geraden. 

1)  Lagenändernng  der  Geraden. 

27.  Bewegung  der  Geraden.  —  Ist  eine  Gerade  a  durch 
Aenderung  ihrer  Lage  (ohne  ihre  Richtung  zu  ändern)  in  b 
übergegangen,  so  darf  kein  Punkt  zugleich  auf  a  und  b  liegen; 
denn  sonst  könnte  dieser  Punkt  durch  seine  Bewegung  jede 
der  beiden  Geraden  erzeugen,  und  da  die  Lage  einer  Geraden 
durch  einen  beliebigen  ihrer  Punkte  bestimmt  wird  (Nr.  16), 
so  hätten  beide  Geraden  dieselbe  Lage,  gegen  die  Annahme.  — 
Wir  nennen  diese  Art  der  Bewegung  einer  Geraden  Ver- 
schiebung. 

Verschiebung  einer  Geraden  ist  also  Aenderung  ihrer  Lage 
mit  Beibehaltung  ihrer  Richtung.  —  Zwei  Geraden  (a,  b)  mit 
verschiedener  Lage  aber  gleicher  Richtung  heissen  parallel. 
(In  Zeichen  all b.) 

Anna.  Diesen  Namen  führen  die  Geraden  auch  dann  noch,  wenn 
eine  von  ihnen  in  entgegengesetzter  Richtung  genommen  wird.  Ist  es 
nöthig,  diesen  Fall  besonders  zu  bezeichnen,  so  kann  man  zwei  Geraden 
mit  verschiedener  Lage  und  entgegengesetzter  Richtung  an ti parallel 
nennen. 

Zwei    parallele   (bezw.    antiparallele)  Geraden    entstehen, 
nn  zwei  verschiedene  Punkte  sich  nach  gleichen  (bezw.  ent- 
jengesetzten)  Richtungen  bewegen. 
Hat  eine  Gerade  ihre  Lage  Fi£-  6-  29. 

ändert,    so    hat    auch    jeder — 

inkt   auf   ihr  seine  Lage  um 

icselbc  Strecke  geändert.     Denn  alle  ihre  Punkte  haben 
eichgrosso  und  gleichgerichtete  Bewegungen  (Lagenänderun- 
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gen)  gemacht.  —  Wie  die  Lage  einer  Geraden  durch  einen 
beliebigen  Punkt  auf  ihr  vollkommen  bestimmt  ist,  so  auch 
ihre  Lagenänderung  durch  diejenige  eines  beliebigen  Punktes 
auf  ihr. 

Eine  Gerade  kann  aus  der  Lage  a  auf  unzählige  Arten 
in  die  Lage  6  kommen.  —  Die  Lagenänderung  der  Geraden 
ist  einfach,  wenn  diejenige  eines  beliebigen  Punktes  auf  ihr 
eine  einfache  ist,  d.  h.  wenn  ein  beliebiger  Punkt  auf  ihr  eine 
beliebige  Gerade  beschreibt,  oder,  anders  gesagt,  wenn  ein 
beliebiger  Punkt  auf  ihr  die  Richtung  auf  einen  beliebigen 
festen  Punkt  der  zweiten  Geraden  innehält.  Das  von  der 
Geraden  beschriebene  Gebilde  ist  in  diesem  Falle  (nach  8) 
£'•  eine  Ebene. 

Anm.  Die  Bestimmung  der  Ebene  durch  Punkte  und  Linien  wird 
in  der  Stereometrie  gegeben  werden. 

Hiernach  kann  man  in  einer  Ebene  zu  einer  in  ihr  ge- 
gebenen Geraden  beliebige  Parallelen  ziehen. 

30.  Durch  einen  ausserhalb  einer  Geraden  gegebenen 
Punkt  kann  man  nur  eine  Parallele  zu  der  Geraden 
ziehen.  Denn  die  Lage  derselben  ist  durch  den  gegebenen 
Punkt,  und  ihre  Richtung  durch  die  gegebene  Gerade  voll- 
kommen bestimmt;  also  ist  die  Parallele  selbst  vollkommen 
bestimmt. 

Aus  dem  Begriff  der  Gleichheit  folgt,  dass  zwei  Richtun- 
gen, die  einer  dritten  gleich  sind,  auch  unter  einander  gleich 

31.  sind.  Folglich:  Sind  zwei  Geraden  einer  dritten  paral- 
lel, so  sind  sie  auch  unter  einander  parallel. 

28.*  Bewegung  eines  auf  der  Geraden  liegenden  Punktes.  — 
Wie  die  Lage  einer  Geraden  durch  einen  beliebigen  Punkt 
auf  ihr  vollkommen  bestimmt  ist,  so  auch  ihre  Lagenänderung 
(Verschiebung)  durch  diejenige  eines  beliebigen  ihrer  Punkte. 
Bewegt  sich  nun  eine  Gerade  so,  dass  einer  ihrer  Punkte  selbst 
eine  Gerade  beschreibt,  so  ist  die  Lagenänderung  des  Punktes, 
mithin  auch  diejenige  der  Geraden,  durch  die  von  dem  Punkte 
zurückgelegte  Strecke  bestimmt.  Gleichen  Lagenänderungen 
entsprechen  also  gleiche  von  dem  Punkte  auf  der  Geraden 
zurückgelegte  Strecken.  Verschiedene  Lagenänderungen  ver- 
halten sich  an  Grösse  wie  die  entsprechenden  von  dem  Punkte 
auf  der  Geraden  zurückgelegten  Strecken.  —  Da  ein  Punkt  A 
der  Geraden  a  (Fig.  7)  durch  geradlinige  Bewegung  jeden 
Punkt  (£)  der  parallelen  Geraden  b  erreichen  kann,  so  kann 
auch  die  Gerade  a  auf  unendlich  viele  Arten  in  die  Lage  b 
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kommen.  Die  auf  einauder  folgenden  Lageuändorungen  von  a 
verhalten  sich  also  wie  die  entsprechenden  von  dem  Punkte  A 
auf  einer  beliebigen  Geraden  zurückgelegteu  Strecken.  Da 
überdies  der  Punkt  A  beliebig  ist,  so  folgt  der  Satz: 

Werden    zwei    sich    schneidende    oder   parallele  32. 
Geraden   von   einer  Anzahl    Parallelen    geschnitten, 
so  verhalten  sich  die  Strecken  auf  der  einen  Geraden 
ebenso  wie  die  auf  der  anderen. 

Aus  32  folgt  weiter: 

Werden  auf  einer  Geraden  durch  eine  Anzahl  von  33. 
Parallelen  gleiche  Stücke  abgeschnitten,   so  werden 
auch  auf  jeder  anderen  Geraden  durch  diese  Paral- 
lelen gleiche  Stücke  abgeschnitten. 

Anm.  Hiernach  kann  eine  Strecke  AB  dadurch  in  n  gleiche 
T heile  getheilt  werden,  dass  man  auf  einer  beliebigen  durch  A  gezo- 
genen Geraden  von  A  aus  n  beliebige,  aber  unter  sich  gleiche  Theile  ab- 
trägt, den  letzten  Theilpunkt  A  mit  B  verbindet,  und  durch  die  übrigen 
Theilpunkte  die  Parallelen  zu  BB{  zieht. 

Wenn  eine  Gerade  ihre  Lage  ändert,  so  ist  mit  dieser 
Bewegung  im  Allgemeinen  noch  ein  Fortrücken  in  ihrer  eige- 
nen Richtung  (eine  Bewegung  der  Geraden  in  sich  selbst)  ver- 
bunden. Verschiebt  sich  nun 
die  Gerade  a  (Fig.  7)  nach  b 
so,  dass  Punkt  A  in  gerader 
Linie  nach  B  rückt,  so  hat  A 
ebenso  wie  die  Gerade  a  sich 
nicht  nur  seitwärts  bewegt, 
sondern  ist  auch  in  der  Rich- 
tung der  Geraden  um  ein  Stück 

vorwärts  gekommen.     Die  Bewegung  eines  Punktes  der  Gera- 
den wird  aber  nur  dann  die  Grösse  ihrer  reinen  Verschiebung 
bestimmen,  wenn  die  Gerade  nur  ihre  Lage  ändert,   ohne  in 
ihrer  Richtung  fortzurücken.    Man  kann  nun  die  doppelte  Be- 
wegung der  Geraden  (weun  A  nach  B  rückt)  durch  zwei  nach 
einander  folgende  einzelne  Bewegungen  ersetzen,  nämlich  durch 
ein  blosses  Fortrücken  der  Geraden  in  ihrer  Richtuug,  wobei 
bis  C  geht,  und  eine  blosse  Lagenänderung,  wobei  C  bis  B 
sht.    Dann  also  stellt  die  Strecke  AB  die  doppelte  Bewegung 
ir,  welche  die  Gerade  ausführt,  wenn  A  nach  B  rückt;  die 
trecke  AC  ist  diejenige,  um  welche  die  Gerade  in  ihrer  eignen 
achtung  fortrückt,   und  die  Strecke  CB  ist  diejenige,  welche 
je  blosre  Lagenänderung  der  Geraden  bestimmt.     Damit  ein 
*unkt  (C)  der  Geraden  (a)  durch  seine  Bewegung  die  Grösse 
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der  reinen  Verschiebung  der  Geraden  bestimme,  muss  seine 
Bewegungsrichtung  {CB)  von  den  beiden  Richtungen  der  Ge- 
raden um  gleich  viel  verschieden  sein.     (Vgl.  Fig.  12.) 

2)  Richtungsänderung  der  Geraden«  —  Der  Winkel« 

39.  Drehung.  —  Ist  eine  Gerade  a  durch  Aenderung  ihrer 
Richtung  (ohne  ihre  Lage  zu  ändern)  in  6  übergegangen,  so 
giebt  es  jedenfalls  einen  einzigen  Punkt  auf  ihr,  welcher  an 
der  Bewegung  nicht  theilnahm,  den  also  6  mit  a  gemeinsam 
hat.  —  Denn  gäbe  es  keinen  solchen  Punkt,  so  hätten  beide 
Geraden  nicht  dieselbe  Lage;  gäbe  es  aber  darin  mehr  als 
Fig.  Q.  einen,  so  wären  beide  Geraden  in 

derselben  Weise  bestimmt  (nach  14); 
also  könnte  keine  Richtungsände- 
rung stattgefunden  haben.  —  Wir 
nemien  diese  Art  der  Bewegung 
einer  Geraden  Drehung,  den 
ruhenden  Punkt  0  den  Drehungspunkt,  und  sagen,  a  habe 
sich  um  0  bis  6  gedreht. 

Drehung  einer  Geraden  ist  also  Aenderung  ihrer  Richtung 
mit  Beibehaltung  ihrer  Lage.  Von  zwei  Geraden  mit  verschie- 
dener Richtung  aber  derselben  Lage  sagt  man,  sie  schnei- 
den sich. 

Zwei  sich  schneidende  Geraden  entstehen,  wenn  zwei  zu- 
sammenfallende Punkte  0  sich  nach  verschiedenen  Richtungen 
bewegen. 

Auf  zwei  sich  schneidenden  Geraden  bewegen  sich  zwei 
Punkte  in  convergenten  Richtungen,  wenn  sie  sich  beide 
dem  Schnittpunkte  nähern;  in  divergenten  Richtungen,  wenn 
sie  sich  beide  von  ihm  entfernen.  Demnach  heissen  auch  je 
zwei  zum  Schnittpunkt  hinführende  Richtungen  convergent,  je 
zwei  vom  Schnittpunkt  wegführende  divergent. 
3-1.  Zwei  Geraden   können  sich  nur  in  einem  Punkte 

schneiden.    Denn  nach  14  müssen  zwei  Geraden,   die  zwei 
Punkte  gemeinsam  haben,  zusammenfallen. 

Eine  Gerade  kann  aus  der  Richtung  a  auf  unzählige  Arten 
in  die  Richtung  b  kommen.  Die  Bewegung  der  Geraden  a 
wird  einfach  sein,  wenn  ein  beliebiger  Punkt  auf  ihr  in  jedem 
Augenblicke  die  Richtung  auf  einen  bestimmten  beweglichen 
Punkt  der  Geraden  b  innehält.*)    Das  von  der  Geraden   be- 

*)  Denn  da  ein  beliebiger  fester  Punkt  mit  einem  bestimmten 
beweglichen  Punkte  gleichbedeutend  ist  (13),  so  ist  die  Bewegung  der 
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schriebenc  Gebilde  ist  also   in   diesem  Falle   wiederum   eine 
Ebene. 

Hiernach    kann  man  in  einer  Ebene  durch  einen  in  ihr 
gegebenen  Punkt  beliebige  sich  schneidende  Geraden  ziehen.  — 
Man  kann  also  auch  zwei  beliebige  Punkte  einer  Ebene  35. 
durch  eine  ganz  in  ihr  liegende  Gerade  verbinden. 

30«  Beziehungen  zwischen  zwei  Geraden.  —  Verschiebung 
und  Drehung  sind  hiernach  zwei  verschiedene  Arten  einfacher 
Bewegung,  die  von  einer  Geraden  ausgeführt  werden  können.  *) 

Aus  den  obigen  Betrachtungen  geht  hervor,  dass  allge- 
mein die  Gesetze  gelten: 

Zwei  Geraden  mit  derselben  Lage  haben  stets  un- 
gleiche Richtung. 

Zwei  Geraden  mit  gleicher  Richtung  haben  stets  ver- 
schiedene Lage 

Da  aber  eine  Gerade  durch  zwei  aufeinanderfolgende  Be- 
wegungen Lage  und  Richtung  ändern  kann  (wobei  sie  durch 
die  zweite  Bewegung  das  Gebiet  der  durch  die  erste  bestimm- 
ten Ebene  verlässt),  so  gelten  nur  für  zwei  in  derselben 
Ebene  liegende  Geraden  die  beiden  umgekehrten  Gesetze: 

Zwei  Geraden  mit  verschiedener  Lage  haben  gleiche 
Richtung. 

Zwei  Geraden  mit  ungleicher  Richtung  haben  die- 
selbe Lage. 

Zwei  Parallelen  theilen  die  Ebene  in  drei,  zwei  sich 
schneidende  Geraden  in  vier  unvollständig  begrenzte  Theile. 

Der  Winkel. 

31.  Vorbemerkung.  —  Wenn  ein  Punkt  auf  einer  Geraden 
seine  Lage  ändert,  so  wird  die  Grösse  der  Bewegung  durch 
die  von  dem  Punkte  zurückgelegte  Strecke  veranschaulicht 
und  gemessen  (wie  schon  oben  bemerkt).  —  Wenn  dagegen 
eine  Gerade  in  einer  Ebene  sich  bewegt,  so  kann  die  Grösse 
der  Bewegung  nicht  durch  die  Grösse  des  Flächenstückes  be- 


Geraden  in  diesem  zweiten  Falle  im  Wesentlichen  ebenso  bestimmt  wie 
im  ersten,  nämlich  als  einfache.  —  Die  Bewegung  eines  ihrer  Punkte  kann 
aber  diesmal  natürlich  keine  einfache  sein;  denn  nur  dann,  wenn  die  Ge- 
rade jenes  Merkmal  ändert,  welches  sie  mit  dem  Punkte  gemeinsam  hat, 
nämlich  die  Lage,  können  beide  Gebilde  in  der  Einfachheit  der  Bewegung 
übereinstimmen . 

*)  Wie  die  Verschiebung  als  specieller  Fall  der  Drehung  betrachtet 
-werden  kann,  wird  später  gezeigt  werden.     (Nr.  58.) 
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stimmt  werden,  welches  von  der  Geraden  beschrieben  wird. 
Denn  dieses  Flächenstück  ist,  wie  die  Gerade  selbst,  von  un- 
bestimmter (unendlicher)  Grösse.  —  Während  aber  die  Grösse 
der  Verschiebung  einer  Geraden  wenigstens  durch  die  von 
einem  ihrer  Punkte  zurückgelegte  Strecke  veranschaulicht  und 
gemessen  werden  kann  (wie  oben  bemerkt),  findet  für  die 
Grösse  der  Drehung  einer  Geraden  nichts  ähnliches  statt. 
In  ihrer  Beurtheilung  muss  das  Auge  sich  ebenso  üben,  wie 
in  deijenigen  der  Bewegungsgrösse  eines  Punktes,  wenn  nur 
Anfangs-  und  Endstellung  desselben,  nicht  aber  die  verbindende 
gerade  Strecke  gegeben  ist. 

Anm.  Da  hiernach  die  Grösse  der  Drehung  einer  Geraden  durch 
kein  geometrisches  Gebilde  dargestellt  wird,  so  ist  eine  besondere  Benen- 
nung dafür  erforderlich.  —  Uebrigens  wird  später  gezeigt  werden,  wie 
wenigstens  zum  Zweck  der  Vergleichung  mehrere  solche  Grössen  durch 
Linienstücke  dargestellt  werden  können  (Nr.  35). 

Damit  die  Drehungsgrösse  zwischen  zwei  Geraden  nicht 
eine  vieldeutige  Grösse  sei,  ist  es  vor  allem  nöthig,  auf  jeder 
der  beiden  Geraden  eine  ihrer  beiden  Richtungen  festzuhalten. 

Anm.  Dies  kann  entweder  dadurch  geschehen,  dass  man  die  Rich- 
tungen durch  Pfeile  bezeichnet,  oder  dadurch,  dass  man  die  Geraden  nur 
von  ihrem  Schnittpunkt  aus  zeichnet  und  nur  diejenigen  Richtungen  gelten 
laset,  nach  welchen  sich  dann  der  Schnittpunkt  bewegen  kann. 

32.  Definition  des  Winkels.  —  Unter  der  eben  gemachten 
Voraussetzung  kann  nun  die  Erklärung  aufgestellt  werden: 

Die  Drehungsgrösse  zwischen  zwei  Geraden 
heisst  ihr  Winkel. 

Der  Schnittpunkt  der  Geraden  heisst  Scheitel  des  Win- 
kels, die  Geraden  selbst,  vom  Scheitel  an  gerechnet,  heissen 
Schenkel  des  Winkels. 

Anm.  Ein  Schenkel  des  Winkels  beschreibt  bei  seiner  Drehung 
einen  Theil  der  Ebene.  Dieser  wird  von  den  beiden  Schenkeln  un voll- 
standig  begrenzt.  —  Unter  der  Lage  eines  Winkels  versteht  man  die 
Lage  dieses  von  seinen  Schenkeln  eingeschlossenen  Ebenenstückes. 

Die  Strecke  hatte  eine  doppelte  Bedeutung.    Sie  war  erstens  das 
Mass  für  die  Bewegung  eines  Punktes  auf  einer  Geraden,   zweitens   ein 
Theil  der  Geraden  selbst.    Man  konnte  die  Grösse  dieses  T heiles  angeben, 
indem  man  ihn  durch  eine  Längeneinheit,  d.  h.  durch  eine  Strecke  vo? 
bestimmter  Grösse,  mass;   man  konnte  aber  nicht  angeben,  der  wieviel t 
Theil  der  Geraden  eine  Strecke  sei,  weil  die  Strecke  endlich,  die  Gerad 
unendlich  gross  ist.  —  Ebenso  hat  nun  auch  der  Winkel  eine  doppelt. 
Bedeutung.    Er  ist  erstens  das  Mass  für  die  Drehung  einer  Strecke  in 
einer  Ebene,  zweitens,  insofern  man  darunter  das  von  seinen  Schenkeln 
eingeschlossene  Ebenenstück  versteht,  ein  Theil  der  Ebene  selbst.    Mai 
kann  die  Grösse  dieses  Tbeiles  nicht  angeben,  indem  man  ihn  durch  ein 
Flächeneinheit,  d.  h.  durch  eine  ebene  Figur  von  bestimmter  Grösse,  raiset 


f 
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f  weil  der  Winkel,  als  Ebenenstück  betrachtet,  unendlich,  dagegen  die  Figur 
|  endlich  gross  ist;  man  kann  aber  angeben,  der  wievielte  Theil  der  Ebene 
\  dieses  Ebenenstück  ist;  das  Ebenenstück  ist  nämlich  in  der  Ebene  so  oft 
enthalten,  als  der  zugehörige  Winkel  in  einem  geschlossenen  Winkel  (s.  u.). 
Da  die  Strecke  in  jeder  ihrer  beiden  Bedeutungen  eine  endliche  Grösse 
hat,  so  pflegt  man  die  beiden  Bedeutungen  nicht  durch  besondere  Aus- 
drücke zu  unterscheiden  (als  Theil  der  Geraden  kann  man  sie  Geraden- 
theil nennen).  Der  Winkel  jedoch  hat,  als  Drehungegrösse  betrachtet, 
endliche,  als  Theil  der  Ebene  unendliche  Grösse  (als  Theil  der  Ebene  kann 
man  ihn  Eben  entheil  nennen).  Handelt  es  sich  also  um  die  Grösse 
eine«  Winkels,  so  bedeutet  das  Wort  „Winkel"  stets  „Drehungsgrösse"; 
handelt  es  sich  um  die  Lage  eines  Winkels,  so  bedeutet  es  stets  „Eben en- 
theil".   Dieser  Unterschied  ist  im  Folgenden  stets  festzuhalten. 

Ein  Winkel  kann  bezeichnet  werden  1)  durch  3  grosse 
lateinische  Buchstaben,  von  denen  einer  (der  mittelste)  an  den 
Scheitel,  die  beiden  andern  an  beliebige  Fig.  9. 

Punkte  der  beiden  Schenkel  (an  die  End- 
punkte, wenn  die  Schenkel  Strecken  sind) 
gesetzt  werden  (AOB) ;  2)  durch  2  kleine 
lateinische  Buchstaben,  welche  die  Schen- 
kel bedeuten  (a&);  3)  durch  einen  kleinen  (> 
griechischen  Buchstaben  (a).    (Fig.  9.) 

33.    Eintheilung   der    Winkel   nach    ihrer    Grosse.  —    Die  36. 
Grösse  einer  Drehung,   also  auch  eines  Winkels,   ist 
von    der   Lage    des    Drehungspunktes    und   von    der 
Länge  der  sich  drehenden  Linie  unabhängig. 

Bei  fortgesetzter  Umdrehung  um  den  Punkt  0  (Fig.  8) 
inuss  die  Gerade  a  allmälig  alle  durch  0  möglichen  Richtun- 
gen annehmen;  d.  h.  alle  Richtungen,  welche  der  Punkt  0 
selbst  einschlagen  könnte,  wenn  er  sich  bewegte.  Schliesslich 
muss  sie  in  die  ursprüngliche  Richtung  a  zurückkehren.  Die 
Gerade  hat  alsdann  eine  ganze  Umdrehung  gemacht.  Der 
durch  eine  ganze  Umdrehung  einer  Geraden  entstehende  Win- 
kel heisst  ein  geschlossener  Win-  Flg  io. 
kel.    Die  Schenkel  eines  geschlossenen    ,'->, 

Winkels  haben  also  gleiche  Richtung.  {'  *-A £ •* 

ig.  10.) 
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Anm.  Haben  zwei  Geraden,  a  und  b  (Fig.  10)  gleiche  Lage  und 
iebe  Richtung,  so  giebt  die  Zeichnung  keine  Auskunft  darüber,  ob  und 
*"ch  wieviele  ganze  Umdrehungen  um  0  die  Gerade  b  in  ihre  gegen- 
rtige  Richtung  gekommen  ist.  Ueberhaupt  wird  die  Zeichnung  eines 
nkels  nicht  verändert,  wenn  man  annimmt,  dass  der  eine  Schenkel  eine 
iebige  Anzahl  ganzer  Umdrehungen  mehr  oder  weniger  gemacht  habe, 
ui  nimmt  daher  für  gewöhnlich  an,  dass  die  den  Winkel  erzeugende 
ehung  weniger  als  eine  ganze  Umdrehung  betragen  habe;  anders  ge- 
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sagt:  man  betrachtet  nur  Winkel,  die  kleiner  sind  als  ein  ge- 
schlossener. 

Da  alle  Winkel,  welche  durch  Drehungen  entstanden  sind,  die  sich 
um  ein  Vielfaches  des  geschlossenen  Winkels  unterscheiden,  durch  dieselbe 
Zeichnung  ausgedrückt  sind  (dieselbe  Gestalt  haben),  so  ist  auch  der  durch 
gar  keine  Drehung  entstandene  Winkel  von  der  Grösse  Null  von  dersel- 
ben Gestalt  wie  der  geschlossene  Winkel  (Fig.  10). 

Beispiele  für  alle  diese  Bewegungen  liefert  die  Betrachtung  der  Zeiger 
einer  Uhr.  —  In  welcher  Zeit  beschreibt  der  grosse,  in  welcher  der  kleine 
Zeiger  einen  geschlossenen  Winkel?  (Aehnliche  Fragen  sind  auch  weiter 
unten  zu  stellen.) 

37.  Aus  36  folgt:  Alle  geschlossenen  Winkel  sind  ein- 
ander gleich. 

Bei  ihrer  Umdrehung  um  den  Punkt  0  muss  die  Gerade  a 

einmal  auch  in  die  entgegengesetzte  Richtung  a{  kommen 

Fig.  ii.  (Fig.  11).   Da  die  Beziehung  einer 

Geraden  zu  einer  Ebene  sich  nicht 

ändert,  wenn  man  die  Gerade  in 

\    5     'j         " "  *   entgegengesetzter  Richtung  nimmt, 

v—-'  so  ist  die  Drehung,  welche  a  nach 

ax  bringt,  eben  so  gross  wie  diejenige,  welche  ax  nach  a  bringt ; 

d.  h.:  Eine  Gerade  muss,  um  in  die  entgegengesetzte  Richtung 

zu  gelangen,  eine  halbe  Umdrehung  machen.    Der  durch 

eine  halbe  Umdrehung  einer  Geraden  entstehende  Winkel  heisst 

ein  gestreckter  Winkel.     Die  Schenkel  eines  gestreckten 

Winkels  haben  also  entgegengesetzte  Richtung  (Fig.  11). 

Da  der  gestreckte  Winkel  die  Hälfte  eines  geschlossenen 

38.  ist,  so  folgt  aus  37:  Alle  gestreckten  Winkel  sind  ein- 
ander gleich. 

Anm.  Winkel,  die  grösser  sind  als  ein  gestreckter  (aber  kleiner 
als  ein  geschlossener),  heissen  co nvex;  solche,  die  kleiner  sind:  concav. 
(Man  zeichne  verschiedene  coneave  und  convexe  Winkel  mit  Angabe  der 
Richtungen  wie  in  Fig.  11.  Was  für  Winkel  können  durch  eine  Strecke 
dargestellt  werden?) 

Fig.  12.  Der  Winkel,    welcher   durch    eine 

f  viertel  Umdrehung  entsteht,   heisst 

ein  rechter  Winkel.  Von  seinen  Schen- 
keln a  und  b  (Fig.  12)  sagt  man,  dass 
sie  zu  einander  senkrechte  Richtu  ig 
■*.    l    o     '     *— »•  haben.    (In  Zeichen:  aJL&oderfiJLc    *> 
Da  der  rechte  Winkel  die  Hälfte  eines  gestreckten  ist>  so 

39.  folgt  aus  38:  Alle  rechten  Winkel  sind  einander  glei  h. 


n 


*)  Andere  Ausdruck 8 weisen :  Sie  stehen  auf  einander  senkrecht,      nd 
normal  zu  einander. 


r 
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Anm.  Winkel,  die  grösser  sind  als  ein  rechter  (aber  kleiner  als 
ein  gestreckter),  heisscn  stumpf;  solche,  die  kleiner  sind:  spitz;  beide 
zusammen:  schief.  (Man  zeichne  verschiedene  spitze  und  stumpfe  Winkel.) 
Was  für  Winkel  bildet  eine  sich  drehende  Gerade  der  Reihe  nach  mit  ihrer 
Anfangsrichtong  ? 

Durch  einen  gegebenen  Punkt  lässt  sich  zu  einer  40. 
gegebenen  Geraden  nur  eine  Senkrechte  ziehen.    Denn 
die  Lage  derselben  ist  durch  den  gegebenen  Punkt,   und  ihre 
Richtung  durch   die  gegebene  Gerade  vollkommen  bestimmt; 
also  ist  die  Senkrechte  selbst  vollkommen  bestimmt. 

Anm.  Man  sagt,  die  Senkrechte  werde  in  einem  Punkte  auf  einer 
Geraden  errichtet,  wenn  der  Punkt  auf  der  Geraden  liegt;  sie  werde 
von  einem  Punkte  auf  eine  Gerade  gefällt,  wenn  der  Punkt  ausser- 
halb der  Geraden  liegt. 

Ein  rechter  Winkel  wird  durch  J?  bezeichnet.  Der  90*! 
Theil  eines  rechten  Winkels  heisst  ein  Grad  (lfi  =  90°),  der 
60*  Theil  eines  Grades  eine  Minute  (10  =  60'),  der  60*  Theil 
einer  Minute  eine  Secunde  (l'  =  60"). 

34.*  Darstellung  der  Drehung  durch  Multiplieation.  —  Die 
Richtung  einer  Strecke  a  bleibt  ungeäudert,  wenn  a  n  ganze 
Umdrehungen  macht  (wo  n  eine  beliebige  ganze  positive 
Zahl  ist).  Eine  Zahl  a  bleibt  ungeändert,  wenn  mau  sie  mit 
(+  1)"  multiplicirt  (Th.  I,  77,  79).  Da,  wie  oben  (Nr.  20  am 
Ende)  gefunden,  jede  Strecke  als  Zahl  dargestellt  werden  kann, 
so  bedeutet  die  Multiplieation  einer  Strecke  mit  (+l)n 
eine  Drehung  der  Strecke  um  n  geschlossene  Winkel. 

Die  Richtung  einer  Strecke  a  geht  in  die  entgegengesetzte 
(—  a,  nach  22)  über,  wenn  a  eine  halbe  Umdrehung  macht. 
Eine  Zahl  o  verwandelt  sich  in  (—  a),  wenn  man  sie  mit  (—  1) 
multiplicirt.  Demnach  bedeutet  die  Multiplieation  einer 
Strecke  mit  (—  1)  eine  Drehung  der  Strecke  um  einen 
gestreckten  Winkel. 

Anm.    Welche  geometrische  Bedeutung  hat  die  Formel  «.( — 1)2=«? 

Sei  x  der  Factor,  welcher  einer  viertel  Umdrehung 
entspricht.    Dann  ist  (Fig.  12) 

acc  =  6;  bx  =  —  a  (=  a j), 

,  b  a 

Iso  cc  =  — :a?  =  — r: 

lultiplicirt: 

ac2  =  ~  —  =  -  1 ;  x  =M:rl  =  *.  (Vgl.  Th.  I,  Nr.  102). 
emnach  bedeutet  die  Multiplieation  einer  Strecke  mit 


28  34.  35.   Per  Winkel. 

i  eine  Drehung  der  Strecke  um  einen  rechten  Winkel. 
Und  Multiplication  einer  Strecke  mit  in  bedeutet  Dre- 
hung der  Strecke  um  n  rechte  Winkel. 

Anm.  Welches  ist  hiernach  die  geometrische  Bedeutung  der  For- 
meln 118  in  Th.  I?  —  Man  untersuche  die  Bedeutung  der  Factoren  (+1)* 
und  *n,  wenn  n  ein  Bruch  ist. 

35.  Bewegung  eines  auf  der  Geraden  liegenden  Punktes.  — 
Dreht  eine  Gerade  sich  um  einen  ihrer  Punkte  (0),  so  be- 
schreibt jeder  ihrer  Punkte  (A)  eine  krumme  Linie,  die  man 
Fig.  18.  Kreislinie   nennt,    wenn    die  Ge- 

rade eine %  gauze  Umdrehung  macht; 
Kreisbogen,  wenn  die  Drehung 
diese  Grösse  nicht  erreicht.  In  Bezug 
auf  diese  Linie  heisst  der  Drehungs- 
punkt (0)  Mittelpunkt  (Centrum); 
die  Strecke  OA  in  jeder  ihrer  ver- 
schiedenen Richtungen  Radius;  je- 
der von  der  Geraden  beschriebene 
Winkel  (z.  B.  AOB)  CentriwinkeL 
Der  Mittelpunkt  einer  Kreislinie  ist  also  derjenige  Punkt, 
dessen  Verbindungsstrecken  mit  beliebigen  Punkten  der  Kreis- 
linie gleich  gross  sind;  Radius  jede  Strecke,  welche  einen 
Punkt  der  Kreislinie  mit  dem  Mittelpunkte  verbindet;  Centri- 
winkel  jeder  Winkel,  dessen  Scheitel  der  Mittelpunkt  des 
Kreises  ist  (dessen  Schenkel  also  Radien  sind). 

Anm.  Construction  der  Kreislinie  mittelst  des  Cirkels  oder  eines  in 
einem  Punkte  befestigten  gespannten  Fadens 

Wenn  ein  Punkt  A  der  Geraden  OA  den  Bogen  Ali  be- 
schreibt, während  gleichzeitig  die  Gerade  selbst  den  Centri- 
winkel  AOB  beschreibt,   so  sagt  man,   der  Centriwinkel  AOB 

gehöre  zum  Bogen  AB. 

Anm.  Ebenso,  wie  durch  2  von  einem  Punkt  O  ausgehende  Strecken 
OA  und  OB  zwei  verschiedene  Winkel  AOB,  ein  coneaver  und  ein  convexer, 
gebildet  werden,  so  entstehen  auch  durch  Annahme  zweier  Punkte  A  und 

B  auf  der  Kreislinie  zwei  verschiedene  Bogen  Ä6y  von    denen  jeder  z« 
einem  bestimmten  der  beiden  Centriwinkel  gehört.     Und  zwar  liegt  jed 
Bogen  in  dem  Ebenenstück  des  zugehörigen  Winkels. 

Die  beiden  Bogen  AB,  welche  zusammen  den  Umfang  de 
Kreislinie  bilden,  heissen  einander  entgegengesetzt. 

Da  der  Bogen  durch  dieselbe  Bewegung  entsteht  wie  d< 
Centriwinkel,  so  kann  er  ebenso  wie  dieser  als  Mass  für  di« 
Drehung  der  Geraden  betrachtet  werden.    Da  aber  verschie 
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dene  Punkte  der  sich  drehenden  Geraden  auch  verschiedene 
Bogen  beschreiben,  so  können  zwei  Centriwinkel,  die  mit  ein- 
ander verglichen  werden  sollen,  nur  durch  solche  Bogen  ersetzt 
werden,  die  von  demselben  Punkte  beschrieben  wurden,  also 
derselben  Kreislinie  angehören. 

Hiernach  können  alle  Sätze,  welche  von  Winkeln  mit  dem- 
selben Scheitel  gelten,  ohne  Weiteres  auf  Bogen  derselben 
Kreislinie  übertragen  werden,  indem  man  statt  der  Schenkel 
Punkte  auf  derselben  Kreislinie,  statt  der  Winkel  die  Bogen 
zwischen  diesen  Punkten  setzt. 

Anm.  So  wird  z.  B.  der  Winkel,  den  die  von  zwei  Punkten  (A  u.  B) 
der  Erdkugel  oder  der  scheinbaren  Himmelskugel  nach  dem  Erdmittel- 
punkte (0)  gezogenen  Strecken  bilden,  durch  den  Bogen  Äi  ersetzt. 

Da  Bogen  und  Centriwinkel  in  gleicher  Weise  die  Drehung 
einer  Geraden  messen,  so  sind  die  beiden  Bogen,  welche  ein 
Punkt  der  Geraden  beschreibt,  wenn  die  Gerade  zwei  Drehun- 
gen von  gleicher  Grösse  macht,  einander  gleich;  d.  h.: 

Zu  gleichen   Centriwinkeln  einer  Kreislinie   ge-  41. 
hören   gleiche   Bogen   (und   umgekehrt).  —  Zu   dem 
grösseren   von   zwei    Centriwinkeln   einer   Kreislinie 
gehört  der  grössere  Bogen  (und  umgekehrt). 

Aus  41  folgt: 

Jede  durch  den  Mittelpunkt  eines  Kreises  gehende  42. 
Gerade  halbirt  die  Kreislinie.  —  Zwei  solche  Linien, 
die  auf  einander  senkrecht  stehen,  theilen  die  Kreis- 
linie in  vier  gleiche  Theile. 

Anm.  Die  Hälfte  der  Kreislinie  heisst  Halbkreis (linie),  der  vierte 
Theil:  Quadrant.  Was  für  Bogen  (mit  Halbkreis  und  Quadrant  ver- 
glichen) gehören  zu  einem  concaven,  convexen,  spitzen,  stumpfen  Centri- 
winkel? Wieviel  Ä  betragen  zusammen  die  beiden  zu  entgegengesetzten 
Bogen  gehörigen  Centriwinkel? 

Da  man  aus  einem  Punkte  einer  Ebene  mit  demselben 
Radius  nur  eine  Kreislinie  beschreiben  kann,  so  ist  die  Kreis- 
linie durch  ihren  Radius  nach  Gestalt  und  Grösse  vollständig 
bestimmt.    Daraus  folgt: 

Kreislinien  mit  gleichem  Radius  sind  congruent.  43. 

ß)  Zweimalige  Bewegung  der  Geraden. 

86.  üebersieht.  —  Ist  eine  Gerade  o  durch  zwei  auf  ein- 
ai  <*r  folgende  Bewegungen  erst  in  b  und  dann  in  c  über- 
gi  angen,  so  können  die  beiden  Bewegungen  sein:  1)  zwei 
V  Schiebungen,  2)  zwei  Drehungen,  3)  eine  Verschiebung  und 
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44. 


eine  Drehung.  Im  zweiten  Falle  können  die  beiden  Drehungen 
entweder  2a)  um  denselben  Punkt  oder  2b)  um  verschiedene 
Punkte  stattfinden  (Fig.  14), 

Fig.  14. 


Man  hat  alsdann  1)  drei  Geraden  mit  gleicher  Richtung; 
2a)  drei  Geraden  mit  derselben  Lage ;  3)  zwei  von  einer  dritten 
Geraden  geschnittene  Parallelen;  2b)  drei  Geraden  mit  ver- 
schiedener Richtung,  welche  paarweise  dieselbe  Lage  haben 
(sich  in  3  Punkten  schneiden). 

Anra.  In  wieviel  Theile  wird  die  Ebene  in  jedem  der  vier  Fälle 
getheilt?  Inwiefern  ist  2a)  ein  specieller  Fall  von  2b)?  —  Wieviel  Schnitt- 
punkte, Strecken  und  Figuren  entstehen  in  jedem  Falle?  —  Wie  ordnen 
sich  die  4  Fälle  nach  der  Anzahl  dieser  Schnittpunkte,  Strecken  und 
Figuren? 

Da  der  Fall  1)  zu  keiner  besonderen  Bemerkung  Anlass 
giebt,  so  betrachten  wir  nun  der  Reihe  nach  die  Fälle  2a),  3),  2b). 

ar  Der  Winkel  und  seine  Bewegung  in  der  Ebene. 

1)  Die  geometrischen  Operationen  mit  Winkeln. 

37.  Addition.  —  Dreht  sich  eine  Strecke  OA  in  einer  Ebene 
erst  nach  OB  und  dann  weiter  nach  OC,  so  hat  sie  im  Ganzen 
den  Winkel  AOC  beschrieben.    Da  der  Winkel  AOC  eben  so 

gross  ist,  als  die  beiden  Winkel  AOB 
Fl%-  15,  und  BOC  zusammengenommen,  so  kann 

man  AOC  als  Summe  von  AOB  und 
BOC  betrachten.    Demnach  ist 

1)  AOB  +  BOC  =  AOC. 

Aus  der  gegenseitigen  Lage  der  Winkel 
AOB,  BOC  und  AOC  ergiebt   sich   die 
Regel : 
Soll  man  zwei  Winkel  addiren,   so  legt  man  sie 
so  an  einander,  [dass  ihre  Scheitel  und  einen  Schen- 
kel zusammenfallen.    Dann  ist  ihre  Summe  der  Win- 
kel zwischen  ihren  anderen  Schenkeln. 
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Zwei  Winkel,  welche  so  an  einander  liegen,  dass  sie  den 
Scheitel  und  einen  Schenkel  gemeinsam  haben,  heissen  an- 
stossende  Winkel. 

Anm.  Addition  mehrerer  Winkel  durch  wiederholte  Anwendung 
von  44.  Wie  man  zwei  Winkel  in  die  zum  Addiren  (und  Subtrahiren) 
erforderliche  Lage  bringt,  wird  später  gezeigt  werden.    (Aufgabe  1,  Nr.  67.) 

38.  Subtraction.  —  Aus  1)  folgt: 

2)  AOC-BOC  =  AOB. 

Demnach  ist  AOB  die  Differenz  zwischen  AOC  und  BOC,  und 
Fig.  15  liefert  die  Regel: 

Soll  man  einen  Winkel   von   einem   andern   sub-  45. 
trahiren,  so  legt  man  sie  so  auf  einander,  dass  ihre 
Scheitel  und  einen  Schenkel  zusammenfallen.    Dann 
ist  ihre  Differenz  der  Winkel  zwischen  ihren  andern 
Schenkeln. 

Sind  die  durch  Suhtraction  zu  vereinigenden  Winkel  ein- 
ander gleich,  so  fallen  auch  ihre  zweiten  Schenkel  zusam- 
men; also: 

Legt  man  zwei  gleiche  Winkel  so  auf  einander,  46. 
dass   ihre  Scheitel  und  ersten  Schenkel  zusammen- 
fallen,   so    fallen    auch    ihre   zweiten   Schenkel   zu- 
sammen. 

Umgekehrt  ist  das  Aufeinanderfallen  der  beiderseitigen 
Schenkel*)  ein  Zeichen  für  die  Gleichheit  der  Winkel  (voraus- 
gesetzt, dass  beide  concav  oder  beide  convex  sind;  vergl. 
Nr.  33);  also: 

Kann  man  zwei  concave  oder  zwei  convexe  Win-  47. 
kel  so  auf  einander  legen,    dass   ihre   beiderseitigen 
Schenkel  zusammenfallen,  so  sind  die  Winkel  gleich. 

39.*  Multiplieation.  —  Trägt  man  denselben  Winkel  (a) 
n-mal  hinter  einander  um  einen  Punkt  0  herum  an,  so  erhält 
man  einen  Winkel  ß,  welcher  »-mal  so  gross  ist  als  der  ge- 
gebene. Durch  diese  Construction  ist  also  der  gegebene  Win- 
kel (a)  mit  der  Zahl  n  multiplicirt  worden,  und  man  hat 

3)  n .  a  —  ß. 
Theilung.  —  Aus  3)  folgt: 

n 
Di     in  dieser  Gleichung  enthaltene  Aufgabe,  einen  Winkel  ß 


*)  Das  Zusammenfallen  der  Scheitel  folgt  dann  von  selbst  aus  34. 
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in  n  gleiche  Theile  zu  theilen,  ist  nur  in  einzelnen,  später  zu 
%  betrachtenden  Fällen  lösbar.   (Aufgabe  3,  Nr.  70.) 

40.*  Messung.  —  Aus  3)  folgt  ferner: 

5)  £  =  n; 

48.  d.  h.:  Der  Quotient  zweier  Winkel  ist  eine  Zahl.  Der 
Winkel  ß  wird  durch  den  Winkel  a  gemessen,  indem  man  a 
so  oft  als  möglich  von  ß  abträgt.  (Hierbei  können  dieselben 
Fälle  unterschieden  werden,  wie  bei  Messung  einer  Strecke.) 
Setzt  man  in  5)  a  =  l,  so  wird  /?  =  »,  d.  h.  auch  eine 
Zahl.  Setzt  man  also  irgend  einen  bestimmten  Winkel  (z.  B. 
den  rechten  Winkel)  -=1,  so  kann  man  alle  Winkel  als  Zahlen 
darstellen.    Weiteres  hierüber  s.  in  der  Trigonometrie. 

2)  Entgegengesetzte  Seiten  einer  Ebene« 

41.  Vorbemerkung.  —  Ein  Punkt  hat  (Nr.  8)  im  Anfange 
seiner  Verschiebung  die  Auswahl  unter  einer  unbeschränkten 
Menge  von  Bewegungen ;  das  Unterscheidende  dieser  Bewegun- 
gen nannten  wir  ihre  Richtung.  Behielt  der  Punkt  die  zuerst 
gewählte  Richtung  der  Verschiebung  bei,  so  entstand  eine  Ge- 
rade, welche  hierdurch  das  Merkmal  einer  bestimmten  Richtung 
erhielt.  Wir  sahen  aber  später,  dass  die  Gerade  eigentlich 
zwei  einander  entgegengesetzte  Richtungen  hat.  —  Ebenso  hat 
nun  auch  eine  Gerade,  die  sich  um  einen  ihrer  Punkte  drehen 
soll,  die  Auswahl  unter  einer  unbeschränkten  Menge  von  Be- 
wegungen. Das  Unterscheidende  dieser  Bewegungen  nennen 
wir  ihre  Seite.  Behält  die  Gerade  die  zuerst  gewählte  Seite 
der  Drehung  bei  (dreht  sie  sich  fortwährend  nach  derselben 
Seite),  so  entsteht  eine  Ebene,  welche  hierdurch  das  Merkmal 
einer  bestimmten  Seite  erhält. 

Anm.  Wie  durch  eine  Richtung  eine  einfach  unendliche  Menge  von 
Lagen  dargestellt  ist,  so  durch  eine  Seite  (im  obigen  Sinne)  eine  einfach 
unendliche  Menge  von  Richtungen  und  eine  zweifach  unendliche  (00  2) 
Menge  von  Lagen. 

Wir  werden  nun  im  Folgenden  sehen,  dass  auch  die  Ebene 
zwei  einander  entgegengesetzte  Seiten  hat,  und  dass  eine  Ge- 
rade in  einer  Ebene  sich  ebenso  nach  zwei  entgegengesetzten 
Seiten  drehen  kann,  wie  ein  Punkt  auf  einer  Geraden  sich  nach 
zwei  entgegengesetzten  Richtungen  verschieben  konnte. 

42.  Entgegengesetzte  Drehungen.  —  Ein  Winkel  AOB  in 
einer  Ebene  kann  sowohl  durch  Drehung  der  Strecke  OA  nach 
OB,  wie  durch  Drehung  von  OB  nach  OA  entstehen.    Die  Sei- 
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ten  dieser  beiden  Bewe-  F'g.  16- 

gangen  heissen  einander 
entgegengesetzt.  Die 
erste  Drehung  kann  über  ^  i 

OB,  die  zweite  über  OA      _,■•''     \ 

hinaus    beliebig    fortge-   ° '  ~  ~  'aöb       *a      u"        müa 
setzt  werden. 

Demnach  hat  auch  jede  Ebene  zwei  entgegen-  49. 
gesetzte  Seiten.  Ebenso  hat  jeder  Winkel  (als  Ebenenstück 
betrachtet)  zwei  entgegengesetzte  Seiten,  die  in  der  Zeichnung 
(Fig.  16)  durch  einen  Pfeil,  in  der  Benennung  durch  die  Auf- 
einanderfolge der  Buchstaben  unterschieden  werden  können 
{AOB  und  BOA). 

Anm.  Wie  die  Bewegung  eines  Punktes  auf  einer  Geraden  für  daß 
Auge  in  die  entgegengesetzte  übergeht,  wenn  man  die  Gerade  in  der  ent- 
gegengesetzten Richtung  betrachtet,  so  geht  auch  die  Drehung  einer  Ge- 
raden in  einer  Ebene  in  die  entgegengesetzte  über,  wenn  man  die  Ebene 
von  der  entgegengesetzten  Seite  betrachtet.  (Beispiele:  ad  1.  Bewegung 
eines  Fussgängers  auf  einer  Strasse,  der  sich,  so  lange  er  uns  entgegen- 
kommt, uns  nähert,  und  sich,  wenn  wir  ihm  nach  der  Begegnung  nach- 
blicken, also  die  Strasse  in  entgegengesetzter  Richtung  betrachten,  von 
uns  entfernt;  ad  2.  Drehung  der  Flügel  einer  Windmühle^  die  für  unser 
Auge  nach  derselben  oder  nach  entgegengesetzter  Seite  wie  die  Drehung 
des  Zeigers  der  Uhr  stattfindet,  je  nachdem  wir  auf  der  einen  oder  andern 
Seite  der  Ebene  stehen,  in  welcher  die  Flügel  liegen.) 

Aus  49  folgt :  Jede  Gerade  in  einer  Ebene  kann  sich  nach 
zwei  entgegengesetzten  Seiten  drehen.  —  In  der  Ebene  kann 
man  an  eine  Gerade  in  einem  ihrer  Punkte  einen  Winkel  nach 
zwei  Seiten  hin  antragen.  —  Ueberhaupt  kann  man  von  einer 
Geraden  aus  in  einer  Ebene  jede  Construction  auf  zwei  ent- 
gegengesetzte Arten  so  ausführen,  dass  die  construirten  Ge- 
bilde gleiche  Grösse  und  Gestalt  haben. 

Gleiche  Constructionen  von  einer  (oder  verschie- 50. 
denen)  Geraden  aus  nach  entgegengesetzten  Seiten 
einer  Ebene  geben  gleiche  aber  entgegengesetzte 
{symmetrische)  Resultate.  (In  Fig.  17  z.  B.  sind  die  an 
6-^sse  gleichen  Winkel  AOB  und  AOB x  symmetrisch,  und  die 
G    aden  OB  und  OB,  liegen  symmetrisch  zu  OA.) 

43.*  Positive  und  negative  Winkel.  —  Man  kann  den  Ge- 
g(  satz  zwischen  positiven  und  negativen  Zahlen  dadurch  auf 
M  nkel  übertragen,  dass  man  die  eine  der  beiden  Seiten  einer 
E  me,  sowie  alle  durch  Drehung  nach  dieser  Seite  entstän- 
de  en  Winkel  als  positiv,  die    audcre  Seite   und    die  durch 

hlegel,  Elementar-Mathemfttik.  II.  3 
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Fig.  17.  Drehung    nach    derselben    entstandenen 

Winkel  als  negativ  betrachtet. 

Wird  in  Fig.  17  die  Drehung  von 
OA  nach  OB  als  positiv  betrachtet,  so  ist 
A0Bl  negativ,  und  es  ist 

AOBx  =  -  AOB. 
Da  ferner 

AOBx  =  BOA 

(weil  beide  Winkel  gleich  gross  und  durch  Drehung  nach  der- 
selben Seite  entstanden  sind),  so  ist  auch 

BOA  =  _  AOB,  oder  AOB  +  BOA  =  0. 

Anm.  Die  letzte  Formel  Bagt,  dass  die  Drehung  von  OA  nach  OB, 
und  nach  OA  zurück  die  Richtung  der  Strecke  OA  um  den  Winkel  0, 
d.  h.  gar  nicht  geändert  hat;  die  vorletzte,  dass  ein  Winkel  sein  Vor- 
zeichen ändert,  wenn  man  seine  beiden  Schenkel  mit  einander  vertauscht. 

44.*  Erweiterung.  —  Sind  in  einer  Ebene  drei  von  einem 
Punkt  ausgehende  Strecken  OA,  OB,  OC  gegeben,  so  ist  (nach  44) 
Fig  id  1)  wenn  OB  zwischen  OA  und 

,b  OC  liegt: 

AOB  +  BOC  =  AOC, 

2)  wenn  OC  zwischen  OB  und 
OA  liegt: 
-c  BOC  +  COA  =  BOA, 


— A 


oder: 

BOC-AOC=-AOB  (51) 
oder: 

AOB  +  BOC  -s  AOC, 

3)  wenn  OA  zwischen  OC  und 
OB  liegt: 

COA  +  AOB  =  COB, 
oder: 

_  AOC  +  AOB  =  _  BOC, 
oder: 
o b  AOB  +  BOC  =  AOC. 

Hieraus  folgt:  Sind  in  einer  Ebene  drei  von  einem 
Punkt  ausgehende  Strecken  OA,  OB,  OC  in  beliebiger 
Richtung  gegeben,  so  ist  stets 

AOB  +  BOC  =  AOC,  oder:  AOB  +  BOC  +  COA- 0. 

Sind  zwei  anstossende  Winkel  (Fig.  17)  BxOA  und  AOB 
gleich  gross,  so  heisst  OA  die  Mittelrichtung  zwischen   den 
Richtungen   OB%  und  OB.    Die  Mittelrichtung  zwischen   zwei 
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Geraden  halbirt  also,  wenn  sie  durch  ihren  Schnittpunkt  geht, 
den  Winkel  der  beiden  Geraden,  und  heisst  daher  Halbirungs- 
'    linie  des  Winkels. 

Anm.    Gehen  von  einem  Punkte  O  Fig.  19. 

zwei  Strecken  aus,  OA  and  OB,  so  bleibt,   u 
auch  wenn  man  den  Winkel  der  beiden 
Strecken  durch  AOB  bezeichnet,  und  da-  -v 

durch  sagt,  dass  er  durch  Drehung  von  >s^— • 

OA  nach  OB  entstanden  sei,  noch  eine  T\    %N 

Zweideutigkeit  übrig.    Es  kann  nämlich  i      o — ^ **A 

(Fig.  19)  OA  sowohl  durch  Drehung  nach 
der  linken,  wie  durch  Drehung  nach  der  -— ' 

rechten  Seite  in  die  Richtung  OB  gelangen.  Das  eine  Mal  entsteht  ein 
ooncaver,  das  andere  Mal  ein  convexer  Winkel  AOB.  Um  diese  Zwei- 
deutigkeit zu  vermeiden,  nimmt  man  für  gewöhnlich  an,  dass  die  den 
Winkel  erzeugende  Drehung  weniger  als  eine  halbe  Umdrehung  betragen 
habe;  anders  gesagt:  Man  versteht  unter  dem  Winkel  zweier 
Strecken,  wenn  keine  andere  Bestimmung  getroffen  ist,  den 
concaven  Winkel.  —  Wie  der  Lagenunterschied  zweier  Punkte  durch  ihre 
gerade  Verbindungsstrecke,  so  wird  der  Richtungsunterschied  zweier  Ge- 
raden durch  den  concaven  Winkel  ihrer  Richtungen  bestimmt;  man  kann 
daher  einen  concaven  Winkel  auch  als  den  Richtungsunter- 
schied zweier  Geraden  erklären. 

8)  Bewegung  des  Winkels  In  der  Ebene. 

45.  Vorbemerkung.  —  Ein  Winkel  kann  sich,  ohne  seine 
Grösse  zu  verändern,  entweder  so  bewegen,  dass  seine  Schen- 
kel sich  verschieben,  oder  so,  dass  sie  sich  drehen. 

Im  ersten  Falle  sind  die  Schenkel  des  ersten  Winkels 
paarweise  gleichgerichtet  mit  denen  des  zweiten,  haben  also 
auch  denselben  Richtungsunterschied  wie  diese,  und  man  hat 
den  Satz: 

Winkel  mit  paarweise  gleichgerichteten  Sehen-  63. 
kein  sind  einander  gleich. 

Im  zweiten  Falle  können  entweder  beide  Schenkel,  oder 
einer,  oder  keiner  um  den  Scheitelpunkt  des  Winkels  sich 
drehen.  Diese  3  Fälle  sind  aber  nach  36  nicht  wesentlich 
von  einander  verschieden;  wir  betrachten  also  nur  den  ersten 
davon. 

46.*  Dreht  sich  ein  Winkel  AOB  in  einer  Ebene  bis  AxOBv 
s  bleibt  der  Richtungsunterschied  seiner  Schenkel  ungeändert; 
d  h.:  der  eine  Schenkel  hat  sich  ebensoweit  gedreht  als  der 
a   lere.    Ist  also 

1)  AOB=zAxOBv 
s     ist  auch 

2)  AOA1r=BOB1 

3* 
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FiS-  20.  und  umgekehrt.    (Dasselbe  Resul- 

tat folgt,  wenn  man  auf  beiden 
Seiten  von  X)  den  Winkel  BOAl 
addirt.) 

Ist    OM    die    Mittelrichtung 
zwischen  OB  und  OAv  so  ist 

Srk  \    /  s  3)  BOM=MOA1- 

ferner 

1)  AOB^AßB^ 
folglich  durch  Addition: 

4)  AOM^MOB^ 

d.  h.:  OM  ist  auch  die  Mittelrichtung  zwischen  OA  und  OBv 
Oder: 

54.  Sind  zwei  Winkel  in  einer  Ebene  einander  gleich, 

so  haben  die  Winkel  zwischen  dem  Anfangsschenkel 
des  einen  und  dem  Endschenkel  des  andern  dieselbe 
Mittelrichtung. 

Statt  den  Winkel  AOB  nach  AlOBl  zu  bewegen,  kann  man 
auch  an  OAx  in  0  einen  mit  AOB  gleichen  und  nach  derselben 
Seite  gedrehten  Winkel  A1OB1  antragen.    Und  allgemein: 

66.  Gleiche  Constructionen   von   verschiedenen  Ge- 

raden aus  nach  derselben  Seite  einer  Ebene  geben 
gleiche  und  gleichstimmige  (congruente)  Resultate.  (In 
Fig.  20  z.  B.  sind  die  gleichgrossen  Winkel  AOB  und  AxOBx 
congruent.) 

Anm.  Diese  Betrachtungen  lassen  sich  in  ähnlicher  Weise  erweitern, 
wie  es  in  Nr.  26  bei  Strecken  auf  einer  Geraden  geschehen  ist. 

4)  Nebenwinkel  und  Scheitelwinkel. 

47.  Vorbemerkung.  —  Bisher  haben  wir  auf  jeder  der  bei- 
den Geraden  (a,  6),  welche  einen  Winkel  bildeten,  nur  eine 
Richtung  berücksichtigt.  Aber  auch  die  entgegengesetzten 
Richtungen  auf  a  und  b  bilden  unter  sich  und  mit  den  ur- 
sprünglichen Richtungen  Winkel,  sodass  im  Ganzen  überall, 
wo  zwei  Geraden  sich  schneiden,  vier  concave  Winkel  entstehen. 


Fig.  21. 


48.  Nebenwinkel.  —  Die 
Winkel,  welche  eine  Gerade 
mit  den  beiden  entgegengesetz- 
ten Richtungen  einer  anderen 
bildet,  heissen  Nebenwinkel. 
(Z.  B.  AOB  und  AxOB.) 
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Nebenwinkel  sind  also  solche  anstossende  Winkel,  deren 
nicht  gemeinsame  Schenkel  entgegengesetzte  Richtung  haben. 

Anm.  Wie  construirt  man  zu  einem  gegebenen  Winkel  (AOB)  einen 
Nebenwinkel?  —  Wieviele  Nebenwinkel  kann  man  zu  jedem  Winkel  con- 
struiren?  —  Wieviel  Paare  von  Nebenwinkeln  entstehen,  wenn,  wie  in 
Fig.  21,  zwei  Geraden  sich  schneiden?     Wie  heissen  diese  Paare?  — 

49.  Beziehung  zwischen  zwei  Nebenwinkeln.  —  Es  ist 

AOB  +  BOA]=AOA1    (44). 

Aber  AOAx  ist  ein  gestreckter  Winkel  und  als  solcher  gleich 
zwei  rechten  (Nr.  33);  also  ist,  wenn  man  den  rechten  Winkel 
durch  R  bezeichnet: 

AOB  +  BOA1  =  2R] 

d.h.:  Die  Summe  zweier  Nebenwinkel  beträgt  2  rechte.  66. 

Anm.  Dasselbe  Resultat  folgt  aus  der  Betrachtung,  dass  die  Strecke 
OAy  wenn  sie  sich  erst  nach  OB  und  dann  nach  OA\  dreht,  einerseits  nach 
einander  die  beiden  Winkel  AOB  und  BOA^  andrerseits  im  Ganzen  den 
gestreckten  Winkel  AOA\  beschreibt. 

Wenn  zwei  Winkel  verschiedene  Grösse  haben,  welcher  von  ihnen 
hat  dann  den  grösseren  Nebenwinkel?  —  Wenn  zwei  Nebenwinkel  gleich 
gross  sind,  wie  gross  ist  dann  jeder  von  ihnen?  —  Wio  ist  der  Neben- 
winkel eines  spitzen,  rechten,  stumpfen  Winkels  beschaffen?  —  Wenn  ein 
Wrinkel  nraal  so  gross  ist  als  sein  Nebenwinkel,  wie  gross  (in  rechten 
Winkeln  ausgedrückt)  ist  dann  joder  von  ihnen? 

Gleiche  Winkel  haben  gleiche  Nebenwinkel.  (Denn  57. 
sind  zwei  Summen    einander  gleich,   und  ebenso  ihre   ersten 
Summanden,  so  sind  auch  die  zweiten  Summanden  gleich.) 

Die  Summe  aller  Winkel  über  einer  Geraden  (d.  h.  58. 
aller  auf  einer  Seite  einer  Geraden  liegenden  anstossenden 
Winkel  mit  gemeinsamem  Scheitel)  beträgt  2  rechte.   (Folgt 
aus  gleichen  Gründen  wie  56.    Der  Satz  58  geht  in  56  über, 
wenn  die  Anzahl  der  anstossenden  Winkel  nur  2  beträgt.) 

Die  Summe  aller  Winkel  um  einen  Punkt  herum  59. 
(d.  h.  aller  anstossenden  Winkel  mit  gemeinsamem  Scheitel) 
beträgt  4  rechte.     (Folgt  durch  Anwendung  von  58  auf  die 
zu  beiden  Seiten  einer  Geraden  liegenden  Winkel,   oder  auch 
durch  Anwendung  des  Begriffs  der  Drehung.) 

Beträgt  die  Summe  zweier  anstossenden  Winkel  60. 
2  rechte,    so   sind   sie   Nebenwinkel.     (Denn  da  alsdann 
di  \  Summe  ein  gestreckter  Winkel   ist,    so  haben    die   nicht 
g<  neinsamen   Schenkel    der    beiden   Wmkel    entgegengesetzte 
R  tfitung.) 

Anm.    Im  Satze  56  wird  von  zwei  Winkeln  vorausgesetzt,  1)  dass 

si<    anstossende  Winkel    sind,   2)  dass  ihre  nicht   gemeinsamen  Schenkel 

»  en    ;egengesetzte  Richtung  haben;   es  wird  dann  behauptet,   dass  ihre 
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Summe  2  rechte  betragt.  —  Im  Satze  60  wird  von  zwei  Winkeln  voraus- 
gesetzt, 1)  daes  sie  anstossende  Winkel  sind,  2)  dasB  ihre  Summe  % 
rechte  betragt;  es  wird  dann  behauptet,  dass  ihre  nicht  gemeinsamen 
Schenkel  entgegengesetzte  Richtung  haben.  —  Der  Satz  60  entsteht  also 
aus  56,  indem  man  eine  Voraussetzung  mit  der  Behauptung  vertauscht, 
und  heisBt  daher  der  Umkehrungssatz  (die  Umkehrung)  von  56. 

Jeder  eine  geometrische  Wahrheit  enthaltende  Satz  lässt  sich  in  eine 
oder  mehrere  Voraussetzungen  und  in  eine  Behauptung  zerlegen.  Zu  jedem 
Satze  lässt  sich  also  auch  in  der  oben  angegebenen  Weise  ein  Umkeh- 
rungssatz (oder  mehrere)  aufstellen.  Der  Umkehrungssatz  ist  jedoch  nur 
dann  ohne  weiteres  richtig,  wenn  jede  der  beiden  mit  einander  vertausch- 
ten Aussagen  eine  nothwendige  Folge  der  andern  ist.  (Ist  dies  nur  ein- 
seitig der  Fall,  so  muss  dem  Umkehrungssatze  noch  eine  Voraussetzung 
hinzugefügt  werden.)  —  Unter  den  früheren  Sätzen  ist  18  die  Umkehrung 
von  17,  47  die  von  46. 

Zwei  (beliebig  liegende)  Winkel  heissen,  wenn  sie  zusam- 
men zwei  rechte  betragen,  Supplementwinkel,  und,  wenn 
sie  zusammen  einen  rechten  betragen,  Complementwinkel. 

Anm.  Wann  sind  Nebenwinkel  Supplementwinkel?  Wann  sind 
Supplementwinkel  Nebenwinkel?  Was  wissen  wir  von  zwei  Winkeln,  die 
zusammen  vier  rechte  betragen?    (S.  Fig.  19.) 

60.  Scheitelwinkel.  —  Die  beiden  Nebenwinkel  eines  ge- 
gebenen Winkels  heissen  zusammen  Scheitelwinkel.  (Z.  B. 
AOB  und  A*0Bv  Fig.  21.) 

Der  Scheitelwinkel  eines  Winkels  ist  also  der  Winkel, 
welchen  die  entgegengesetzten  Richtungen  der  Schenkel  des 
ersten  bilden. 

Anm.  Wie  construirt  man  zu  einem  gegebenen  Winkel  (AOB)  den 
Scheitelwinkel?  —  Wieviele  Scheitelwinkel  kann  man  zu  jedem  Winkel 
CQnstruiren?  —  Wieviele  Paare  von  Scheitelwinkeln  entstehen,  wenn,  wie 
;n  Fig.  21,  zwei  Geraden  sich  schneiden?    Wie  heissen  diese  Paare? 

51.  Beziehung  zwischen  zwei  Scheitelwinkeln.  —  Es  ist 

AOB=zAlOBv 
weil  nach  57  die  beiden  Nebenwinkel  des  (sich  selbst  gleichen) 
Winkels  AxOB  einander  gleich  sind.     Also: 

61.  Zwei  Scheitelwinkel  sind  einander  gleich. 

Anm.    Dasselbe  Resultat  folgt  aus  der  Betrachtung,  dass  die  Win- 
kel BOA  und  B^OAi   durch   ein  und   dieselbe   Drehung   (nämlich   durch 
Drehung   der   Geraden   B^B  nach   AtA)   entstehen,  mithin   auch    gleich « 
Drehungsgrö8sen  darstellen  müssen.  —  ümkehrung  zu  61:    Trägt  mi 
zwei  congruente  Winkel  in  demselben  Punkte  an  eine  Gera- 
nach  entgegengesetzten  Seiten  an,  so  bilden  ihre  nicht  auf  d 
Geraden  liegenden  Schenkel  eine  gerade  Linie.    Oder:  Dreht  si, 
ein  Winkel  (um  seinen  Scheitel)   so,   dass   der  eine   Schenkel  entgege 
gesetzte  Richtung  erhält,  so  erhält  auch  der  andere  entgegengesetzte  Rio 

62.  tung.  Allgemeiner  ausgedrückt  lautet  61 :  Zwei  Winkel  sind  einand' 
gleich,  wenn  die  Schenkel  des  einen  zu  denen  des  andern  be 
entgegengesetzte  Richtung  haben. 
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br  Zwei  von  einer  dritten  Geraden  geschnittene 

Parallelen. 

52.  Vorbemerkung.  —  Wenn  eine  Gerade  6  erst  durch 
Lagenänderung  in  b1  und  dann  durch  Richtungsänderung  in 
a  übergegangen  ist,  so  hat  a  verschiedene  Richtung  mit  bv 
und,  weil  b  und  bx  gleiche  Richtung  haben,  auch  mit  b.  Man 
hat  also  zwei  von  einer  dritten  Geraden  (a)  geschnittene 
Parallelen  (b  und  bx).  —  Unter  der  Voraussetzung,  dass  auf 
jeder  der  drei  Geraden  nur  eine  einzige  Richtung  gilt,  dass 
also  zwei  sich  schneidende  Geraden  nur  einen  Winkel  bilden, 
gelten  die 

68.  Erklärungen.    1)  Die  Win-  Fi*  **; 

kel,  welche  zwei  Parallelen  mit  einer 
dritten  Geraden  bilden,  heissen  c  o  r  - 
respondirende  Winkel  («,  <*X 

Dadurch  dass  man  entweder 
die  schneidende  Gerade,  oder  die 
Parallelen,  oder  alle  drei  Gera- 
den in  entgegengesetzter  Richtung 
nimmt,  erhält  man  noch  drei  Paare 
correspondirender  Winkel,  nämlich 

A  ß\\  '•  'i;  ft  Yv 

Anm.  Man  suche  in  der  Figur  zu  jedem  Winkel  seinen  oorrespon- 
direnden. 

2)  Ein  Winkel  und  der  Scheitelwinkel  seines  cor- 
respondirenden  heissen  zusammen  Wechselwinkel  (er,  yx). 

Durch  die  oben  erwähnte  Einführung  der  entgegengesetz- 
ten Richtungen  erhält  man  noch  drei  Paar  Wechselwinkel, 
nämlich  ßf  dx\  ö,  ßx\  y,  av 

Anm.  Man  suche  in  der  Figur  zu  jedem  Winkel  seinen  Weohsel- 
winkel,  anfangs  mit  Hilfe  des  oorrespondirenden,  dann  direct.  —  Es  ist 
gleich,  ob  man  den  Scheitelwinkel  des  oorrespondirenden,  oder  den  oor- 
respondirenden des  Scheitelwinkel  sucht. 

3)  Ein  Winkel  und  der  diesseitige  (auf  derselben  Seite 
r  schneidenden  Geraden  a  liegende)  Nebenwinkel  seines 
rrespondirenden   heissen   zusammen  Gegenwinkel  (a,  ßX 

Drei  andere  Paare  von  Gegenwinkeln  sind  ßfax  \i^x\  y,or 

Anm.  Aufsuchung  des  Gegenwinkels  zu  einem  gegebenen  Winkel, 
e  im  Falle  2). 

4)  Ein  Winkel  und  der  jenseitige  (auf  entgegen- 
setzter Seite  der  schneidenden  Geraden  a  liegende)  Ne- 


40 


53—55.   Der  Winkel. 


benwinkel  seines  correspondirenden  heissen  zusammen  ver- 
schränkte Winkel  (a,  dj. 

Drei  andere  Paare  von  verschränkten  Winkeln  sind  ßy  y1 ; 

Anm.  Aufsuchung  des  verschränkten  Winkels  zu  einem  gegebenen 
Winkel,  wie  im  Falle  2).  —  Vermischte  Uebungen  dieser  und  der  vorigen 
Arten.  —  Angabe  des  gemeinsamen  Namens  für  zwei  in  Fig.  22  beliebig 
gewählte  Winkel. 

54.  Lagenbeziehungen  der  Winkelpaarc  an  Parallelen.  — 
Werden  zwei  Parallelen  von  einer  dritten  Geraden  geschnitten, 
so  können  je  2  der  entstehenden  8  Winkel  folgende  Lagen 
haben:  1)  zur  schneidenden  Geraden:  beide  auf  derselben 
Seite  oder  auf  entgegengesetzter  Seite;  2)  zu  den  Paral- 
lelen: beide  oberhalb  (unterhalb)  oder  innerhalb  (ausserhalb). 
Welche  Lage  hiernach  die  vier  Arten  der  Winkelpaare  an 
Parallelen  haben,  geht  aus  der  Figur,  sowie  aus  der  folgenden 
Zusammenstellung  hervor.    Es  liegen 


63. 


zur  schneidenden  Geraden 
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auf  derselben  S. 

auf  entgegenges.  S. 
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oberhalb  oder 
;       unterhalb 

Correspondirende  W. 

Verschränkte  W. 

innerhalb  oder 

ausserhalb 
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Gegenwinkel 

Wechsel  winkel.        i 

i 

Anm.  Mit  Hilfe  der  Betrachtung  der  Figur,  und  dann  ohne  die- 
selbe beantworte  man  folgende  Fragen:  Welche  Lage  zur  schneidenden 
Geraden  und  zu  den  Parallelen  haben  (z.  B.)  correspondirende  Winkel?  — 
Wie  heissen  die  Winkel,  welche  (z.  B.)  auf  derselben  Seite  der  Schnei- 
denden und  innerhalb  oder  ausserhalb  der  Parallelen  liegen?  —  Welche 
beiden  Arten  von  Winkeln  liegen  (z.  B.)  auf  derselben  Seite  der  Schnei- 
denden? —  Was  haben  (z.  B.)  Gegenwinkel  und  Wechsel  winkel  Gemein- 
sames in  ihrer  Lage? 

55.  GrÖssenbeziehungen  der  Winkelpaare  an  Parallelen.  -— 
Da  es  für  die  Grösse  der  Drehung  einer  Geraden  gleichgilti 
ist,  um  welchen  ihrer  Punkte  die  Gerade  sich  dreht  (36),  s 
gelten  die  (auch  unmittelbar  einleuchtenden)  Sätze: 

Haben  zwei  Geraden  gleiche  Richtung,  so  habe 
sie  auch  gleichen  Richtungsunterschied  gegen  ein 
dritte. 
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Haben   zwei   Geraden    gleichen    Richtungsuntcr-  64. 
schied  gegen  eine  dritte,   so  haben  sie  auch  gleiche 
Richtung. 

Anm.  Hierbei  ist  vorausgesetzt,  dass  die  beiden  Drehungen,  durch 
welche  (Fig.  22)  a  in  die  Richtungen  b  und  &i  geräth,  nach  derselben 
Seite  der  Ebene  hin  stattfanden;  demnach  gilt  der  zweite  der  beiden  Sätze 
nur  im  Gebiete  der  Ebene;  der  erste  dagegen  (als  dessen  Umkehrung  man 
den  zweiten  betrachten  kann)  gilt  allgemein. 

Aus  63  folgt: 

Zwei  correspondirende  Winkel  sind  einander  65. 
gleich. 

Zwei  Wechselwinkel  sind  einander  gleich.  (63  66. 
und  61.) 

Zwei  Gegenwinkel  betragen  zusammen  2  R.  (63  67. 
und  56.) 

Zwei  verschränkte  Winkel  betragen  zusammen  6«. 
2  R.    (63  und  56.) 

Anm.  Auf  Fig.  22  angewendet,  enthält  jeder  der  Sätze  65 — 68  vier 
Behauptungen,  da  jede  Art  von  Winkeln  in  der  Figur  viermal  vorkommt. 
Aus  jeder  dieser  16  Behauptungen  (als  Voraussetzung  betrachtet)  kann 
man  mittelst  der  Sätze  56  und  61  jede  der  übrigen  ableiten.  (Uebungen!)  — 
In  allgemeinerer  Ausdrucks  weise  lauten  die  Sätze  67  und  68:  Zwei  Win-  69. 
kel  betragen  zusammen  2  Ä,  wenn  von  den  Schenkeln  des  ersten 
der  eine  gleiche,  der  andere  entgegengesetzte  Richtung  mit 
einem  Schenkel  des  zweiten  hat.  —  I)er  allgemeinere  Ausdruck  für 
65-  ist  53,  für  66  ist  es  62. 

Aus  64  folgt: 

Werden  zwei  Geraden  von  einer   dritten   so  ge-  70. 
schnitten,    dass   ein   Paar  correspondirende  Winkel 
gleich  sind,   so   sind  die  Geraden  parallel.    (Umkeh- 
rung von  65.) 

Anm.  Da  man  nach  voriger  Anm.  die  Gleichheit  zweier  correspon- 
dirender  Winkel  aus  jeder  der  12  übrigen  Voraussetzungen  ableiten  kann, 
so  folgt  die  Parallelität  zweier  Geraden  auch  aus  der  Gleichheit  zweier 
Wechselwinkel,  oder  aus  der  Voraussetzung,  dass  zwei  verschränkte  oder 
Gegenwinkel  zusammen  2  Ä  betragen. 

56.  Speeieller  Fall.  —  Ist  von  den  acht  Winkeln  der  Fig.  22 
aer  ein  rechter,  so  sind  sie  alle  rechte  (nach  56,  61,  65). 
jaus  folgt: 

Steht  eine  Gerade  auf  einer  von  zwei  Parallelen  71. 
nkrecht,  so  steht  sie  auch  auf  der  anderen  senk- 
>cht  (65). 

Zwei  Geraden,  welche  auf  einer  dritten  senkrecht  72. 
ihen,  sind  parallel  (70). 
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57.  Erweiterung.  —  Ist  1)  all  fr,  2)  ax±a,  3)  6,  J.6,  so 
folgt  aus  1)  und  2)  (nach  71):  4)  ax±b,  und  aus  3)  und  4) 
(nach  72):  ax\\bx\  d.  h.: 
73.         Die   auf  jeder  von   zwei  Parallelen   errichteten 
Senkrechten  sind  selbst  parallel. 

]?}-  23.  Anm.     Vorläufige    Lösung    der 

Aufgabe:   Durch  einen   gegebenen 

^.:   ^  f  '  Punkt  (A)  zu  einer  gegebenen  Ge- 

2  ^fi ■■',".'-: ■"■"•]3  raden  (<*)  die  Parallele  (6)  zu  zie- 

^  ^ii ^-^^  --^J  ben,  mittelst  des  Lineals   und   eines 

^r-7?0":^/\  '  rechtwinkligen  Dreiecks.  —  Man  lege 

— 'v^ifc-'iilskJ .    _.    .....  Dreieck  und  Lineal  in  der  Stellung  12 

1  a  zusammen,  und  schiebe  beides  an  der 

Geraden  a  entlang,  bis  die  untere  Kante  des  Lineals  durch  A  geht  (Fig.  23). 
Dann  halte  man  das  Lineal  fest  und  schiebe  das  Dreieck  an  demselben 
entlang,  bis  seine  untere  Kante  ebenfalls  durch  A  geht  (Stellung  3).  Die 
untere  Kante  b  ist  dann  nach  70  mit  a  parallel.  —  Eine  nur  Lineal  und 
Cirkel  erfordernde  Lösung  folgt  später.    (Nr.  79,  Aufgabe  6.) 

58.*  Der  unendlich  ferne  Punkt  einer  Geraden.  —  Wenn 
die  Gerade  a  (Fig.  22)  sich  um  den  Punkt  O  dreht,  um  in 
die  Richtung  b  zu  gelangen,  so  rückt  ihr  Schnittpunkt  mit  bx 
(der  Punkt  Ox)  auf  der  Geraden  bx  fort  (in  der  Figur  nach 
links)  und  entfernt  sich  so  immer  weiter  von  seiner  ursprüng- 
lichen Lage.  So  lange  die  Gerade  a  noch  nicht  in  die  mit  bx 
parallele  Richtung  b  gelangt  ist,  existirt  dieser  Schnittpunkt 
in  endlicher,  inessbarer  Entfernung.  Ist  aber  a  in  b  über- 
gegangen, also  mit  bx  parallel  geworden,  so  sagt  man,  der 
Schnittpunkt  der  Geraden  a  und  bx  sei  in  unendliche  Ent- 
fernung gerückt.  Statt  also  zu  sagen:  zwei  Parallelen 
haben  keinen  (endlich  entfernten)  Punkt  gemeinsam,  kann  man 
auch  sagen:  sie  schneiden  sich  in  einem  unendlich  fernen 
Punkte.  —  Da  zwei  Parallelen  gleiche  Richtung  haben,  so 
kann  man  den  unendlich  fernen  Punkt  einer  Geraden 
auch  als  Vertreter  ihrer  Richtung  ansehen.  Und  da 
jede  Gerade  zwei  einander  entgegengesetzte  Richtungen  hat, 
so  ist  es  gleichgiltig,  ob  man  sich  den  unendlich  fernen  Schnitt- 
punkt zweier  Parallelen  durch  Verfolgung  der  einen  oder  der 
anderen  Richtung  auf  den  Parallelen  erreichbar  denkt.  Es  ist 
also  für  eine  einzige  Gerade  auch  gleichgiltig,  nach  welcher 
ihrer  beiden  Richtungen  hinausliegend  man  sich  ihren  unend- 
lich fernen  Punkt  vorstellt. 

Dreht  sich  in  Fig.  22  die  Gerade  a,  nachdem  sie  die 
Richtung  b  erreicht  hat,  noch  weiter,  so  kommt  ihr  Schnitt- 
punkt mit  bv  welcher  vorher  nach  links  in  unendliche  Ent- 
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fernung  gerückt  war,  von  rechts  her  aus  unendlicher  Entfer- 
nung wieder  zum  Vorschein  und  nähert  sich  wieder  seiner  ur- 
sprünglichen Lage  in  Ov 

Hiernach  erscheint  die  Parallelität  zweier  Geraden  als  ein 
specieller  Fall  des  Schneidens,  und  man  kann  mit  Hilfe  der 
eben  festgestellten  Ausdrucksweise  sagen,  dass  zwei  Geraden 
in  einer  Ebene  stets  einen  Punkt  gemeinsam  haben,  nämlich 
einen  endlich  entfernten  (oder  die  Lage),  wenn  sie  sich  schnei- 
den, einen  unendlich  fernen  (oder  die  Richtung),  wenn  sie 
parallel  sind.  —  Ebenso  erscheint  die  Verschiebung  einer  Ge- 
raden als  specieller  Fall  der  Drehung,  nämlich  als  Drehung 
um  den  unendlich  fernen  Punkt  der  Geraden. 

Anra.  Von  selbst  ist  klar,  dass  man  die  Verschiebung  einer  Gera- 
den, bei  welcher  ihre  Richtung  ungeandert  bleibt,  als  Drehung  von  der 
Grösse  Null  betrachten  kann,  dass  also  zwei  Parallelen  einen  Winkel  von 
der  Grösse  Null  bilden,  während  zwei  sich  schneidende  Geraden  einen 
Winkel  bilden,  dessen  Grösse,  durch  ein  bestimmtes  Mass  gemessen,  durch 
irgend  eine  andere  Zahl  ausgedrückt  werden  kann.  Da  nun  die  Null  eine 
spezielle  Zahl  ist,  so  fordert  sohon  die  Analogie,  dass  man  zwei  Geraden, 
deren  Winkel  gleich  Null  ist,  als  specieUen  Fall  von  zwei  sich  schneiden- 
den Geraden  betrachte,  deren  Winkel  durch  eine  andere  Zahl  ausgedruckt 
wird.  —  Diese  Anschauungsweise  bietet  den  grossen  Vortheil,  dass  Sätze, 
welche  schneidende  Geraden  betreffen,  sofort  ohne  Weiteres  Sätze  über 
Parallelen-  liefern,  sobald  man  den  Schnittpunkt  der  Geraden  in  unend- 
liche Ferne  rücken  lässt.  Der  Nachtheil,  dass  der  unendlich  ferne  Punkt, 
als  Punkt  vorgestellt,  sich  der  Anschauung  entzieht,  fällt  weg,  sobald  man 
seine  Identität  mit  der  Richtung  festhält.  —  Es  zeigt  sich  dann  n.  a.  so- 
gleich, dass  die  Bestimmung  einer  Geraden  durch  Lage  und  Richtung  ein 
specieller  Fall  von  ihrer  Bestimmung  durch  zwei  Punkte  ist,  dass  also 
das  Ziehen  einer  Parallelen  zu  einer  gegebenen  Geraden  durch  einen  ge- 
gebenen Punkt  ein  specieller  Fall  ist  von  der  Verbindung  zweier  Punkte 
durch  eine  Gerade  u.  s.  w. 

Betrachtet  man  in  Fig.  22  die  Entfernungen  des  Schnitt- 
punktes der  Geraden  o  und  bt  von  seiner  Anfangslage  Ox  nach 
links  als  negative,  nach  rechts  als  positive  Zahlen,  so  ändert 
sich  bei  der  oben  beschriebenen  Bewegung  von  a  die  Entfer- 
nung  zwischen    dem   Schnittpunkte   und  0.  von  0  bis  —  od, 
springt  dann  nach  +  oo  über  (sodass  im  Falle  der  Parallelität 
~n  a  und  bx  diese  Entfernung  sowohl  durch  +  oo  wie  durch 
oo  bezeichnet  werden  kann)  und  nimmt  dann  von  +oo  bis  0 
.    Hiernach  kann  der  Uebergang  aus  dem  Positiven  ins  Ne- 
itive  sowohl  durch  0  wie  durch  oo  hindurch  erfolgen,  und 
>  kann  oo  ebenso  wie  0  ohne  Aenderung  des  Werthes  eben- 
>wohl  positiv  wie  negativ  gedacht  werden. 

Anm.     Die   oben  beschriebene   Bewegung   des  Schnittpunktes   der 
;raden  o  und  b{  findet  sich  verwirklicht  in  der  Bewegung,  welche  das 
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Bild  eines  leuchtenden  Punktes  im  sphärischen  Spiegel  ausführt,  wenn  der 
leuchtende  Punkt  die  Axe  des  Spiegels  durchläuft. 

Unter  allen  Punkten  einer  sich  drehenden  Geraden  ist  der 
Drehungspunkt  der  einzige,  welcher  sich  nicht  bewegt.  Die 
von  diesem  Punkte  beschriebene  Kreislinie  fällt  also  mit  dem 
Punkte  selbst,  der  ihr  Mittelpunkt  ist,  zusammen,  und  da 
hiernach  ihr  Radius  die  Grösse  Null  hat,  so  folgt: 

74.  Ein  Punkt  kann  als  Kreislinie  mit  einem  Radius 
von  der  Grösse  Null  betrachtet  werden,  deren  Mittel- 
punkt mit  dem  Punkte  selbst  zusammenfällt. 

Wenn  eine  Gerade  (a)  (ohne  in  ihrer  eigenen  Richtung 
fortzurücken)  sich  verschiebt,  so  kann  man  diese  Verschiebung 
als  Drehung  um  ihren  unendlich  fernen  Punkt  betrachten. 
Jeder  Punkt  der  Geraden  a  beschreibt  alsdann  selbst  eine 
Gerade,  welche  auf  a  senkrecht  steht  (Nr.  28  u.  33).  Daraus  folgt : 

75.  Eine  Gerade  kann  als  Kreislinie  mit  unendlich 
grossem  Radius  betrachtet  werden,  deren  Mittel- 
punkt der  unendlich"  ferne  Punkt  einer  zu  der  Gera- 
den Senkrechten  ist. 

cr  Drei  Geraden,  die  sich  in  drei  Punkten 
schneiden.  —  Das  Dreieck. 

59.  Vorbemerkungen.  —  Drei  Geraden,   die  sich  in  drei 
Punkten    schneiden,    begrenzen   vollständig    einen    Thcil    der 
Ebene,  bilden  also  eine  Figur,  welche  Dreieck  heisst.     Die 
zwischen  je    zwei   Punkten    liegenden   Strecken,    welche    die 
Grenzen  der  Dreiecksfläche  bilden,  heissen  Seiten (linien)  des 
Dreiecks,  und  an  jeder  Ecke  heisst  derjenige  Winkel,   dessen 
Schenkel  Seiten  des  Dreiecks    sind    (der   also   innerhalb    der 
Dreiecksfläche  liegt)  Winkel  des  Dreiecks.    Ein  Dreieck  hat 
also    drei   Seiten   und    drei   Winkel.  —  Jeder  Winkel   eiues 
Dreiecks   hat  zwei  Nebenwinkel,   welche  Aussenwinkel  des 
Dreiecks  heissen,  und  einen  Scheitelwinkel.     Von  den  12  Win- 
keln,   welche   durch    drei    sich  schneidende  Geraden  gebildet 
werden,  sind  also  drei  die  Winkel,  sechs  die  Aussenwinkel  de« 
Dreiecks,  und  die  drei  letzten  die  Scheitelwinkel  der  ersten.  - 
In  Bezug  auf  eine  Seite  des  Dreiecks  heissen  die  beiden  Wir 
kel,  deren  Scheitel  die  Endpunkte  dieser  Seite  sind,  die  d< 
Seite  anliegenden  Winkel;   der  dritte  heisst  der  der  Sei 
gegenüberliegende  Winkel.  —  In  Bezug  auf  einen  Wink 
heissen  die  beiden  Seiten,  welche  seine  Schenkel  bilden,   d 
den  Winkel  einschliessenden  Seiten,  die  dritte  heisst  di 
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dem  Winkel  gegenüberliegende  Seite.  —  Es  liegen  sich 
also  im  Dreieck  gegenseitig  je  ein  Winkel  und  eine  Seite 
gegenüber. 

Sind  Ay  5,  C  die  Ecken  eines  Dreiecks,  so  bezeichnet  man 

das  Dreieck  selbst  durch  ABC. 

Anm.  Welches  sind  hiernach  die  z.  B.  der  Seite  AB  anliegenden 
Winkel,  die  den  Winkel  <Ai?C  einsoh  liessenden  Seiten?  Diese  und  ähnliche 
Fragen  beantworte  man  erst  mit  Hilfe  der  Figur,  dann  aus  dem  Kopfe. 

Die  Bezeichnung  der  Seiten  eines 
Dreiecks  geschieht  auch  durch  kleine  Flg<  24a- 

lateinische  Buchstaben,  sodass  jede 
Seite  den  der  gegenüberliegenden  Ecke 
entsprechenden  Buchstaben  erhält.  Also : 
jBC=a,  CA  =  b,  AB  =  e.  —  Die  Be- 
zeichnung der  Winkel  eines  Dreiecks 
geschieht  ebenso  durch  kleine  grie- 
chische Buchstaben.  Also:  BACz=a, 
CBA  =  ß,  ACB  =  y. 

l)lSinn  des  Dreiecks. 

6(h*  Wie  die  Ebene,  so  kann  auch  das  Dreieck,  welches 
ein  Theil  derselben  ist,  von  zwei  entgegengesetzten  Seiten  be- 
trachtet werden.  —  Bewegt  sich  ein  Punkt  auf  dem  Umfangt» 
des  Dreiecks  (Fig.  24)  von  A  über  B  und  C  nach  A  zurück, 
so  hat  er  die  Fläche  des  Dreiecks  beständig  zur  Rechten  oder 
beständig  zur  Linken,  je  nachdem  man  das  Dreieck  von  der 
einen  oder  der  andern  Seite  der  Ebene  betrachtet.  Man  sagt, 
zwei  Dreiecke  (Figuren)  seien  in  gleichem  oder  entgegengesetz- 
tem Sinne  construirt,  je  nachdem  zwei  ihre  Umfange  durch- 
laufenden Punkte  die  Flächen  der  Figuren  auf  derselben  oder 
auf  entgegengesetzter  Seite  haben. 

Denkt  man  sich  das  Dreieck  (Fig.  24)  entstanden  durcli 

Drehung  der  Geraden  a  nach  b  und  dann  nach  c,   so  geht 

'1;"se  Drehung  in  die  entgegengesetzte  über,    wenn  man  das 

eieck  von  der  entgegengesetzten  Seite  der  Ebene  betrachtet. 

n  kann  also  auch  sagen,  zwei  Dreiecke  (Figuren)  seien  in 

ichem  oder  entgegengesetztem  Sinne  construirt,  je  nachdem 

Winkel  des  einen  nach  derselben  oder  der  entgegengesetz- 

Seite  gedreht  sind,  wie  die  Winkel  des  andern. 

Anm.     Nach  50  und  56  sind  also  congruente  Dreiecke  in  gleichem, 
»metrische  in  entgegengesetztem  Sinne  construirt. 
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2)  Beziehungen  zwischen  den  Winkeln  eines  Dreiecks. 

61.  Innere  Winkel.  —  Dreht  sich  die  Gerade  a  um  C  nach 
6,  darauf  &  um  i  nach  c,  sp  kann  c  durch  eine  Drehung  um 
B  in  die  zu  a  entgegengesetzte  Richtung  gelangen.  Die  Grössen 
dieser  drei  Drehungen  sind  dann  der  Reihe J  nach  durch  die 
Winkel  y,  a,  ß  ausgedrückt.    Also: 

a  um  C  gedreht,  beschreibt  den  Winkel  y; 

»  »  »  >       a; 

»  >  »  »        0; 

Da  a  durch  diese  drei  Drehungen  ent- 
gegengesetzte Richtung  erhält,  so  hat 
es  im  Ganzen  einen  gestreckten  Win- 
kel beschrieben.  Und  da  es  für  die 
Grösse  der  Drehungen  gleichgiltig  ist, 
um  welchen  Punkt  die  Gerade  sich 
dreht  (36),  so  ist  die  Summe  der  Win- 
kel a,  ß,  y  gleich  einem  gestreckten 
oder  22?.    Man  hat  also  den  Satz: 

76.  Die  Winkel  eines  Dreiecks   betragen  zusammen 
zwei  Rechte.  —  a  +  ß  +  y=z2R. 

Anm.  Anderer  Beweis  für  76:  Die  durch  A  zu  BC  gezogene  Paral- 
lele bildet  mit  der  Seite  c  einen  Winkel  ft  =  /?  (66)  und  mit  Seite  6  einen 
Winkel  *  =  y  (66).  Da  nun  ft  +  a  -f  yt  =  2Ä  (68],  so  ist  auch  ß  +  a 
-|-  y  =  2Ä.  —  Statt  /t  kann  man  auch  seinen  Scheitelwinkel  benutzen,  der 
nach  65  gleich  y  ist. 

Aus  76  folgt: 

77.  Durch  zwei  Winkel  eines  Dreiecks  ist  der  dritte 
bestimmt. 

78.  Sind  in  zwei  Dreiecken  zwei  (Winkel  gleich,    so 
ist  auch  der  dritte  in  beiden  gleich. 

Ein  Dreieck  kann  nicht  mehr  als  einen  stumpfen  oder 
einen  rechten  Winkel  enthalten;  dagegen  kann  es  drei 
spitze  Winkel  enthalten.  —  Hierauf  beruht  die  Eintheilung 
der  Dreiecke  nach  der  Beschaffenheit  ihrer  Winkel  in  stumpf- 
winklige, rechtwinklige  und  spitzwinklige.  Stumpf- 
und  spitzwinklige  Dreiecke  führen  auch  den  gemeinsame 
Namen  schiefwinklige. 

Anm.  In  einem  Dreieck  sei  ein  Winkel  ein  stumpfer,  rechter,  spitzer 
wie  gross  ist  dann  (mit  1Ä  verglichen)  die  Summe  der  beiden  anderen?  - 
In  einem  Dreieck  sei  ein  Winkel  gleich  der  Summe  der  beiden  andere! 
wie  gross  ist  er  dann?  —  Von  einem  Dreieck,  in  welchem  zwei  Wink 
einander  gleich  sind,  kennt  man  1)  den  ungleichen  Winkel  «;  Ä)  eine 
der  gleichen  Winkel  /?.    Wie  findet  man  die  Grösse  1)  des  gleichen,  2)  d 
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angleichen  Winkels?  —  In  einem  Dreieck  seien  alle  drei  Winkel  einander 
gleich;  wie  gross  ist  jeder? 

62.  Aussenwinkel.  —  In  Fig.  24  kann  a  in  die  Richtung 
c  auf  zwei  Wegen  gelangen:  1)  durch  Drehung  um  B,  wobei 
der  Nebenwinkel  von  ß  beschrieben  wird;  2)  durch  zwei  Dre- 
hungen um  C  und  A,  wobei  die  Winkel  y  und  a  beschrieben 
werden,  —  Demnach  ist  der  Nebenwinkel  von  ß  (ein  Aussen- 
winkel des  Dreiecks)  gleich  a  +  y,  und  man  hat  den  Satz: 

Jeder   Aussenwinkel    eines   Dreiecks    ist   gleich  79. 
der  Summe  der  beiden  an  den  andern  Ecken  liegen- 
den Innenwinkel. 

Anm.  Andere  Beweise  für  79:  Die  durch  B  zu  AC  gezogene  Paral- 
lele theilt  den  Aussenwinkel  in  zwei  Theile,  deren  einer  (nach  65)  gleich 
y,  deren  anderer  (nach  66)  gleich  «ist  —  Der  Winkel  ß  beträgt  mit  « 
und  y  zusammen  (nach  76),  ebenso  wie  mit  dem  Aussenwinkel  (nach  56)  %K 

Aus  79  folgt: 

Ein  Aussenwinkel  des  Dreiecks  ist  grösser  als  80. 
jeder   der  an   den   andern   Ecken    liegenden   Innen- 
winkel. 

63.  Erweiterungen.  —  Zieht  man  in  einem  Dreieck  ABC 

(Fig.  25)  eine  beliebige  Gerade  AD  aus  einer  Ecke  nach  der 

gegenüberliegenden   Seite,   so   ist  nach  80         Fig.  25. 

ABB  >  ACB.  Ebenso,  wenn  man  im  Dreieck 

ABB   die  Gerade  BE  zieht:    AEB  >  ABB. 

Also: 

AEB  >  ACB. 

D.  h.:  Verbindet  man  einen  Punkt  im 
Innern  eines  Dreiecks  mit  zwei  Ecken, 
so  ist  der  Winkel  der  Verbindungs- 
linien grösser  als  der  Winkel  an  der 
dritten  Ecke. 

Anm.    Anderer  Beweis  für  81:    Man  ziehe  CE,  verlängere  bis  AB 

und  benutze  80.  —  Der  Winkel  ACB  wird  also  grosser  oder  kleiner,  je 

nachdem  der  Punkt  C  in  gerader  Linie  irgend  einem  Punkte  der  Strecke 

AB  sich  nähert  oder  sich  von  ihm  entfernt.    Der  Winkel  ACB  heisst  der 

Gesichtswinkel,  unter  welchem  ein  in  C  befindliches  Auge  die  Strecke 

*  erblickt.    Durch  die  Grösse  des  Gesichtswinkels  wird  die  scheinbare 

•össe  eines  Gegenstandes  bestimmt.    Schluss  aus  der  bekannten  Grösse 

es  Gegenstandes  auf  seine  Entfernung,  oder  aus  seiner  bekannten  Ent- 

nung  auf  seine  Grösse.  —  In  welchen  beiden  Fällen  ist  der  Gesichts- 

akel  gleich  (oder  annähernd  gleich)  Null?  —  Augenmas 8.  —  Täuschung 

iselben,  wenn  Grösse  und  Entfernung  unbekannt  ist  (Entfernung  eines 

rges). 

64.  Nimmt  eine  Gerade  nach  n  (statt  nach  3)  Drehungen 
selbe  oder  entgegengesetzte  Richtung  an,   so  erhält  man  n 
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Geraden,  die  in  jeder  Aufeinanderfolge  eine  Figur  mit  n  Ecken 
(ein  n-Eck,  Vieleck,  Polygon)  und  n  Winkeln  bilden. 

Da  von  jeder  Ecke  zwei  Seiten  ausgehen,  so  würde  die 
Zahl  der  Seiten  2n  sein.  Da  aber  je  zwei  von  diesen  Seiten 
zusammenfallen  (z.  B.  die  von  A  nach  B  gehende  mit  der  von 
B  nach  A  gehenden),  so  beträgt  die  Zahl  der  Seiten  nur  n. 
Man  hat  also  den  Satz: 

82.  Jedes  Polygon  hat  ebensoviele  Seiten  als  Winkel 
und  Ecken. 

Die  Winkelsumme  eines  Polygons  hängt  -von  der  Zahl  der 

ganzen   Umdrehungen   ab,  welche  die  Gerade  machen  muss. 

Fig.  26.  Um  ein  »-Eck  zu  beschreiben,  in 

welchem  keine  Seite  von  einer  an- 
deren anders  als  in  den  Eckpunk- 
ten geschnitten  wird,  braucht  die 
Gerade  (Fig.  26)  nur  eine  Um- 
drehung zu  machen.  Die  Summe 
der  Aussenwinkel  eines  n-Ecks  be- 
trägt also  4Ä.  Da  nun  jeder  Win- 
kel der  Figur  mit  seinem  Aussen- 
winkel zusammen  2R  beträgt  (56), 
so  ist  die  Summe  aller  Aussen- 
und  Innenwinkel  2nR,  also  die  Summe  der  Winkel  des  n-Ecks 
allein  (2»  —  4)fi.    Man  erhält  also  den  Satz: 

83.  Die  Winkelsumme  eines  n-Ecks,  in  welchem  keine 
Seite  von  einer  andern  geschnitten  wird,  beträgt 
(2n-4)Ä.  —  Speciell: 

84.  Die  Winkelsumme  eines  Vierecks  beträgt  4J?J 

Anm.  Andere  Beweise  für  83:  Verbindet  man  einen  Punkt  in 
einem  der  Aussenwinkel-Räume  des  n-Ecks  mit  allen  Ecken,  so  ist 
die  Winkelsumrae  des  n-Ecks  gleich  der  Winkelsumme  der  übrigen  (n — 1) 
Dreiecke,  vermindert  um  die  Winkelsumme  des  von  den  äussersten  Ver- 
bindungslinien gebildeten  Dreiecks,  also  gleioh  2(n — 1) — 2  oder  (2n — 4)Ä, 
wie  oben  gefunden.  —  Verbindet  man  einen  Punkt  im  Innern  des  n-Ecks 
mit  allen  Ecken,  und  wendet  76  und  59  an,  so  erhält  man  dasselbe  Resultat. 

Erweiterungen:    n  Geraden   schneiden   sich   in  n'2  Punkten  un 

bilden  — ^~— —  n-Ecke.    (Hierbei  können  Punkte  zusammenfallen  oder  i: 

unendliche  Entfernung  rücken.)     n  Punkte  können  paarweise  durch  n 

Geraden  verbunden  werden  und  bilden  - — -  - »  n-Ecke.    (Hierbei  könne 

Geraden  zusammenfallen  oder  parallel  werden.)  —  Die  Summe  der  co 
vexen  Winkel  eines  Dreiecks  beträgt  lOÄ,  eines  n-Ecks  (2w  -f-  4)K. 
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h  Man  untersuche  die  Bildungsgesetze  and  die  Winkelsummen  der  so- 

genannten  Stern figuren.     Als  Beispiel  zeigt  Fig.  27   die  drei  ;Stern- 
|       Siebenecke.    Welche  der  drei  Figuren  enthält  2,  welche  alle  3  Siebenecke? 

I  Fig.  27. 


8)  Bestimmung  des  Dreiecks  durch  seine  Stücke« 

65.  Vorheinerkung.  —  Seiten  und  Winkel  eines  Dreiecks 
heissen  seine  Stücke.  Ein  Dreieck  hat  also  6  Stücke.  Soll 
ein  Dreieck  aus  gegebenen  Stücken  construirt  werden,  so  kön- 
nen sich  zunächst  nicht  alle  3  Winkel  darunter  befinden ;  denn 
nach  77  wäre  der  dritte  Winkel  entweder  überflüssig  oder  der 
Bedingung  76  widersprechend. 

66.  Ist  zur  Construction  des  Dreiecks  nur  ein  Stück  ge- 
geben, so  kann  man  sich  dasselbe  in  fester  Lage  denken.  Ist 
es  eine  Seite,  so  kann  jeder  (endlich  ferne)  Punkt  der  Ebene 
(sofern  er  nicht  auf  der  durch  die  Seite  bestimmten  Geraden 
liegt)  die  gegenüberliegende  Ecke  des  Dreiecks  sein.  Ist  es 
ein  Winkel,  so  kann  jede  (mit  keinem  der  Schenkel  parallele) 
Gerade  der  Ebene  (sofern  sie  nicht  durch  den  Scheitel  des 
Winkels  geht)  die  gegenüberliegende  Seite  des  Dreiecks  sein. 

Sind  zur  Construction  des  Dreiecks  zwei  Stücke  gegeben, 
unter  denen  sich  wenigstens  eine  Seite  befindet,*)  so  kann 
man  sich  diese  Seite  in  fester  Lage  denken.  Die  gegenüber- 
liegende Ecke  ist  dann  aber  nicht  mehr  ein  beliebiger  Punkt 
der  Ebene,  sondern  liegt  auf  einer  bestimmten  Linie,  welche 
der  geometrische  Ort  dieser  Ecke  genannt  wird. 

Anm.    Allgemein  heisst  eine  Linie,  auf  welcher  ein  mit  einer  be- 
stimmten Eigenschaft  begabter  Punkt  liegen  muss,  der  geometrische  Ort 
ses  Punktes.    So  lange  der  Punkt  sich  auf  dieser  Linie  bewegt,  behält 
seine  Eigenschaft;    sobald  er  die  Linie  verlädst,  verliert  er  sie.    Sind 
einen  Punkt  zwei  geometrische  Oerter  gegeben,  so  muss  er  auf  zwei 
ien  zugleich  liegen,  d.  h.  im  Schnittpunkte  der  beiden  Linien.   (Schnei- 
sich die  beiden  Linien  in  mehreren  Punkten,  so  besitzt  jeder  dieser 


*)  Der  Fall,  dass  2  Winkel  gegeben   sind,   wird   später   behandelt 
,  110,  1). 
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85.  Punkte  die  beiden  verlangten  Eigenschaften.)  Ein  Punkt  ist  also  im 
Allgemeinen  duroh  zwei  geometrische  Oerter  vollkommen  be- 
stimmt. 

Ausser  einer  Seite  (a)  kann  zur  Bestimmung  des  Dreiecks 
gegeben  sein:  1)  ein  anliegender  Winkel  (ß  oder  y);  2)  eine 
zweite  Seite  (b  oder  c) ;  3)  der  gegenüberliegende  Winkel  (a).  — 
Es  soll  zunächst  der  geometrische  Ort  der  Ecke  A  für  die 
beiden  ersten  Fälle  bestimmt  werden;  der  dritte  Fall  wird 
später  (167)  nachgeholt. 

1)  Ist  zu  einem  Dreieck  eine  Seite  (o)  und  ein  anliegen- 
der Winkel  (ß)  gegeben,  so  muss  die  der  Seite  a  gegenüber- 
liegende Ecke  A  auf  dem  zweiten  Schenkel  des  an  a  in  seinem 
Endpunkte  angetragenen  Winkels  ß  liegen.  Man  hat  also 
den  Satz: 

86.  Ist  zu  einem  Dreieck  eine  Seite  und  ein  anliegen- 
der Winkel  gegeben,  so  ist  der  geometrische  Ort  der 

dritten  Ecke  der  zweite  Schenkel  des  an  die  Seite  in 
ihrem  Endpunkte  angetragenen  Winkels.  —  (aß) 

Anm.  Ist  die  Seite  festgelegt,  so  kann  der  Winkel  auf  vier  ver- 
schiedene Arten  angetragen  werden. 

2)  Sind  zu  einem  Dreieck  zwei  Seiten  (a,  b)  gegeben,  so 
muss  der  eine  Endpunkt  von  a  (C)  auch  Endpunkt  von  b  sein. 
Man  kennt  also  die  Länge  und  die  Lage  der  Seite  6,  nur 
nicht  ihre  Richtung.  Der  andere  Endpunkt  von  b(A)  ist  dann 
die  der  Seite  a  gegenüberliegende  Ecke.  Dreht  sich  6  um  C, 
so  beschreibt  A  eine  Kreislinie.    Man  hat  also  den  Satz: 

87.  Sind  zu  einem  Dreieck  zwei  Seiten  gegeben,  so 

ist  der  geometrische  Ort  der  dritten  Ecke  die  mit  der 
zweiten  Seite  aus  einem  Endpunkte  der  ersten  be- 
schriebene Kreislinie.  —  (ab) 

Sind  zur  Construction  des  Dreiecks  drei  Stücke  gegeben, 
so  muss  sich  unter  denselben  wenigstens  eine  Seite  befinden 
(da  nicht  alle  drei  Stücke  Winkel  sein  dürfen).  Ist  diese  Seite 
festgelegt,  so  sind  durch  sie  2  Ecken  des  Dreiecks  bestimmt. 
Zur  Bestimmung  der  dritten  Ecke  hat  man  aber  zwei  geome 
trische  Oerter.  Den  einen  liefert  a  in  Verbindung  mit  den 
zweiten,  den  andern  wiederum  a  in  Verbindung  mit  dem  drittel 
der  gegebenen  Stücke.  Die  dritte  Ecke  ist  also  ebenfalls  voll- 
kommen bestimmt,  und  dadurch  das  ganze  Dreieck.  Man  ha 
also  den  Satz: 

88.  Zur  Bestimmung  eines  Dreiecks  sind  drei  seinei 
Stücke  nothwendig  und  hinreichend. 


66.  67.  Das  Dreieck.  51 

Aus  50  und  55  folgt  nun:  Zwei  Dreiecke,  welche  aus  89. 
denselben  drei  Stücken  in  derselben  Weise,  jedoch 
an  verschiedenen  Stellen  der  Ebene,  construirt  sind, 
sind  einander  congruent  oder  symmetrisch. 

67.  Die  einzelnen  Fälle  der  Bestimmung  eines  Dreiecks  durch 
drei  Stüeke.  —  Von  den  6  Stücken  des  Dreiecks  können  auf 
folgende  Arten  drei  zur  Bestimmung  gewählt  werden: 

la)  Eine  Seite  und  die  beiden  anliegenden  Winkel,  (aßy) 
lb)  Eine  Seite,  ein  anliegender  und  der  gegenüberliegende 
WinkeL  (aßa) 

2)  Zwei  Seiten  und  der  eingeschlossene  Winkel,    (aby) 

3)  Zwei  Seiten  und  ein  nicht  eingeschlossener  Winkel.  (abß) 

4)  Drei  Seiten,    (abc) 

Anm.  Der  Fall  lb)  ist  von  la)  nicht  verschieden,  weil,  wenn  man 
ß  und  a  kennt,  nach  77  auch  /  bekannt,  also  das  Dreieck  statt  durch 
aßa  auch  durch  aßy  bestimmt  ist. 

Erster  Fall.  Eine  Seite  und  die  beiden  anliegen- 
den Winkel  (aßy).  —  Ist  o  festgelegt,  so  ist  nach  86  der 
erste   geometrische   Ort   der  Ecke  A  Fig.  28. 

(aus  aß)  der  zweite  Schenkel  des  in  B 
an  a  angetragenen  Winkels  ß.  Der 
zweite  geometrische  Ort  der  Ecke  A 
(aus  ay)  ist  der  zweite  Schenkel  des  in 
C  an  a  angetragenen  Winkels  y.  Da 
die  beiden  geometrischen  Oerter  sich 
nur  in  einem  Punkte  schneiden  (34),  so  entsteht  nur  ein 
Dreieck. 

Anm.  Damit  die  Schenkel  von  ß  und  a  sich  schneiden,  müssen 
diese  Winkel  auf  derselben  Seite  von  a  angetragen  werden.  —  Vier  Con- 
structionen,  deren  Resultate  unter  sich  theüs  congruent,  theils  symmetrisch 
sind.  —  Was  findet  statt,  wenn  /5-|-y  =  2K? 

Aus  89  folgt  nun: 

Erster  Gongruenzsatz:    Zwei  Dreiecke  sind   con-  90. 
gruent  (oder  symmetrisch),  wenn  sie  in  einer  Seite 
™w4  den  beiden  anliegenden  Winkeln  übereinstimmen. 

Anm.    Andrer  Beweis  von  90:  Wenn  die  beiden  Dreiecke  ÄBL  und 

»I  Öl  sind,  so  lege  man  A^i  Q  so  auf  ABC,  dass  B{  auf  B  und  Bj  Cj  in 
Richtung  BC  fallt.  Dann  fällt  C,  auf  C  (17).  Ferner  fällt  BiAi  in 
Richtung  BA,  und  <\A{  in  die  Richtung  CA  (46).    Folglich  fallt  A{ 

'  A  (34).    Die  beiden  Dreiecke  fallen  also  in  eins  zusammen. 

Zweiter  Fall.    Zwei  Seiten  und  der  eingeschlos- 
ie  Winkel  (aby).  —  Ist  a  festgelegt,  so  ist  nach  87  der 

4* 


52  67.   Das  Dreieck^ 

erste  geometrische  Ort  der  Ecke  A  (aus  ab)  die  aus  C  mit  b 

beschriebene  Kreislinie.*)  Der  zweite 
geometrische  Ort  der  Ecke  A  (aus  ay)  ist 
der  zweite  Schenkel  des  in  C  an  a  ange- 
tragenen Winkels  y.  Da  die  beiden  geo- 
metrischen Oerter  sich  nur  in  einem 
Punkte  schneiden,  so  entsteht  nur  ein 
B  Dreieck. 

Anm.  Denkt  man  sich  statt  der  Seite  a  den  Winkel  y  in  fester 
Lage,  so  hat  man,  um  A  und  B  zu  erhalten,  auf  seinen  Sohenkeln  die 
Strecken  b  und  a  von  C  aus  abzutragen.  Die  gegenüberliegende  Seite  e 
ist  dann  (nach  14)  vollkommen  bestimmt. 

Aus  89  folgt  nun: 
91.  Zweiter  Congruenzsatz.    Zwei  Dreiecke  sind  con- 

gruent  (oder  symmetrisch),  wenn  sie  in  zwei  Seiten 
und   dem   eingeschlossenen  Winkel  übereinstimmen. 

Anm.    Andrer  Beweis  von  91:  Wenn  die  beiden  Dreiecke  ABC  und 

^7#[^i  sind,  so  lege  man  Ä^B^  so  auf  ABC,  dass  B^  auf  B  und  Bi(\  in 
die  Richtung  BC  fallt.  Dann  fällt  Q  auf  C  (17).  Ferner  fällt  BXAV  in 
die  Richtung  BA  (46),  und  4  auf  A  (17).  Folglich  fallt  (\At  auf  CA  (H). 
Die  beiden  Dreiecke  fallen  also  in  eins  zusammen. 

Dritter  Fall.  Zwei  Seiten  und  ein  nicht  einge- 
schlossener Winkel  (abß).  —  Ist  a  festgelegt,  so  ist  nach 

Fig.  80.  ^7  ^er  er8*e  geometrische  Ort  der 

. 1^  '  Ecke  A  (aus  ab)  die  aus  C  mit  b 

beschriebene  Kreislinie.  Der  z  w  e  i  t  e 
geometrische  Ort  der  Ecke  A  (aus  aß) 
ist  der  zweite  Schenkel  des  in  B  an 
a  angetragenen  Winkels  ß.    Die  bei- 
■  den  geometrischen  Oerter  schneiden 
\  sich   entweder   gar   nicht,    oder   in 
j  einem  Punkte  (wenn  6>a),  oder 
'  in   zwei  Punkten   (wenn  b  <  a).  **) 
Das  Dreieck  ist  also  nur  im  zweiten 
Falle  vollkommen  bestimmt.    Im  dritten  Falle  sind  zwei  ver- 
schiedene Dreiecke  möglich,  und  es  muss  zu  den  drei  vorhan- 
denen Bedingungen  noch  eine  vierte  treten,  damit  die  Con- 


*)  Dieselbe  ist  in  Fig.  29,  wie  auch  später,  der  Raumersparniss  wegen 
nur  theilweise  gezeichnet.  Für  die  Ausführung  der  Constructionen  empfiehlt 
es  sich,  alle  Linien,  welche  geometrische  Oerter  bedeuten,  punktirt  (ge- 
strichelt) zu  zeichnen. 

**)  Die  beiden  ersten  Fälle  sind  in  der  Figur  durch  punktirte  Kreis- 
linien angedeutet. 
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gruenz  der  Dreiecke  für   diesen  Fall   ausgesprochen   werden 
kann.    (Vgl.  104.) 

Für  den  zweiten  Fall  folgt  nun  aus  89: 

Dritter  Congruenzsatz:  Zwei  Dreiecke  sind  con-  9a. 
gruent  (oder  symmetrisch),  wenn  sie  in  zwei  Seiten 
und  dem  der  grösseren  von  ihnen  gegenüberliegen- 
den Winkel  übereinstimmen. 

-  Anra.    Andrer  Beweis  von  92  folgt  in  Nr.  69  am  Schluss. 

Vierter  Fall.  Drei  Seiten  (abc).  —  Ist  a  festgelegt, 
so  ist  nach  87  der  erste  geometrische  Ort  der  Ecke  A  (aus  ab) 
die  aus  C  mit  6  beschriebene  Kreis-  Fig.  31. 

linie,  und  der  zweite  (aus  ae)  die  aus 
B  mit  e  beschriebene  Kreislinie.  Da 
jede  der  beiden  Kreislinien  symmetrisch 
zu  a  ist  (denn  die  Construction  der 
Kreislinie,  deren  Mittelpunkt  auf  a  c- 
liegt,  ist  auf  beiden  Seiten  von  a 
dieselbe),  so  sind  auch  ihre  beiden 
Schnittpunkte  (A)  symmetrisch  zu  a 
construirt,  mithin  sind  die  beiden  ent- 
stehenden Dreiecke  (ABC)  selbst  symmetrisch. 

A nm,  Damit'die  beiden  Kreislinien  sieb  schneiden,  muss  6  -f- c>  a  sein. 

Aus  89  folgt  nun: 

Vierter  Congruenzsatz:   Zwei  Dreiecke  sind  con-  93. 
gruent    (oder    symmetrisch),    wenn    sie   in   den    drei 
Seiten  übereinstimmen. 

Anm.  Andrer  Beweis  von  93  folgt  in  Nr.  69  am  Schluss.  Con- 
struction eines  Dreiecks  aus  drei  gegebenen  Strecken;  dgl.  eines 
Dreiecks,  welches  einem  gegebenen  Dreieck  congruent  ist.  (Lö- 
sung aus  Fig.  31  ersichtlich ) 

Aus  der  üebereinstimmung  zweier  Figuren  in  Gestalt  und 

Grösse  folgt,  dass  sie  vollständig  in  eine  Figur  zusammenfallen 

(sich  decken),  wenn  man  sie  sich  an  dieselbe  Stelle  der  Ebene 

gebracht  denkt.    Da  in  diesem  Falle  alle  Eckpunkte  paarweise 

zusammenfallen,   so  muss  dasselbe  (nach  14)  mit  den  Seiten, 

nd  mit  den  Winkeln  stattfinden;    d.  h.  alle  Seiten  und  alle 

Kinkel    (nach   47)    der    beiden    Figuren    müssen    paarweise 

;leich  sein. 

Kann  man  also  die  Congruenz  zweier  Dreiecke  aus  der 
Gleichheit  von  drei  entsprechenden  (homologen)  Stücken 
nachweisen,  so  folgt  hieraus  die  Gleichheit  der  übrigen  homo- 
logen Stücke  von  selbst,  und  man  hat  den  Satz: 
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94.         In  zwei  congruenten  (symmetrischen)  Dreiecken 
sind  je  zwei  homologe  Stücke  einander  gleich. 

Anm.  Man  kann  hiernach  die  Gleichheit  von  Strecken  und  Win- 
keln nachweisen,  wenn  es  gelingt,  diese  Gebilde  durch  Construction  in 
Dreiecke  zu  bringen,  deren  Congruenz  man  aus  der  Gleichheit  anderer 
Stücke  beweisen  kann. 

Insbesondere  folgt  aus  93,  dass,  wenn  zwei  Dreiecke  in 
den  Seiten  übereinstimmen,  auch  ihre  Winkel  paarweise  gleich 
sind.  —  Man  kann  diesen  Umstand  benutzen,  um  die  Fun- 
damentalaufgabe zu  lösen: 

Aufgabe  1.  —  Einen  gegebenen  Winkel  (a)  in  einem 
gegebenen  Punkte  (A)  einer  gegebenen  Geraden  an- 
zutragen. 

Man  bringt  den  Winkel  in  ein  Dreieck,  und  construirt  ein 
congruentes  Dreieck  (vgl.  Anm.  zu  93)  so,  dass  der  Scheitel 
und  ein  Schenkel  des  Winkels  die  geforderten  Bedingungen 
erfüllen. 

In  kürzester  Form  lautet  die  Lösung:  Man  schneide  mit- 
telst des  Cirkels  vom  Scheitel  des  Winkels  aus  (Ax)  beliebige 

„.    32  aber  gleiche  Strecken  (AlC1 

lg'  und  AXB.)  auf  den  Schenkeln 

ab,  beschreibe  mit  derselben 
Cirkelöffnung  eine  Kreislinie 
aus  A,  welche  die  gegebene 
Gerade  in  B  schneidet.  Dann 
|b   nehme  man  die  Strecke  BXCX 
in  den  Cirkel  und  beschreibe 
aus  B  eine  Kreislinie,  welche  die  erste  in  C  schneidet.    Ver- 
bindet man  noch  C  mit  A,  so  ist  CAB  =  a. 

Anm.  Worin  bestehen  die  Abkürzungen  dieses  Verfahrens?  Auf 
wie  viele  Arten  kann  die  Aufgabe  gelöst  werden?  —  Construction  eines 
Dreiecks  aus  *ßy,  aßa  (man  suche  erst  /),  aby,  aba.  —  Construction  einer 
Parallele  zu  einer  gegebenen  Geraden  (a)  durch  einen  gegebenen  Punkt  (A) 
mittelst  einer  beliebigen  durch  A  gezogenen  Geraden  b.  Der  Winkel  (ab) 
wird  in  A  an  b  als  oorrespondirender  Winkel  angetragen.  (Eine  beque- 
mere Lösung  dieser  Aufgabe  folgt  in  Nr.  79.) 

68.*  Erweiterung.  —  Ein  n-Eck  hat  2  n  Stücke,  nämli  i 

n  Seiten  und  n  Winkel  (82).    Hat  man  ein  n-Eck  bis  auf  ei  3 

Seite  (AB)  construirt,  so  fehlen  ausser  dieser  Seite  noch  <j  3 

beiden  anliegenden  Winkel.    Da  man  aber  zwischen  A  und  ? 

nur  eine  gerade  Strecke  ziehen  kann,  so  sind  diese  drei  fc  - 

lenden  Stücke  sämmtlich  durch  die  übrigen  bestimmt,  die  im  l 
zur  Construction  gebrauchte.    Dies  giebt  den  Satz: 
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Ein  n-Eck  ist  durch  2n — 3  seiner  Stücke  bestimmt.  95. 

Anm.    Durch  wieviel  Stücke  ist  ein  Viereck  bestimmt?    Von  wel- 
cher Art  können  die  drei  nicht  gegebenen  Stücke  eines  »-Ecks  sein? 

4)  Beziehungen  zwischen  den  Winkeln  und  Seiten  eines  Dreiecks. 

69.  Das  gleiehsehenklige  Dreieck.  —  Trägt  man  an  eine 
Strecke  BC  nach  beiden  Seiten  in  ihrem  einen  Endpunkte  B 
einen  Winkel  /?,  im  andern  End- 
punkte C  einen  Winkel  y  an,  so 
erhält  man  zwei  symmetrische  Drei- 
ecke (90)  ABC  und  AXBC.  In  die- 
sen ist  nach  Construction : 

BC=BC,ABC=AlBCJACB^AlCB,         /  \  96. 

und  nach  94: 

AB=AXB,  AC=AlCi  BAC=zBAxC. 

Ist  der  Winkel  y  ein  rechter, 
(Fig.  34)  so  sind  die  anstossenden 
Winkel  ACB  und  AXCB  Neben- 
winkel (60);  d.  h.:  die  Punkte 
ACAl  liegen  in  gerader  Linie,  und 

das  Viereck  ÄBÄ^C  geht  in   ein 

Dreieck  ABÄ1  über,  in  welchem 
AB  =  AXB  ist. 

Ein  Dreieck,  in  welchem  zwei 
Seiten  einander  gleich  sind,  heisst 
gleichschenklig.  Die  gleichen 
Seiten  (AB  und  AJB)  heissen  S  chen- 

kel,  die  ungleiche  Seite  (AAX)  die  Basis  des  Dreiecks.  Die 
der  Basis  gegenüberliegende  Ecke  (B)  heisst  Spitze  des 
Dreiecks.  Der  von  den  Schenkeln  eingeschlossene  Winkel 
(ABAJ  heisst  Winkel  an  der  Spitze,  die  an  der  Basis 
liegenden  Winkel  (BAA.  und  BA.A):  Winkel  an  der  Basis. 

Ein  Dreieck,  in  welchem  alle  drei  Seiten  einander  gleich 
sind,  heisst  gleichseitig.  —  Hiernach  kann  man  die  Dreiecke 
nach  der  Beschaffenheit  ihrer  Seiten  eintheilen  in  ungleich- 
seitige, gleichschenklige,  gleichseitige. 

Anm.  Da  jede  der  letzten  beiden  Arten  ein  specieller  Fall  der 
vorhergehenden  ist,  so  gelten  alle  für  ein  ungleichseitiges  Dreieck  abge- 
leiteten Sätze  von  selbst  für  das  gleichschenklige,  und  aUe  Sätze  vom 
gleichschenkligen  Dreieck  für  das  gleichseitige.  —  Das  gleichseitige  Dreieck 
kann  in  dreifacher  Weise  als  gleichschenkliges  betrachtet  werden.  —  Wie 
vereinfachen  sich  die  Congruenzsätze  für  rechtwinklige  und  gleichschenklige 
Dreiecke? 
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Da  die  in  96  und  97  ausgesprochenen  Eigenschaften  der 
Fig.  33  auch  für  Fig.  34  gelten,  so  hat  man  (indem  man 
BC  =  BC,  BA=zBAv  ABC=AXBC  zu  Voraussetzungen  wählt) 
die  Sätze: 

98.  Gleichen  Seiten  eines  Dreiecks  liegen  gleiche 
Winkel  gegenüber.  (Oder:  Im  gleichschenkligen 
Dreieck  sind  die  Winkel  an  der  Basis  einander  gleich.) 

99.  Halbirt  man  im  gleichschenkligen  Dreieck  den 
Winkel  an  der  Spitze,  so  steht  die  Halbirungslinie 
senkrecht  auf  der  Basis  und  halbirt  dieselbe. 

Anm.  Umkehrungssätze.  Zu  98:  Gleichen  Winkeln  eines  Dreiecks 
liegen  gleiche  Seiten  gegenüber.  (Zum  Beweise  halbire  man  den  dritten 
Wmkel  und  benutze  78  und  90.) 

Zu  99:  Verbindet  man  im  gleichschenkligen  Dreieck  die  Spitze  mit 
der  Mitte  der  Basis,  so  steht  die  Verbindungslinie  senkrecht  auf  der  Basis 
und  halbirt  den  Winkel  an  der  Spitze  (93). 

Fällt  man  im  gleichschenkligen  Dreieck  eine  Senkrechte  von  der 
Spitze  auf  die  Basis,  so  halbirt  dieselbe  die  Basis  und  den  Winkel  an 
der  Spitze  (98,  78,  90). 

Ein  weiterer  Umkehrungssatz  zu  99  folgt  später  (119). 

ioo.  Aus  98  folgt:   Im  gleichseitigen  Dreieck  sind  alle 

Winkel  gleich,  und  jeder  beträgt  %fi.    (76) 

101.  Der  Aussenwinkel  an  der  Spitze  eines  gleich- 
schenkligen Dreiecks  ist  doppelt  so  gross  als  jeder 
Basiswinkel.    (79) 

102.  Die  Basiswinkel  eines  gleichschenkligen  Drei- 
ecks sind  stets  spitz,  die  Aussenwinkel  an  der  Basis 
stumpf. 

103.  Ein  gleichschenkliges  Dreieck,  in  welchem  ein 
Winkel  %Ä  beträgt,  ist  gleichseitig.    (76,  100) 

Anm.     Wählt  man  in   Fig.  33  BA=zBAif  BCz=BC,  CÄ^=CAi   zu 

Voraussetzungen,  und  verbindet  A  mit  Al?   so   ist   nach  98  im  Dreieck 

BAAi :  BAAi  =  BA{A,  und  im  Dreieck  CÄA^ :  CAAX  =  CAyA,  folglich  durch 
Addition:    BAC^BA^    also  BÄC^BAiC  nach  91.     Hierdurch   ist   93 

L)ÖW16ßßQ 

Wählt  man  in  Fig.  33  BA=iBAu  BC  =  BC,  BAC^zBA^zm  Voraus- 
setzungen und  verbindet  A  mit  A^ ,  so  ist  nach  98  im  Dreieck  BAA\ :  BAA* 
\;\v   35  =  BA}A,  und  da  &AC  =  BA.C,  so  folg 

B  durch  Subtraction:  CAAi=zÖA{A;  folg- 

•*i  lieh  (nach  Umkehrung  von  98)  CA  =z  CAi  - 

also  VAU  &  BAX  C  nach  93.    Hierdurcl 
ist   92   bewiesen.  —  Ist  BC^BA,    so 

kann  man  zu  einem  Dreieck  BAC(Flg.  35 

ein  andres  construiren  (BA{C)f  weichet 
mit  dem  ersten  in  zwei  Seiten  und  den 


69.  70.   Das  Dreieck.  57 

der  kleineren  gegenüber  liegen  den  Winkel  übereinstimmt,  ohne  dass  beide 
Dreiecke  coDgrnent  sind.  (Zwei  solche  Dreiecke  entstehen,  wie  die  Figur 
zeigt,  jedesmal,  wenn  man  die  Spitze  eines  gleichschenkligen  Dreiecks  mit 
einem  Punkte  der  Basis,  den  Mittelpunkt  ausgenommen,  verbindet.)  Der 
der  grösseren  Seite  gegenüberliegende  Winkel  ist  dann  in  dem  einen 
Dreieck  (BCA)  stumpf,  im  anderen  (BCA\)  spitz.  (Warum?]  Dieser  Fall 
wird  also  ausgeschlossen,  wenn  man  die  Bedingung  hinzulügt,  dass  der 

der  grösseren  Seite  gegenüberliegende  Winkel  in  beiden  Dreiecken  =  K 

ist.    So  erhält  man  als  Ergänzung  zu  92  den  Satz:  Zwei  Dreiecke  sind  104. 
congruent  (oder  symmetrisch),  wenn  sie  in  zwei  Seiten  und  dem 
der  kleineren  von  ihnen  gegenüberliegenden  Winkel  überein- 
stimmen, während  der  der  grösseren  gegenüberliegende  Win- 
kel in  beiden  Dreiecken  ein  spitzer,  rechter  oder  stumpfer  ist. 

Speciell:  Rechtwinklige  Dreiecke  sind  congruent  (oder  sym-  105. 
metrisch),  wenn  sie  in  zwei  homologen  Seiten  übereinstimmen. 

70.  Zwei  gleichschenklige  Dreiecke.  —  Verbindet  man  in 
Fig.  33  die  Punkte  A  und  Av  so  entstehen  zwei  gleichschenk- 
lige Dreiecke  BAAV  CAAy  mit  gemeinsamer  Basis,  auf  wel- 
cher BC  senkrecht  steht  (99).    Dies  giebt  den  Satz: 

Construirt  man  über  derselben  Basis  zwei  gleich-  106. 
schenklige  Dreiecke,  so  halbirt  die  Verbindungslinie 
ihrer   Spitzen   die   Winkel   an    den   Spitzen   und    die 
Basis,  und  steht  senkrecht  zur  Basis. 

Da  die  in  106  erwähnte  Construction  (nach  Anm.  zu  93) 
bereits  bekannt  ist,  so  kann  man  diesen  Satz  benutzen,  um 
folgende  Fundamentalaufgaben  zu  lösen: 

Aufgabe  2.  —  Eine  gegebene  Strecke  (AAX)  zu 
halbiren. 

Man  bringt  die  Strecke  als  ge-  Fig.  36. 

meinsame  Basis  in  zwei  gleichschenk- 
lige   Dreiecke    und    verbindet    ihre  ^ 
Spitzen.                                                                /f\ 
In   kürzester   Form    lautet    die 

Lösung:  Man  beschreibe  aus  den  bei-   A ( 

den  Endpunkten  der  Strecke  mit  der-  ', 

jlben  Cirkelöffnung  Kreislinien,    die 
ch  in  zwei  Punkten  (£,  C)  schnei-  %jfc 

en.      Die    Verbindungslinie    dieser  ,. 

unkte  halbirt  die  Strecke  AAX  in  Z>. 

Anm.  Theilung  einer  Strecke  in  4,  8  gleiche  Theile  durch  Wieder- 
>lung  dieses  Verfahrens.  —  Man  halbire  die  drei  Seiten  eines  Dreiecks 
ad  verbinde  jeden  Halbirungspnnkt  mit  der  gegenüberliegenden  Ecke, 
iese  Verbindungslinien  heissen  die  Mittellinien  des  Dreiecks. 


IL 
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Aufgabe  3.  —  Einen  gegebenen  Winkel  (ABA^  zu 

halbiren. 

Man  bringt  den  Winkel  als  Winkel  an  der  Spitze  in  eins 

von  zwei  gleichschenkligen  Dreiecken  mit  gemeinsamer  Basis, 

und  verbindet  ihre  Spitzen. 

In  kürzester  Form  lautet  die 
Lösung:  Man  schneide  mit  dem  Cir- 
kel  vom  Scheitel  aus  gleiche  Strecken 
(BA  und  BAX)  auf  den  Schenkeln 
ab,  und  beschreibe  aus  den  End- 
punkten (A  und  Ax)  mit  derselben 
Cirkelöffnung  Kreislinien,  die  sich 
in  zwei  Punkten  schneiden.  Die 
Verbindungslinie  eines  dieser  Punkte 
(C)  mit  B  halbirt  den  Winkel  ABAV 

Anm.  Theilung  eines  Winkels  in  4,  8  gleiche  Theile  durch  Wieder- 
holung dieses  Verfahrens.  —  Man  halbire  die  drei  Winkel  (und  die  Aussen- 
winkel)  eines  Dreiecks.  Diese  Linien  heissen  die  Winkelhalbirenden 
des  Dreiecks.  —  Vgl.  erste  Anm.  in  Nr.  91. 

Ist  der  Winkel  ABA  x  ein  gestreckter,  so  enthält  die  eben 
beschriebene  Construction  die  Lösung  der 

Aufgabe  4.  —  Auf  einer  gegebenen  Geraden  (AAJ 
in  einem  gegebenen  Punkte  (B)  die  Senkrechte  zu 
errichten. 

Anm.  Man  errichte  in  den  Mitten  der  drei  Seiten  eines  Dreiecks 
die  Senkrechten.  Diese  Linien  heissen  die  Mittelsenkrechten  des 
Dreiecks. 

Aufgabe  5.  —  Von  einem  gegebenen  Punkte  (i?) 
aus  die  Senkrechte  auf  eine  gegebene  Gerade  (AAX) 
zu  fällen. 

Man  macht  den  Punkt  zur 
Spitze  des  einen  von  zwei  gleich- 
schenkligen Dreiecken,  deren  ge- 
meinsame Basis  auf  der  Geraden 
liegt,  und  verbindet  ihre  Spitzen. 
In  kürzester  Form  lautet  d '  e 
Lösung :  Man  beschreibe  aus  de  n 
Punkte  eine  Kreislinie,  welche  d  e 
Gerade  in  zwei  Punkten  (A  und  A  ) 
schneidet,  und  aus  A  und  A*  mit  derselben  Cirkelöffnung  Krei  ;- 
linien,  die  sich  in  zwei  Punkten  schneiden.  Die  Verbindung  ;- 
linie  eines  dieser  Punkte  (C)  mit  B  steht  auf  AAX  senkreel  :. 


"K 


Fig;  38. 
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Anm.  Man  falle  aus  den  drei  Ecken  eines  Dreiecks  die  Senkreohten 
auf  die  gegenüberliegenden  Seiten.  Diese  Linien  heissen  die  Höhen  des 
Dreiecks. 

71.  Das  ungleichseitige  Dreieck.  —  Verbindet  man  einen 
beliebigen  Punkt  E  auf  einem  der  Schenkel  eines  gleich- 
schenkligen Dreiecks  mit  der  gegenüber- 
liegenden Ecke  Äy  so  ist  in  dem  (ungleich- 
seitigen) Dreieck  TlÄE  BA>BE.  Ferner 
BEA  >  der  Basiswinkel  BAXA  (80),  und 
BAE  <  der  Basiswinkel  BAAV  Mithin 
BEA  >  BAE.    Man  hat  also  die  Sätze: 

Der  grösseren  von   zwei  Seiten 
eines   ~ 


grosseren   vuu   *woi  ocncu     / 
Dreiecks    liegt    der    grössere  ^ 


107. 


Winkel  gegenüber.  —  Dem  grösseren  von  zwei  Winkein 
eines  Dreiecks  liegt  die  grössere  Seite  gegenüber. 

Aus  107  folgt:  Der  grössten  Seite  im  Dreieck  liegt  der 
grö8ste  Winkel  gegenüber,  und  umgekehrt  —  Demnach  ist  im 
stumpfwinkligen  Dreieck  die  dem  stumpfen  Winkel  gegenüber- 
liegende Seite  die  grösste,  und  im  rechtwinkligen  ist  die  dem 
rechten  Winkel  gegenüberliegende  Seite  (die  Hypotenuse) 
grösser  als  jede  der  beiden  anderen  Seiten  (Katheten).   Kurz: 

Im   rechtwinkligen   Dreieck   ist   die   Hypotenuse  108. 
grösser  als  jede  Kathete. 

72.  Verbindet  man  einen  beliebigen  Punkt  E  auf  der  Ver- 
längerung eines  der  Schenkel  eines  gleichschenkligen  Dreiecks 
mit  der  gegenüberliegenden  Ecke  Ü,  so  ist  y\%.  40. 

(bei  Verlängerung  über  die  Spitze  hinaus)  E 

in  dem  Dreieck  EAA\  EAAX  >  EAXA  (weil 
EAAX>BAAX  und  ßAÄl=-BA1A),  folg- 
lich EAX>EA  (107),  oder  (inEAx=EB 
+  BAt  und  BAX  =  BA  ist):  EB  +  BA 
>EA;  d.  h.: 

In  jedem  Dreieck  ist  die  Summe 
zweier  Seiten  grösser  als  die  dritte 

selbst   wenn   diese,   wie   in  Fig.  40,  die 

rösste  ist). 

Hat  die  Verlängerung  des  Schenkels  über  den  Endpunkt 

er  Basis  hinaus  stattgefunden  (Fig.  41),  so  ist  im  Dreieck 

VÄA~EAAX<EAXA  (weil  EAXA  nach  102  stumpf  ist),  folg- 
tch  EAl  <EA  (107),  oder  (da  EAX  =  EB-  BAX  und  BAX  -BA 
t):  EB-BA<EA,  d.  h.: 


109. 


-^7* 
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110.        v;„  ai  In  jedem  Dreieck  ist  die  Differenz 

zweier  Seiten  kleiner  als  die  dritte  (selbst 
wenn  diese,  wie  in  Fig.  41,  die  kleinste  ist). 

Anm.     110  ist  auch  eine  unmittelbare  Folge  von 
109,  da  aus  EB  +  BA  >  EA  folgt:  EB  >  EA  —  BA, 

73.  Erweiterungen.  —  In  Fig.  25  ist  AC  + 
CD>  AD  (109);  also  durch  Addition  von  DB: 
AC+  CB>AD  +  DB.  Aus  demselben  Grunde 
ist  AD  +  DB>AE+EB,  also:  AC+CB> 
AE  +  EB,  d.  h: 
lil.  Verbindet  man  einen  Punkt  im  In- 

nern eines  Dreiecks  mit  zwei  Ecken,  so  ist  die  Summe 
der  Verbindungslinien  kleiner  als  die  Summe  der  von 
der  dritten  Ecke  ausgehenden  Seiten.    (Vgl.  81.) 

Verbindet  man  in  einem  Vieleck  zwei  auf  anstossenden 
Seiten  liegende  Punkte,  so  ist  der  Umfang  des  neuen  (eine 
Seite  mehr  enthaltenden)  Vielecks  kleiner  als  der  des  gege- 
benen (109).  Denkt  man  sich  dieses  Verfahren  auf  das  Dreieck 
angewendet  und  dann  wiederholt,  so  erhält  man  den  Satz: 

112.  Von  zwei  über  derselben  Strecke  construirten 
Vielecken,  deren  Umfange  sich  nicht  schneiden,  und 
von  denen  das  innere  nur  coneave  Winkel  enthält, 
hat  das  innere  den  kleineren  Umfang. 

Betrachtet  man  die  gerade  Verbindungsstrecke  zweier 
Punkte  als  Zweieck  (weitere  Ausführung  dieser  Betrachtung!), 
so  erscheint  109  als  specieller  Fall  von  112.  Den  kleinsten 
Umfang  unter  allen  über  einer  Strecke  beschriebenen  Figuren 
hat  hiernach  das  Zweieck  (d.  li.  die  Strecke  selbst),  weil  inner- 
halb desselben  keine  andere  Figur  möglich  ist.  Da,  wie  eine 
spätere  Betrachtung  zeigen  wird,  jede  krumme  Linie  als  Grenz- 
fall einer  aus  geraden  Strecken  bestehenden  angesehen  werden 
kann  (vgl.  Anm.  in  Nr.  102),  so  kann  man  sagen: 

113.  Unter  allen  Verbindungslinien  zwischen  zwei 
Punkten  ist  die  gerade  die  kürzeste.  (Die  gerade 
Strecke  ist  der  kürzeste  Weg  zwischen  zwei  Punkten.) 

74»  Entfernung.  —  Die  kürzeste  Linie,  die  zwischen  zw  ii 
geometrischen  Gebilden  gezogen  werden  kann,  heisst  ihre  Ent- 
fernung (Abstand). 

Hiernach  ist  die  Entfernung  zweier  Punkte  die  gerace 
Verbindungsstrecke  zwischen  ihnen. 

Aus  108  folgt: 


74.   Das  Dreieck.  61 

Unter  allen  Strecken,   die   man   zwischen   einem  in. 
Punkte  und  einer  Geraden  ziehen  kann,  ist  die  Senk- 
rechte die  kürzeste. 

Demnach  ist  die  Entfer- 
nung eines  Punktes  von  einer 
Geraden  die  von  dem  Punkte 
auf  die  Gerade  gefällte  Senk- 
rechte. —  Nennt  man  den  auf 
der  Geraden  liegenden  End- 
punkt einer  von  einem  Punkte 
(B)  nach  ihr  gezogenen  Strecke  den  Fusspunkt  der  Strecke, 
so  folgt  aus  99: 

Sind    von    einem    Punkte    nach    einer    Geraden  116. 
(ausser  der  Senkrechten)  zwei  gleichlange  Strecken 
gezogen,  so  haben  deren  Fusspunkte  vom  Fusspunkte 
der  Senkrechten  gleichen  Abstand  (und  umgekehrt). 

Da  auf  einer  Geraden  nur  zwei  Punkte  existiren,  deren 
Abstand  von  einem  gegebenen  Punkte  (D)  gleich  einer  gege- 
benen Strecke  ist,  so  folgt  der  Satz: 

Von  einem  Punkte  ausserhalb  einer  Geraden  kann  116. 
man  nach  der  Geraden  nur  zwei  unter  sich   gleiche 
Strecken  ziehen. 

Anra.  Drei  Punkte  auf  einer  Geraden  können  also  von  einem 
ausserhalb  liegenden  Punkte  nicht  gleichen  Abstand  haben,  so  lange  dieser 
Punkt  sich  in  endlicher  Entfernung  befindet. 

Im  Dreieck  WÄ  (Fig.  42)  ist  BF>BA  (107,  102).  Da 
gleichzeitig  DF>DA,  so  folgt: 

Sind  von  einem  Punkte  nach  einer  Geraden  (ausser  117. 
der  Senkrechten)   zwei   ungleiche  Strecken   gezogen, 
so  hat  der  Fusspunkt  der  längeren  auch  den  grösseren 
Abstand  vom  Fusspunkte   der  Senkrechten  (und  um- 
gekehrt). 

Da  ferner  BAD  >  BFD  (80),  so  folgt  weiter: 

Stimmen  zwei  rechtwinklige  Dreiecke  (BFD,  BAD)  118. 
?n   einer  Kathete  überein,  so  hat  dasjenige  Dreieck, 
1    Jches   die   grössere   Hypotenuse   hat,   die  grössere 
1     dere  Kathete,  aber  den  kleineren  der  ersten  Kathete 
\    genüberliegenden  Winkel  (und  umgekehrt). 

Denkt  man  sich  in  Fig.  42  durch  B  die  Parallele  zu  AAX 
l  sogen,  so  ist  nach  114  unter  allen  Strecken,  die  man  von 
1  em  Punkte  B  dieser  Parallele  nach  AAX  ziehen  kann,  die 
1     *krechte  BD  die  kürzeste.    Und  da  alle  Punkte  der  Paral- 
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lelen,  wenn  sie  sich  nach  AAX  verschiebt,  gleiche  Bewegungen 
machen,  so  kann  auch  kein  anderer  ihrer  Punkte  auf  kürzerem 
Wege  als  B  die  Gerade  AAX  erreichen.  Demnach  ist  die  Ent- 
fernung zweier  Parallelen  die  in  irgend  einem  Punkte  der 
einen  errichtete  senkrechte  Strecke. 

Die  Entfernung  zweier  Gebilde,  die  einen  Punkt  gemein- 
sam haben,  ist  (nach  der  Definition  der  Entfernung)  gleich 
Null.  Demnach  ist  auch  die  Entfernung  zweier  sich  schnei- 
denden Geraden  gleich  Null. 

Da  man  über  derselben  Basis  beliebig  viele  Paare  gleich- 
schenkliger Dreiecke  construiren  kann,  für  deren  jedes  Satz  106 
gilt,  und  da  nach  diesem  Satze  die  Verbindungslinie  der  Spitzen 
für  alle  dieselbe  sein  muss,  so  folgt,  dass  alle  diese  Spitzen 
auf  der  in  der  Mitte  der  Basis  errichteten  Senkrechten  liegen. 
Dies  giebt  einen  weiteren  Umkehrungssatz  zu  99,  nämlich: 

119.  Errichtet  man  auf  der  Basis  eines  gleichschenk- 
ligen Dreiecks  in  ihrer  Mitte  eine  Senkrechte,  so 
geht  dieselbe  durch  die  Spitze. 

Da  ferner  jeder  Punkt  dieser  Senkrechten  als  Spitze  eines 
gleichschenkligen  Dreiecks  von  den  Endpunkten  der  Basis 
gleichweit  entfernt  ist,  so  hat  man  den  Satz: 

120.  Der  geometrische  Ort  eines  Punktes,  der  von 
zwei  gegebenen  Punkten  gleichweit  entfernt  ist,  ist 
die  auf  der  Verbindungsstrecke  beider  Punkte  in 
ihrer  Mitte  errichtete  Senkrechte. 

Trägt  man  auf  den  Schenkeln  eines  Winkels  ABAX  (Fig.  33) 
vom  Scheitel  aus  gleiche  Stücke  ab  (BA  =  BAX),  und  in  den 
Endpunkten  gleiche  Winkel  an  (BAC=zBAxC)  deren  Schenkel 
sich  in  C  schneiden,  so  ist  CA=zCAx  und  ABC~AXBC. 

Ist  insbesondere  BAC=z  BAXC=:R,  so  sind  CA  und  CAX 
die  Entfernungen  des  Punktes  C  von  BA  und  BAX.  Und  da 
man,  vom  Winkel  ABAX  ausgehend,  beliebig  viele  Punkte  C 
in  der  angegebenen  Weise  construiren  kann,  die  alle  auf  der 
Geraden  BC  liegen,  so  hat  man  den  Satz: 

121.  Jeder  Punkt  der  Halbirungslinie  eines  Winkels 
ist  von  den  Schenkeln  desselben  gleichweit  entfernt. 

122.  Oder:  Der  geometrische  Ort  eines  Punktes,  wel- 
cher von  zwei  gegebenen  Geraden  gleichweit  ent- 
fernt ist,  ist  das  Geradenpaar,  welches  die  Winkel 
der  gegebenen  Geraden  halbirt. 

Anm.  Da  die  Hälf  ben  zweier  Nebenwinkel  zusammen  einen  Rechten 
betragen,  so  stehen  diese  winkelhalbirenden  Geraden  auf  einander  senkrecht. 
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75.  Zieht  man  aus  einem  Endpunkte  (A)  der  Basis  eines 
gleichschenkligen  Dreiecks  eine  beliebige  Strecke  (AE),  welche 
den  gegenüberliegenden  Schenkel  schneidet,  und  verbindet  E 
auch  mit  den  beiden  anderen  Ecken  des  Dreiecks,  so  ist 

EAAX  <  BAA1  und  EAXA  >  BAXA ;  Fig#  43. 

also,  da  BAAl^zBAlA  (98): 

EAXA>EAA^ 

folglich  (107):    EA>  EAV 


In  den  Dreiecken  ABE  und  A.BE,  in  wel- 
chen AB^AJi  und  BE^BE,  ist  also 
gleichzeitig  ABE  >  ÄßE  und  AE>A1E. 
Man  hat  also  den  Satz: 

Sind  in  zwei  Dreiecken  zwei  Seiten  gleich,  die  123.     s 
eingeschlossenen  Winkel  aber  ungleich,   so  hat  das-  ;) 

jenige  Dreieck,  welches  die  grössere  dritte  Seite  hat,        .  /  , 
auch   den   grösseren   eingeschlossenen   Winkel   (und 
umgekehrt). 

Anm.  Sind  im  Allgemeinen  in  zwei  Dreieoken  zwei  Stücke  (unter 
denen  wenigstens  eine  Seite  ist)  gleich,  während  ein  drittes  Stück  ungleich 
ist,  so  sind  auch  die  drei  anderen  Stücke  ungleich.  Man  kann  in  jedem 
einzelnen  Falle  in  ähnlicher  Weise,  wie  soeben  geschehen,  untersuchen,  in 
welchem  der  beiden  Dreiecke  ein  bestimmtes  Stück  das  grössere  ist.  (Vgl. 
Kr.  91.)  Viel  einfacher  aber  ergeben  sich  alle  diese  Resultate  aus  den 
Sätzen  der  Trigonometrie. 

76.*  Rüekbliek.  —  Zwischen  den  oben  betrachteten  Gebil- 
den: Punkt  und  Strecke,  Gerade  und  Winkel,  besteht  noch 
ein  besonderer  Zusammenhang,  welcher  schon  in  einigen  der 
bisher  gefundenen  Sätze  hervortritt.  Zuerst  sei  daran  erinnert, 
dass  Punkt  und  Gerade  nicht  das  Merkmal  einer  bestimmten 
Grösse  haben,  wohl  aber  Strecke  und  Winkel.  Wie  die  Strecke 
das  Mass  für  die  Vorwärtsbewegung  des  Punktes,  so  ist  der 
Winkel  das  Mass  für  die  Drehung  der  Strecke.  Wie  die  Strecke 
durch  ihre  beiden  Endpunkte,  so  ist  der  Winkel  durch  die 
beiden  Geraden,  welche  seine  Schenkel  bilden,  vollkommen 
stimmt. 

Beziehung  zwischen  Punkten  und  Geraden.  — 
\  ei  einfache  Gebilde,  welche  zusammen  ein  einfaches  Gebilde 
]  i  mehr  Dimensionen  vollkommen  bestimmen,  heissen  reci- 
]  ok  zu  einander  in  Bezug  auf  das  durch  sie  bestimmte  Ge- 
1  ie.  —  Demnach  sind  zwei  Punkte  reciprok  zu  einander  in 
]  zug  auf  die  durch  sie  bestimmte  Gerade.  Und  da  zur  Be- 
s    nmung  einer  Ebene  ein  Punkt  und  eine  (nicht  durch  ihn 
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124. 


gehende)  Gerade  ausreichend  sind,  so  sind  Punkt  und  Gerade 
reciprok^zu  einander  in  Bezug  auf  die  durch  sie  bestimmte 
Ebene. 

Das  Wesen  der  Reciprocität  besteht  nun  darin,  dass  jeder 
Beziehung  zwischen  einfachen  Gebilden,  welche  alle  in  einem 
durch  zwei  von  ihnen  bestimmten  Gebiete  liegen,  eine  Be- 
ziehung zwischen  den  reciproken  Gebilden  entspricht.  Jeder 
Satz,  der  eine  solche  Beziehung  ausspricht,  zieht  also  ohne 
Weiteres  einen  anderen  Satz  nach  sich.  (Beciprocitäts-Gesetz.) 

Im  Gebiete  der  Geraden  entstehen  auf  diese  Weise  keine 
neuen  Sätze,  weil  hier  der  Punkt  dem  Punkte  reciprok  ist. 
Im  Gebiete  der  Ebene  dagegen  kann  das  Reciprocitäts-Gesetz 
in  folgender  Fassung  ausgesprochen  werden: 

Aus  jedem  Satze,  der  von  Geraden  und  Punkten 
einer  Ebene  handelt,  geht  ein  neuer  Satz  hervor, 
wenn  man  die  Ausdrücke  „Punkt"  und  „Gerade"  mit 
einander  vertauscht. 

Im  Folgenden  sind  eine  Anzahl  bereits  bekannter  reci- 
proker  Sätze  einander  gegenübergestellt.  (Zu  den  Punkten 
zählen  hierbei  auch  die  unendlich  fernen.) 


Eine  Gerade  wird  durch  zwei 
Punkte   vollständig   bestimmt. 

Durch  zwei  Punkte  geht 
stets  eine  Gerade. 

Durch  zwei  zusammenfal- 
lende Punkte  gehen  unendlich 
viele  Geraden. 

Durch  je  zwei  von  drei  Punk- 
ten gehen  im  Ganzen  drei  Ge- 
raden (Fig.  14,  2b). 

Anm.    Von  diesen  drei  Punkten  fallt  in  Fig.  14,  3  der  eine  in  un- 
endliche Entfernung,  in  Fig.  14,  1  alle  drei. 

Drei  Punkte  können  auf  ein- 
undderselben   Geraden   liegen. 


Ein  Punkt  wird  durch  zwei 
Geraden  vollständig  bestimmt. 

Zwei  Geraden  haben  stets 
einen  Punkt  gemeinsam  (Fig. 
6  und  8). 

Zwei  zusammenfallende  Ge- 
raden haben  unendlich  viele 
Punkte  gemeinsam. 

Je  zwei  von  drei  Geraden 
schneiden  sich  im  Ganzen  in 
drei  Punkten  (Fig.  14,  2b). 


Drei  Geraden  können  durch 
einunddenselben  Punkt  gehen 
(Fig.  14,  2a  und  1). 

Beziehung  zwischen  Strecken  und  Winkeln.  — 
Aus  den  oben  zusammengestellten  Sätzen  über  den  Zusammen- 
hang zwischen  Punkt  und  Gerade  einerseits,  Strecke  und  Win- 
kel andrerseits,  geht  hervor,  dass  zwischen  den  letzteren  Ge- 
bilden dieselbe  Reciprocität  obwaltet  wie  zwischen  den  ersteren. 
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Eine  Reihe  von  Sätzen  über  das  Dreieck,  in  denen  man  die 
Ausdrücke  „Seite"  und  „Winkel"  vertauschen  kann,  bestätigt 
dies.  Namentlich  sind  die  Sätze  über  das  Gegenüberliegen 
von  Seiten  und  Winkeln  zu  ihren  Umkehrungssätzen  reciprok. 

Anm.  Ausgeschlossen  von  diesem  Zusammenhange  sind  diejenigen 
Satze,  welche  nur  die  Grösse,  nicht  aber  die  Lage  und  Richtung  der 
Strecken  berücksichtigen  (z.  B.  109,  110).  Das  letztere  muss  auch  ge- 
schehen, wenn  man  zu  den  die  Grösse  der  Winkel  betreffenden  Sätzen 
reoiproke  Sätze  finden  will.    So  entsprechen  sich  z.  B.  die  Sätze: 


Durch  zwei  Winkel  eines  Dreiecks 
ist  der  dritte  bestimmt. 


Durch  zwei  nach  Grösse  und 
Richtung  gegebene  Seiten  eines 
Dreiecks  ist  die  dritte  bestimmt. 
Aber  die  Rechnung  mit  Strecken,  welche  nach  Grösse  und  Richtung 
gegeben  sind,  hat  in  die  Elementar-Mathematik  noch  keinen  Eingang  ge- 
funden und  wird  daher  hier  übergangen.*) 

y)  Dreimalige  Bewegung  der  Geraden. 

77.*  üebenieht.  —  Sind  in  der  Ebene  vier  Geraden  ge- 
geben, so  sind  folgende  Fälle  möglich: 

1)  Alle  vier  Geraden  sind  parallel. 

2)  Drei  parallele  Geraden  werden  von  der  vierten  ge- 
schnitten. 

3)  Je  zwei  Geraden  sind  unter  einander  parallel. 

4)  Zwei  Geraden  sind  parallel;  die  beiden  andern  schnei- 
den sich  in  einem  Punkte,  der  a)  auf  keiner  der  Parallelen, 
b)  auf  einer  der  Parallelen  liegt. 

5)  Alle  Geraden  schneiden  sich  gegenseitig  a)  in  6  Punkten, 
indem  durch  jeden  Punkt  zwei  Geraden  gehen,  b)  in  4  Punk- 
ten, indem  3  Schnittpunkte  in  einen  zusammenfallen,  durch 
welchen  drei  Geraden  gehen,  c)  in  1  Punkte,  indem  alle  6 
Schnittpunkte  in  einen  zusammenfallen,  durch  welchen  alle 
vier  Geraden  gehen. 

Anm.  Man  zeichne  Figuren  zu  allen  diesen  Fällen,  zeige,  inwiefern 
einzelne  dieser  Falle  als  specieüe  FäUe  in  anderen  enthalten  sind,  und 
bestimme  die  Ordnung  derselben  nach  der  Anzahl  der  Schnittpunkte. 
Man  leite  alle  Fälle  ab,  indem  man  zu  Fig.  14  noch  eine  Gerade  auf  alle 
möglichen  Arten  hinzufügt.  —  Man  nehme  ferner  vier  Punkte  in  der 
Ebene  an,  ziehe  durch  je  zwei  derselben  eine  Gerade,  und  bestimme  die 
^älle,  in  denen  Geraden  zusammenfallen  oder  parallel  werden. 

Anla8S  zu  neuen  Betrachtungen  geben  nur  die  Fälle  3), 
a)  und  5a),  in  denen  von  den  6  Schnittpunkten  der  vier  Ge- 
aden  zwei  oder  einer  oder  keiner  in  unendliche  Entfer- 
lung  fällt. 

*)  Dieser,  die  Elemente  ergänzende  Zweig  der  Mathematik  findet  sich 
'  «"gestellt  in  des  Vf.  „System  der  Raumlehre",  Leipzig  1872  u.  1876. 

Sohlegel,  Elementar-Mathematik,  IL  $. 
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Das  Viereck. 

78.  Vier  Geraden,  welche  sich  paarweise  in  wenigstens 
vier  endlich  fernen  Punkten  schneiden,  begrenzen  vollständig 
einen  Theil  der  Ebene,  bilden  also  eine  Figur,  welche  Viereck 
heisst.  Seiten  und  Winkel  des  Vierecks  werden  ebenso  be- 
stimmt, wie  beim  Dreieck,  ebenso  die  Aussenwinkel  und  die 
Begriffe  der  einer  Seite  anliegenden  Winkel  und  der  einen 
Winkel  einschliessenden  Seiten.  In  Bezug  auf  eine  Seite 
heissen  diejenigen  beiden  Seiten,  welche  einen  Eckpunkt  mit 
ihr  gemeinsam  haben,  anstossende  Seiten,  die  vierte  Seite: 
gegenüberliegende  Seite  (Gegenseite).  In  Bezug  auf  einen 
Winkel  heissen  diejenigen  beiden  Winkel,  welche  einen  Schen- 
kel mit  ihm  gemeinsam  haben,  benachbarte  Winkel,  der 
vierte  Winkel:  gegenüberliegender  Winkel.*) 

In  einem  Vierecke  können  zwei  Seitenpaare  oder  eins  oder 
keins  parallel  sein.  Im  ersten  Falle  (3)  heisst  das  Viereck 
Parallelogramm,  im  zweiten  (4a)  Trapez.  Das  Parallelo- 
gramm ist  ein  specieller  Fall  des  Trapezes,  und  dieses  ein 
specieller  Fall  des  Vierecks. 

Fig.  44. 


m        -7i r 

3)     '  '  4a)  '  5a) 

Anm.  In  Fig.  44  ist  die  erste  Figur  ÄBA^  ein  Parallelogramm, 
die  zweite  ÄBJl[B\   ein  Trapez,  die  dritte  enthält  drei  Vierecke,  nämlioh 

das  nur  concave  Winkel  enthaltende  gemeine  Viereck  BCB^C*,  das 
einen   convexen  Winkel   (A(\Ai)   enthaltende  einspringende    Viereck 

CAC^ÄU  das  zwei  convexe  Winkel  (ABA\  und  Ä^flj)  enthaltende  üb  er- 
schlagene Viereck  ÄBA±B\,  welches  aas  zwei  getrennten  Dreiecksflächen 
von  entgegengesetztem  Sinne  besteht.  —  Der  Inbegriff  von  vier  in  6  Punk- 
ten sidh  schneidenden  Linien  (oder  von  vier  durch  6  Geraden  verbundenen 
Punkten)  heisst  vollständiges  Viereok. 

Die  Strecken,  welche  zwei  nicht  benachbarte  Ecken  eines 
Vierecks  (einer  Figur)  verbinden,  heissen  Diagonalen. 

*)  Nicht  aber  Gegenwinkel,  weil  dieser  Name  schon  bei  Paral- 
lelen vorkommt,  und  daher  bei  Vierecken  mit  parallelen  Seiten  Verwirrung 
entstehen  würde. 
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Anm.  Jedes  Viereck  hat  zwei  Diagonalen  (in  den  einzelnen  Figuren 
44  die  Strecken  AAly  fll^,  CQ),  das  „vollständige  Viereck"  jedoch  drei. 
Ausserhalb  der  Fläche  des  Vierecks  liegt  im  gemeinen  Viereck  keine,  im 
einspringenden  eine,  im  überschlagenen  jede  der  beiden  Diagonalen.  — 
Die  beiden  Endpunkte  einer  Diagonale  bilden  mit  jeder  der  beiden  an- 
deren Ecken  des  Vierecks  ein  Dreieck.  Das  gemeine  Viereck  wird  durch 
jede  Diagonale  in  zwei  Dreiecke  getheilt.  In  welcher  Beziehung  steht  die 
Flache  des  Vierecks  zur  Fläche  der  beiden  Dreiecke  im  einspringenden 
und  überschlagenen  Viereck  ?  —  In  wieviele  Theile  zerfallt  die  Ebene  durch 
4  Geraden?    Welche  Theile  werden  durch  2,  3,  4  Geraden  begrenzt? 

Im  n-Eck  kann  man  aus  jeder  Ecke  n — 3  Diagonalen  ziehen  (warum?), 

fi  (n     3) 
im  Ganzen  also  —  - —    Diagonalen  (warum?).    (Zahlenbeispiele!) 

Wie  den  Eckpunkten  eines  Vierecks  die  Seiten,  so  entsprechen  den 
Verbindungsstrecken  je  zweier  gegenüberliegender  Eckpunkte  (den  Diago- 
nalen) die  Schnittpunkte  je  zweier  gegenüberliegender  Seiten  (in  der  dritten 
Fig.  44  je  nach  der  Wahl  des  Vierecks  die  Punktepaare  AA\,  ßßj,  C(\). 

b.  Die  Streeke  und  ihre  Bewegungen  in  der  Ebene. 

1)  Lagenftnderang  der  Strecke.  —  Das  Parallelogramm. 

a)  Einmalige  Bewegung  der  Strecke. 

79.  Ist  eine  Strecke  AB  durch  Aenderung  ihrer  Lage 
nach  AXBX  gekommen,  so  ist  zuerst  AlB1\\AB  und  A1B1=zAB. 
Da  ferner  nach  29  die  Endpunkte  der  Strecke  gleichgrosse 
und  gleichgerichtete  Strecken  beschreiben,  so  ist  auch  AA1 II BBX 
und  AAl=BBv    D.  h.: 

Aendert  eine  Strecke  ihre  Lage  so,  dass  einer 
ihrer  Punkte  eine  gerade  Strecke  beschreibt,  so  ist 
die  von  der  Strecke  beschriebene  Figur  ein  Paralle- 
logramm.—  Anders  ausgedrückt:  Sind  in  einem  Viereck*)  125. 
zwei  Gegenseiten  gleich  und  parallel,  so  ist  es  ein 
Parallelogramm. 

Im  Parallelogramm  sind  je  zwei  Gegenseiten  ein-  126. 
ander  gleich.  —  Anders  ausgedrückt:  Parallelen  zwischen 
Parallelen  sind  einander  gleich. 

Anm.   Anderer  Beweis  für  125  und  Fig.  45. 

126  durch  Ziehen  einer  Diagonale  und  A| BA 

Nachweis  der  Congruenz  der  beiden  ent- 
stehenden  Dreiecke  aus  66  und  91,  resp. 
90.  —  Umkehrung  von  126:  Sind  in  einem 
Viereck  je  zwei  Gegenseiten  einander 
gleich,  so  ist  es  ein  Parallelogramm  (93,  £ 
Anm.  a.  70,  125). 

*)  Hier,  wie  im  Folgenden,  ist  nur  vom  gemeinen  Viereck  die  Rede; 
für  die  anderen  Arten  verlieren  manche  der  Folgenden  Sätze  (z.  B.  Umk. 
v.  126)  ihre  Geltung. 
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Aus  der  Umkehrung  von  126  folgt  die  kürzeste  Lösung  der 
Aufgabe  6.  —  Durch  einen  gegebenen  Punkt  (Ax) 
die  Parallele   zu   einer   gegebenen  Geraden  (AB)  zu 
ziehen. 

Man  beschreibt  aus  Ax  und  aus  einem  beliebigen  Punkte 
A  der  Geraden  zwei  Kreisbogen  mit  gleichem  Radius,  und  aus 
dem  Punkte  B,  in  welchem  der  zweite  Bogen  die  Gerade  schnei- 
det, mit  dem  Radius  AAX  einen  dritten  Bogen,  welcher  den 
ersten  in  Bt  schneidet.  Dann  ist  die  Verbindungsstrecke 
A&WAB. 

Anm.  Man  ziehe  durch  die  Ecken  eines  Dreiecks  die  Parallelen  zu 
den  gegenüberliegenden  Seiten.  Dann  entstehen  3  Parallelogramme,  und 
ein  (durch  die  Parallelen  gebildetes)  Dreieck,  dessen  Seiten  durch  die  Eoken 
des  gegebenen  Dreiecks  halbirt  werden  (126).  Betrachtet  man  dieses  neue 
Dreieck  als  das  gegebene,  so  erhält  man  den  Satz: 
1Ä7.  Verbindet  man  die  Mitten  der  Seiten  eines  Dreiecks,  so 

entsteht  ein  neues  Dreieck,  in  welchem  jede  Seite  mit  einer 
Seite  des  gegebenen  Dreiecks  parallel  und  von  halber  Länge  ist. 

Aus  62  folgt: 
l»8.         Im  Parallelogramm  sind  je   zwei   gegenüberlie- 
gende Winkel  einander  gleich. 

Anm.  Hieraus,  und  aus  67  folgt,  dass  durch  einen  Winkel  des 
Parallelogramms  alle  übrigen  bestimmt  sind.  Wieviele  spitze  und  stumpfe 
Winkel  enthält  hiernach  ein  Parallelogramm? 

.  Aus  126  folgt: 
129.         Sind  in  einem  Parallelogramm  zwei  anstossende 
Seiten  gleich,  so  sind  alle  Seiten  gleich. 

Ein  Viereck,  in  welchem  alle  Seiten  gleich  sind,  heisst 
Rhombus  (Raute). 
Aus  128  folgt: 
ISO.         Sind  in  einem  Parallelogramme  zwei  benachbarte 
Winkel    gleich,    so   sind    alle   Winkel    gleich    (und 
jeder  =  R). 

Ein  Viereck,  in  welchem  alle  Winkel  gleich  sind,  heisst 
Rechteck.  —  Ein  Viereck,  in  welchem  alle  Seiten  und  alle 
Winkel  gleich  sind,  heisst  Quadrat. 

Anm.  Warum  sind  alle  Rhomben,  Rechtecke  und  Quadrate  gleich« 
zeitig  Parallelogramme?  Was  für  ein  Parallelogramm  ist  der  Rhombus, 
das  Rechteck,  das  Quadrat?  Was  für  ein  Rhombus,  Rechteck  ist  das 
Quadrat?  —  Alle  Eigenschaften  des  Parallelogramms  besitzen  auch  Rhom- 
bus und  Rechteck.  Das  Quadrat  vereinigt  die  Eigenschaften  von  Rhombus 
und  Rechteck. 

181.  80.    Eigenschaften   der   Diagonalen.  —  Eine   Diagonale 

theilt  das  Parallelogramm  in   zwei  congruente  Drei- 
ecke.   (66,  91) 
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Anm.  Zwei  anstossende  Seiten  und  der  von  ihnen  eingeschlossene 
Winkel  sind  gleichzeitig  Stücke  des  Dreiecks  und  des  Parallelogramms. 
Nach  131  ist  also  ein  Parallelogramm  durch  zwei  anstossende  Seiten  und 
den  von  ihnen  eingeschlossenen  Winkel  vollkommen  bestimmt.  (Dies  folgt 
auch  aus  der  Entstehung  des  Parallelogramms  durch  Verschiebung  einer 
Strecke.)  Durch  jedes  Parallelogramm  ist  ein  Dreieck  bestimmt,  wenn 
man  eine  Diagonale  zieht,  durch  jedes  Dreieck  ein  Parallelogramm,  wenn 
man  durch  zwei  Ecken  Parallelen  zu  den  gegenüberliegenden  Seiten  zieht.  — 
Wann  sind  hiernach  Parallelogramme,  Rechtecke,  Rhomben,  Quadrate 
congruent?  —  Welche  Arten  von  Dreiecken  entstehen,  wenn  in  einer  dieser 
Figuren  eine  Diagonale  gezogen  wird?  —  Wie  lässt  sich  131  umkehren? 
(Vgl.  das  Viereck  ABA^C,  Fig.  33.)  —  Gonstruction  eines  Parallelogramms 
aus  zwei  anstossenden  Seiten  und  dem  eingeschlossenen  Winkel, 

Beide  Diagonalen  zusammen  theilen  das  Parallelo-  132. 
graram  in  vier  Dreiecke,  von   denen  je  zwei  an  den 
Gegenseiten  liegende  congruent  sind.    (66,  90) 

Aus  132  folgt: 

Die  Diagonalen  eines   Parallelogramms   halbiren  133. 
einander.*) 

Zieht  man  durch  den  Schnittpunkt  der  Diagonalen  eine 
Parallele  zu  einem  Seitenpaare,  so  folgt  aus  33,  dass  jede 
durch  diesen  Schnittpunkt  zwischen  den  beiden  Seiten  gezo- 
gene Strecke  in  ihm  halbirt  wird.    Also: 

Jede    durch    den    Schnittpunkt    der    Diagonalen  134. 
eines  Parallelogramms  zwischen  zwei  Punkten  seines 
Umfanges   gezogene  Strecke  wird  in  diesem  Punkte 
halbirt   und    schneidet   auf  den  Gegenseiten  gleiche 
Stücke  ab.    (91) 

Ein  Punkt,  welcher  die  Eigenschaft  besitzt,  dass  jede 
durch  ihn  zwischen  zwei  Punkten  des  Umfangs  einer  Figur 
gezogene  Strecke  in  ihm  halbirt  wird,  heisst  Mittelpunkt 
der  Figur.  —  Hiernach  ist  der  Schnittpunkt  der  Diagonalen 
Mittelpunkt  des  Parallelogramms. 

Wenn  in  einem  Viereck  die  Diagonalen  einander  135. 
halbiren,  so  ist  es  ein  Parallelogramm  (91,125).   (Um- 
kehrung zu  133.) 

Anm.     Hieraus   folgt  eine   einfache    Gonstruction    des    Paral- 
slogramms. 

Da  der  Rhombus   durch  jede  seiner  Diagonalen  in  zwei 
eichschenklige   Dreiecke   über   derselben   Basis   zerfällt,    so 
olgt  aus  106: 


*)  Das  Analogem  dieses  Satzes  in  der  Longimetrie  ist  der  Satz  24. 
Vgl.  „System  der  Raumlehre"  I.  Nr.  44.)  Eine  bessere  Ableitung  von 
13  folgt  in  der  letzten  Anm.  zu  Nr.  94. 
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136.  Im  Rhombus  stehen  die  Diagonalen  auf  einander 
senkrecht  und  halbiren  die  Winkel. 

Anm.  Umkehrungssätze:  Wenn  in  einem  Parallelogramm  die 
Diagonalen  auf  einander  senkrecht  stehen  (183,  91),  oder  wenn  eine  Dia- 
gonale einen  Winkel  halbirt  (66,  Umk.  z.  98),  so  ist  es  ein  Rhombus. 

137.  Im  Rechteck  sind  die  Diagonalen  einander 
gleich.    (91) 

Anm.  Umkehr ungssatz:  Wenn  in  einem  Parallelogramm  die 
Diagonalen  einander  gleich  sind,  so  ist  es  ein  Rechteck  (93,  130).  — 
Welche  Eigenschaften  haben  hiernach  die  Diagonalen  eines  Quadrates?  — 
Welche  Arten  von  Dreiecken  entstehen,  wenn  im  Parallelogramm,  Rhom- 
bus, Rechteck,  Quadrat  beide  Diagonalen  gezogen  werden? 

ß)  Mehrmalige  Bewegung  der  Strecke. 
1.  Die  geometrischen  Operationen  mit  Parallelogrammen. 

81.*  Addition.  —  Bewegt  sich  eine  Strecke  o  in  der  Ebene 
durch  Verschiebung  erst  nach  6,  und  dann  weiter  nach  c,  so 
Fjg.  46.  beschreibt  sie  nach  einander  die  Paral- 

c  et  lelogramme  ab  und  6c.    Durch  directe 

Verschiebung  von  a  nach  c  würde  sie 
das  Parallelogramm  ac  beschreiben. 
Da  nach  29  und  89  die  Dreiecke  ABC 
und  Al  Bx  C,  congruent,  also  auch  flächen- 
gleich sind,  so  ist  (wie  aus  Fig.  46 
leicht  zu  ersehen) 

1)  ab  +  bc  =  ac. 

Anm.  Hierbei  wird  der  Begriff  der  Summe  von  Zahlen  ebenso  auf 
Flächenräume  übertragen,  wie  in  Nr.  17  auf  Strecken. 

Nennt  man  zwei  Gegenseiten  eines  Parallelogramms  seine 
beiden  Grundlinien,  so  ergiebt  sich  die  Regel: 

138.  Soll  man  zwei  Parallelogramme  mit  gleicher 
Grundlinie  addiren,  so  legt  man  sie  so  hinter  einan- 
der, dass  ihre  ersten  Grundlinien  zusammenfallen. 
Dann  ist  ihre  Summe  das  Parallelogramm  zwischen 
ihren  anderen  Grundlinien. 

Anm.  Addition  mehrerer  Parallelogramme  durch  wiederholte  An- 
wendung von  188.  —  Aus  Fig.  46,  die  man  sich  auch  durch  Verschiebung 
des  Dreiecks  ABC  nach  AyBiC*  entstanden  denken  kann,  folgen  weiter  die 
Sätze:  Zieht  man  aus  den  Ecken  einer  Figur  gleiche  parallele  Strecken, 
so  sind  deren  Endpunkte  die  Ecken  einer  mit  der  ersten  congruenten 
Figur.  —  Liegen  zwei  congruente  Figuren  so,  dass  die  Seiten  der  einen 
bezw.  gleichgerichtet  sind  mit  denen  der  andern,  so  sind  die  Verbindungs- 
linien je  zweier  entsprechender  Ecken  parallel. 

82.*  Subtraction.  —  Aus  1)  folgt: 

2)  ac  —  bc  =  ab. 
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Demnach  ist  ab  die  Differenz  zwischen  ac  und  6c,  und  Fig.  46 
liefert  die  Regel: 

Soll  man  ein  Parallelogramm  von  einem  anderen  139. 
mit  gleicher  Grundlinie  subtrahiren,  so  legt  man  sie 
so  auf  einander,   dass   ihre   ersten  Grundlinien  zu- 
sammenfallen.    Dann   ist   ihre  Differenz   das  Paral- 
lelogramm zwischen  ihren  anderen  Grundlinien. 

Sind  die  durch  Subtraction  zu  vereinigenden  Parallelo- 
gramme flächengleich,  so  fallen  [nach  Formel  2)]  auch  ihre 
zweiten  Grundlinien   zusammen;  p.     .„ 

d.  h. :  die  beiden  Parallelogramme  g*     'p 

liegen  zwischen  denselben  Paral- 
lelen. Umgekehrt  ist  die  Lage 
zwischen  denselben  Parallelen  für 
Parallelogramme  mit  gleichen 
Grundlinien  ein  Zeichen  ihrer  Flächengleichheit.  Nennt  man 
die  Entfernung  der  beiden  Grundlinien  eines  Parallelogramms 
seine  Höhe,  so  kann  man  dieses  Resultat  (da  Parallelogramme 
mit  gleicher  Höhe  immer  zwischen  dieselben  Parallelen  gebracht 
werden  können)  auch  in  der  Form  aussprechen: 

Parallelogramme    mit    gleicher   Grundlinie    und  i±o. 
Höhe  sind  flächengleich. 

Ueberträgt  man  den  Ausdruck  „Grundlinie"  vom  Paral- 
lelogramm auf  eins  der  beiden  durch  die  Diagonale  entstan- 
denen Dreiecke,  so  folgt  aus  131: 

Jedes  Dreieck  ist  halb  so  gross  als  ein  Paralle-  141. 
logramm  mit  gleicher  Grundlinie  und  gleicher  Höhe. 

Und  aus  140: 

Dreiecke  mit  gleicher  Grundlinie  und  Höhe  sind  142. 
flächengleich. 

Die  Sätze  140  und  142  dienen  zur  Lösung  folgender 
Aufgaben : 

Aufgabe  7.  —  Ein  gegebenes  Vieleck  in  ein  an- 
deres, flächengleiches  zu  verwandeln,  welches  eine 
Seite  weniger  enthält. 

Man  schneidet  durch  eine  Diagonale  BC 
in  Dreieck  ABC  ab,  und  bestimmt  den 
*unkt  Av  in  welchem  die  durch  A  zu  BC 
«ogene  Parallele  von  der  Verlängerung 
^iner  der  anstossenden  Polygonseiten  ge- 
jchnitten  wird*  Verbindet  man  dann  A* 
nit  2?,  so  hat  das  Polygon,  welches  statt  A 
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die  Ecke  Ax  enthält,  eine  Ecke  (C)  weniger  und  ist  dem  ge- 
gebenen flächengleich,  weil  ÄBC  —  Ä^BC  (142). 

Anm.  Duron  Wiederholung  dieses  Verfahrens  kann  man  ein  Vieleck 
in  ein  Dreieck  verwandeln. 

Aufgabe  8.  —  Ein  gegebenes  Parallelogramm  in 
ein  Rechteck  zu  verwandeln. 

Man  bestimme  die  Punkte,  in  welchen  eine  (verlängerte) 
Grundlinie  durch  die  in  den  Endpunkten  der  anderen  errich- 
teten Senkrechten  geschnitten  wird.  Das  entstandene  Rechteck 
ist  dann  mit  dem  gegebenen  Parallelogramm  flächengleich 
nach  140. 

83.*  MuUiplieation.  —  Addirt  man  (nach  138)  »  congruente 
Fig.  49.  Parallelogramme  (ÄJpFJB  =  a),  so  lie- 

'  '  gen  ihre  Ecken  (nach  67  und  60)  auf 

zwei  Geraden  (AF  und  A^),  und  es 

entsteht  ein  Parallelogramm  (ÄAp\F=zi), 
welches  »-mal  so  gross  ist  als  jedes  der 
gegebenen.     Durch   diese   Construction 
ist  also  das  letztere  (a)  mit  »  multi- 
plicirt,  und  man  hat 
3)  n  .a  =  b. 
Da  ferner  AF  —  n.AB,  so  hat  b  eine  »-mal  so  grosse 
Seitenlinie  als  a,  und,  wenn  man  AAX  als  Grundlinie  betrach- 
tet, eine  »-mal  so  grosse  Höhe  als  a.    Hieraus  folgt  der  Satz  : 
ns.         Parallelogramme    (oder   Dreiecke)    mit    gleicher 
Grundlinie  verhalten  sich  wie  ihre  Höhen. 

Betrachtet  man  AF  als  Grundlinie  von  i  und  AB  als 
Grundlinie  von  a,  so  haben  beide  Parallelogramme,  da  sie 
zwischen  denselben  Parallelen  liegen,  gleiche  Höhe,  und  der 
vorige  Satz  lautet  jetzt: 

144.  Parallelogramme  (oder  Dreiecke)  mit  gleicher 
Höhe  verhalten  sich  wie  ihre  Grundlinien. 

Aus  141  folgt  in  Verbindung  mit  143  oder  144: 

145.  Jedes  Dreieck  ist  gleich  einem  Parallelogramm 
von  gleicher  Grundlinie  und  halber  Höhe,  oder  von 
halber  Grundlinie  und  gleicher  Höhe. 

Aus  145  folgt  die  Lösung  der 

Aufgabe  9.  —  Ein  gegebenes  Dreieck  in  ein  Paral- 
lelogramm zu  verwandeln. 

Man  ziehe  durch  den  Halbirungspunkt  D  einer  Seite  AB 
die  Strecke  DE  it  BC  und  verbinde  E  mit  C. 
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Anm.  Es  sind  verschiedene  Lösungen  möglich,  da  jedes  durch  0 
und  B  (oder  A)  gezogene  Parallelenpaar  zusammen  mit  DB  und  der  durch 
C  zu  AB  gezogenen  Parallelen  ein  Parallelogramm  bestimmt,  welches  der 
Forderung  genügt.  —  Wie  verwandelt  man  hiernach  das  Dreieck  unmit- 
telbar in  ein  Rechteck? 

Da  man  nach  Aufg.  7  jedes  Vieleck  in  ein  Dreieck,  nach 
Aufg.  9  jedes  Dreieck  in  ein  Parallelogramm,  und  nach  Aufg.  8 
jedes  Parallelogramm  in  ein  Rechteck  verwandeln  kann,  so 
kann  hiernach  jedes  Vieleck  in  ein  Rechteck  verwan- 
delt werden. 

TheOung.  —  Aus  3)  folgt: 

'   n 
Da  die  Strecke  AF  durch  die  Punkte  B,  C,  . . .  in  ebensoviele 

gleiche  Theile  getheilt  wird,  wie  das  Parallelogramm  AAXFXF 
durch  die  Strecken  BB„  CCV  . . , ,  so  kann  man  ein  gegebenes 
Parallelogramm  in  n  gleiche  Theile  theilen,  indem  man  (nach 
Anm.  zu  33)  eine  Seite  desselben  in  n  gleiche  Theile  zerlegt 
und  durch  die  Theilpunkte  Parallelen  zu  den  anstossenden 
Seiten  zieht. 

84.*  Messung.  —  Aus  3)  folgt  ferner: 

d.  h.:  Der  Quotient  zweier  Parallelogramme  (also  über-  ue. 
haupt  zweier  geradliniger  Figuren)  ist  eine  Zahl. 

Durch  die  Sätze  143  und  144  ist  die  Messung  von  Paral- 
lelogrammen mit  gleicher  Grundlinie  oder  Höhe  auf  die  Mes- 
sung von  Strecken  (s.  Nr.  20)  zurückgeführt;  es  bleiben  also 
auch  alle  dort  gemachten  Bemerkungen  über  die  Masszahl  n 
in  Kraft. 

Um  zwei  beliebige  Parallelogramme  durch  einander  zu 
messen,  nehmen  wir  an,  eine  Strecke  m  sei  in  der  Grundlinie 
des  ersten  p-mal,  in  der  des  zweiten  9-mal  enthalten,  und  eine 
~lrecke  ml  in  der  Höhe  des  ersten  jDj-mal,  in  der  des  zweiten 

-mal.    Dann  verhalten  sich  die  Grundlinien  wie  — ,  die  Höhen 

P,  q 

ie  £J.  —  Zieht  man  nun  durch  die  Theilpunkte  der  Grund- 

lien  Parallelen  zu  den  anstossenden  Seiten,  so  zerfällt  das 
rste  Parallelogramm  in  p  gleiche  Theile  (a),  das  zweite  in  q 
'eiche  Theile  (b).    Dann  verhält  sich  nach  143 
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also  I"       »i. 

147.  d.  h.:  Parallelogramme  (oder  Dreiecke)  verhalten  sich 
wie  die  Producte  aus  den  Masszahlen  von  Grundlinie 
und  Höhe. 

Anm.  140  ist  in  143  und  in  144,  143  und  144  sind  in  147  all 
specielle  Fälle  enthalten 

Setzt  man  in  ö)  a  =  l,  so  wird  b  =  n,  d.  h.  auch  eine 
Zahl.  Setzt  man  also  irgend  ein  bestimmtes  Parallelogramm 
gleich  1,  so  kann  man  alle  Parallelogramme  (und  geradlinigen 
Figuren)  als  Zahlen  darstellen.  Weiteres  hierüber  s.  in  dem 
Abschnitt  über  rechnende  Geometrie. 

2.  Eatffegengesetxte  Seiten  eUee  ParaUelogrMuu. 

86.*  Ein  Parallelogramm  ab,  dessen  Grundlinien  a  und  b 
sind,  kann  sowohl  durch  Verschiebung  der  Strecke  a  nach  6, 
wie  durch  Verschiebung  von  b  nach  a  entstehen.  Da  diese 
beiden  Verschiebungen  nach  entgegengesetzten  Seiten  stattfin- 
den, so  hat  jedes  Parallelogramm  (wie  die  ganze  Ebene,  in 
der  es  liegt)  zwei  entgegengesetzte  Seiten,  die  durch  die  Auf- 
einanderfolge der  Buchstaben  (ab  und  ba)  unterschieden  wer- 
den können. 

Anm.  Da  man  die  Verschiebung  der  durch  a  oder  b  bestimmten 
Geraden  als  Drehung  um  ihren  unendlich  fernen  Punkt  ansehen  kann,  so 
ist  diese  ganze  Betrachtung  als  speoieller  Fall  in  Nr.  41 — 43  enthalten. 

86.*  Positive  und  negative  Parallelogramme.  —  Man  kann 
den  Gegensatz  zwischen  positiven  und  negativen  Zahlen  da- 
durch auf  Parallelogramme  (und  andere  Figuren)  übertragen, 
dass  man  (wie  schon  in  Nr.  42)  die  eine  der  beiden  Seiten 
der  Ebene,  sowie  alle  durch  Verschiebung  nach  dieser  Seite 
entstandenen  Parallelogramme  als  positiv,  die  andere  Seite 
und  die  durch  Verschiebung  nach  derselben  entstandenen  Paral- 
lelogramme als  negativ  betrachtet.  Wird  die  Verschiebung 
von  a  nach  b  (Fig.  46)  als  positiv  betrachtet,  so  ist  die  voi 
b  nach  a  negativ,  und 

ab  =  —  ba  oder  06  +  ba  =  0. 

14«.  87.*  Erweiterungen.  —  1)    Sind   in    der   Ebene   dre 

gleiche  parallele  Strecken  a,  b,  c  gegeben  (Fig.  46),  s< 
ist  (nach  gleichem  Verfahren,  wie  in  Nr.  23  und  Nr.  44)  stet 
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ab  +  6c  +  ca  =  0, 

welche  der  drei  Strecken  auch  zwischen  den  anderen  liege. 
Sind  zwei  anstossende  Parallelogramme,    die   zusammen 

ein  drittes  Parallelogramm  bilden,  flächengleich  (Fig.  49,  AAjfJS 
und  BB^C),  so  heisst  die  Grenzlinie  (BBX)  die  Mittellinie 
des  dritten  Parallelogramms  {AAXCXC).  Die  Mittellinie  eines 
Parallelogramms  theilt  also  dasselbe  in  zwei  flächengleiche 
Parallelogramme. 

2)  Es  seien  die  Parallelogramme,  die  von  den  Seiten  o,  6,  c 
eines  Dreiecks  bei  drei  aufeinanderfolgenden  Verschiebungen 
beschrieben  werden,  mit  a^q,  a2b?c2,  a«  b3  c.  •  bezeichnet,  so 
ist,  wenn  das  Dreieck  durch  die  dritte  Verschiebung  in  seine 
alte  Lage  zurückgekehrt  ist: 

ai"*"02"*~ö3=°;       (ctj+bj+CjrsO); 


Fig.  60. 


(b1+62+b3=0); 

ci+c2+c3=°; 

Ist  nun       ö3  =  0,  b2  =  0    (Fig.  50), 
so  folgt: 

a!  +  a2  =  0; 
ci  +  c2  +  c3  =  °; 


a2+b2+C2=0; 

Ö3  +  b3  +  C3=°- 


a2  +  c2  =  0; 
b3  +  c3  =  0 


a, 


l2+b3+c2+c3  =  0, 
oder,  da  c2+c3=— Cj  und  a2=— ax  ist: 

~öi  +  *3  =  ci- 
Sucht  man  in  der  Figur  die  Parallelogramme  —  a^3^), 

63(32)  und  ci(3  1 J)  auf>  so  enthält  die  letzte  Formel  den 

Satz  des  Pappus:*)  Construirt  man  über  einer  U9. 
Dreiecksseite  (c)  als  Grundlinie  ein  Parallelogramm, 
zieht  durch  die  Ecken  der  gegenüberliegenden  Grund- 
linie Parallelen  zu  den  beiden  andern  Seiten,  und 
construirt  über  jeder  dieser  Seiten  ein  Parallelo- 
gramm, dessen  Gegenseite  in  der  zugehörigen  Paral- 
We  liegt,  so  ist  das  erste  Parallelogramm  gleich  der 
umme  der  beiden  andern. 

Ist  insbesondere  die  erste  Bewegung  gleich  c,  die  zweite 
eich  a,  die  dritte  gleich  b  (sodass  jede  Ecke  des  Dreiecks 
n  ihm  selbst  congruentes  Dreieck  beschreibt),  so  sind  die 
araüelogramme  cv  q2,  b3  Rhomben;  und,  wenn  das  gegebene 


*)  Pappus  aus  Alexandrien  (gegen  400  n.  Chr.). 
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150. 


Dreieck  rechtwinklig,  und  c2  ein 
Quadrat  ist,  so  sind  auch  a2  und  b3 
Quadrate,  und  die  Formel 

a2  +  63  =  cx 
enthält  den 

Satz  des  Pythagoras : *)  Im 
rechtwinkligen  Dreieck  ist 
das  Quadrat  über  der  Hypo- 
tenuse gleich  der  Summe  der 
Quadrate  über  den  Katheten. 

Anm.    Die  zur  Ableitung  von  149 
und  150  nöthigen  vereinfachten  Formeln 
kann  man  auch  unmittelbar  aus  138  und 
140    entnehmen.     Die    Riohtigkeit    der 
Sätze  ergiebt  sich  dann  leicht  durch  Betrachtung  der  Figuren. 

Die  Bewegung  des  Parallelogramms  in  der  Ebene,  welche 
hier  folgen  müsste,  wird  ihrer  geringeren  Wichtigkeit  wegen  übergangen. 
Sie  kann  in  ähnlicher  Weise  wie  die  Bewegung  der  Strecke  auf  der  Gera- 
den untersucht  werden.**) 

2)  RichtangBftnderung  der  Strecke«  —  Die  Kreisfläche. 

88.  Dreht  eine  Strecke  OA  sich  um  einen  ihrer  End- 
punkte 0,  so  beschreibt  sie  eine  Figur,  welche  Kreisfläche 
heisst,  wenn  die  Strecke  eine  ganze  Umdrehung  macht,  Kreis- 
ausschnitt (Sector),  wenn  die  Drehung  diese  Grösse  nicht 
erreicht  —  Die  Kreisfläche  ist  vollständig  begrenzt  durch  die 
Kreislinie,  der  Kreisausschnitt  durch  einen  Bogen  und  zwei 
Radien. 

Wenn  die  Strecke  OA  den  Sector  AOB  beschreibt,  so  sagt 

man,  der  Centriwinkel  AOB  und  der  Bogen  AB  gehören  zum 

Sector  AOB. 

Anm.  Ebenso  wie  durch  2  Radien  OA  und  OB  zwei  verschiedene 
Centriwinkel  AOB  entstehen,  ein  concaver  und  ein  convexer,  so  auch  zwei 

verschiedene  Sectoren  AOB,  von  denen  jeder  einen  der  beiden  Centri- 
winkel enthält.  Als  Grenzlinie  der  Kreisfläche  heisst  die  Kreislinie  auch 
Peripherie. 

Da  der  Sector  durch  dieselbe  Bewegung  entsteht  wie  der 
Bogen,  so  kann  er  unter  denselben  Voraussetzungen  wie  dieser 
als  Mass  für  die  Drehung  der  Strecke  betrachtet  werden. 


*)  Pythagoras  aus  Samos  (670 — 471),  griechischer  Mathematiker  und 
Philosoph. 

**)  Vgl.  des  Vf.  System  der  Raumlehre,  Th.  1,  Nr.  66— 68. 
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Hiernach  können  alle  Sätze,  welche  von  Winkeln  mit  dem- 
selben Scheitel  gelten,  auf  Sectoren  der-  pjg  52# 
selben  Kreisfläche  übertragen  werden,  in- 
dem man  statt  der  Winkel  die  zugehörigen 
Sectoren  setzt 

Da  Sector  und  Centriwinkel  in  glei- 
cher Weise  die  Drehung  einer  Geraden 
messen,  so  sind  die  beiden  Sectoren, 
welche  eine  Strecke  durch  zwei  gleich 
grosse  Drehungen  beschreibt,  einander 
gleich;  d.  h.: 

Zu  gleichen  Centriwinkeln  einer  Kreisfläche  ge-  151. 
hören  gleiche  Sectoren  (und  umgekehrt).  —  Zu  dem 
grösseren  von  zwei  Centriwinkeln  einer  Kreisfläche 
gehört  der  grössere  Sector  (und  umgekehrt). 

Aus  151  folgt: 

Jede  durch  den  Mittelpunkt  eines  Kreises  gehende  15g. 
Gerade  halbirt  die  Kreisfläche.  —  Zwei  solche  Linien, 
die  auf  einander  senkrecht  stehen,  theilen  die  Kreis- 
fläche in  vier  gleiche  Theile. 

Anm.  Kreislinie  und  Kreisfläche  werden  auch  unter  der  gemein- 
samen Benennung  „Kreis"  zusammengefasst.  Entsprechendes  gut  von 
den  Ausdrücken  „Halbkreis"  und  „Quadrant".  —  Bei  geradlinigen  Figuren 
ist  die  Aufstellung  unterscheidender  Namen  für  Umfang  und  Fläche  nicht 
nöthig,  weil  der  Umfang  aus  geraden  Strecken  besteht,  deren  Eigenschaften 
schon  früher  betrachtet  wurden.  Dagegen  stellt  sich  die  Kreislinie  als 
neues  Gebilde  der  Geraden  gegenüber,  und  muss  in  dieser  Eigenschaft 
einen  besonderen  Namen  führen. 

Wir  betrachten  nun  den  Kreis  der  Reihe  nach  in  Verbin- 
dung mit  den  übrigen  Gebilden:  Punkt,  Gerade  (Strecke,  Win- 
kel), Figur. 

89.  Kreis  und  Punkt.  —  Ein  Punkt  kann  auf  oder  ausser- 
halb der  Kreislinie  liegen.  Im  zweiten  Falle  kann  er  wie- 
der auf  oder  ausserhalb  der  Kreisfläche  liegen.  Verbin- 
det man  in  jedem  der  hieraus  folgenden  3  verschiedenen  Fälle 
den  Punkt  mit  dem  Mittelpunkte  des  Kreises,  so  ergiebt  sich 
18  unmittelbarer  Anschauung  der  Satz: 

Ein  Punkt  liegt  innerhalb   der  Kreisfläche,    auf  168. 
r  Kreislinie   oder   ausserhalb   der  Kreisfläche,   je 
»chdem  seine  Entfernung  vom  Mittelpunkte  kleiner, 
leichgross  oder  grösser  als  der  Radius  des  Kreises 
*t  (und  umgekehrt). 

Anm.    Speoieller  Fall:  Der  Mittelpunkt  selbst,  mit  der  Entfernung  0. 
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155. 


Fig.  53. 


90.  Kreis  und  Gerade.  —  a)  Seeanten.  —  Da  durch  zwei 
Punkte  einer  Kreislinie  auch  eine  Gerade  bestimmt  ist,  so  sieht 
man  zunächst,  dass  eine  Gerade  und  eine  Kreislinie  zwei  ge- 
meinsame Punkte  haben  können. 

Da  nach  Anm.  zu  116  drei  Punkte  auf  einer  Geraden 
nicht  gleichen  Abstand  von  einem  ausserhalb  derselben  liegen- 
den Punkte  haben  können,  während  drei  Punkte  einer  Kreis- 
linie stets  gleichen  Abstand  vom  Mittelpunkte  haben,  so  können 
drei  Punkte  einer  Geraden  nicht  gleichzeitig  Punkte  einer 
Kreislinie  sein;  d.  h.: 
154.  Eine  Kreislinie  kann  von  einer  Geraden  nicht  in 

mehr  als  zwei  Punkten  geschnitten  werden. 

Eine  Gerade,  welche  die  Kreislinie  in  zwei  Punkten  schnei- 
det, heisst  Secante,  der  von  den  Schnittpunkten  begrenzte 
Theil  der  Secante:  Sehne,  und  jede  durch  den  Mittelpunkt 
gehende  Sehne:  Durchmesser  des  Kreises. 

Hieraus  folgt: 

Der  Durchmesser  ist  dop- 
pelt so  gross  als  der  Radius. 
Jede  Sehne  theilt  die  Kreis- 
fläche in  zwei  Figuren,  welcheKreis- 
ab schnitte  (Segmente)  heissen. 
Ein  Segment  ist  vollständig  be- 
grenzt durch  einen  Bogen  und  eine 
Sehne.  Durch  die  Verbindungs- 
linie der  Endpunkte  zweier  Radien 
wird  der  eine  Sector  als  Summe,  der  andere  als  Differenz  eines 
Segmentes  und  eines  gleichschenkligen  Dreiecks  dargestellt. 

Anm.  Die  Fläche  des  Halbkreises  ist  gleichzeitig  Sector  und  Seg- 
ment.   Warum? 

Die  Sehne  bildet  mit  den  nach  ihren  Endpunkten  gezo- 
genen Radien  ein  gleichschenkliges  Dreieck.  Giebt  man  den 
Ecken,  Winkeln  und  Seiten  dieses  Dreiecks  die  Namen,  welche 
diese  Gebilde  in  Bezug  auf  den  Kreis  führen,  so  lautet  Satz  99 
mit  seinen  Umkehrungssätzen: 

166.  Die  Halbirungslinie  eines  Gentriwinkels  steht 
senkrecht  auf  der  zugehörigen  Sehne  und  halbirt 
dieselbe. 

167.  Umkehrungssätze:  Verbindet  man  den  Mittel- 
punkt eines  Kreises  mit  der  Mitte  einer  Sehne,  so 
steht  die  Verbindungslinie  senkrecht  auf  der  Sehne 
und  halbirt  den  Gentriwinkel. 
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Fällt  man  vom  Mittelpunkt  eines  Kreises  eine  153. 
Senkrechte  auf  eine  Sehne,  so  halbirt  diese  die  Sehne 
und  den  CentriwinkeL 

Errichtet   man   auf  einer   Sehne  in   ihrer  Mitte  159. 
eine  Senkrechte,  so  geht  dieselbe  durch  den  Mittel- 
punkt des  Kreises  (119). 

Nach  114  ist  in  Fig.  53  OC<OA\  d.  h.: 

Der  Abstand  einer  Secante  vom  Mittelpunkte  des  160. 
Kreises  ist  kleiner  als  der  Radius. 

Und  umgekehrt: 

Eine  Gerade  schneidet  den  Kreis  in  zwei  Punk-  iei. 
ten,  wenn  ihr  Abstand  vom  Mittelpunkte  kleiner  ist 
als  der  ßadius. 

Dreht  sich  das  Dreieck  AOB  um  den  Mittelpunkt  0  bis 
AxOBx,  so  beschreiben  die  Punkte  A  und  B  gleiche  Bogen  der 
Kreislinie.  Es  ist  dann  gleichzeitig  ABz=AxBj,  AOB=zAyOBv 
und,  wenn  Cx  die  Mitte  von  AXBX  ist:  0C=zOCv    D.  h.: 

Zu    gleichen    Bogen    einer    Kreislinie    gehören  ie». 
gleiche  Sehnen. 

Gleiche    Sehnen    eines    Kreises    haben    gleichen  im. 
Abstand  vom  Mittelpunkte  (und  umgekehrt). 

Anm.  Andre  Beweise:  Zu  162  mittelst  41  and  91;  zu  168  mittelst 
105  und  156.  —  Wieviele  Bogen  gehören  zu  einer  Sehne?  Wie  muss 
demnach  die  Umkehrung  von  162  ausgesprochen  werden? 

91»  Peripheriewinkel.  —  Wenn  eine  Secante  (AB,  Fig.  53) 
sich  um  einen  ihrer  Schnittpunkte  (A)  dreht,  so  beschreibt  sie 
einen  Winkel  (BAD),  dessen  Scheitel  auf  der  Peripherie  der 
Kreisfläche  liegt,  und  dessen  Schenkel  durch  zwei  Sehnen  (AB 
und  AD)  gebildet  werden.  Dieser  Winkel  heisst  Peripherie- 
winkel. 

Der  andere  Schnittpunkt  der  Secante  (B)  beschreibt  einen 

Bogen  (BD),  von  dem  man  sagt,  dass  der  Peripheriewinkel 
zu  ihm  gehört. 

Ein  Peripherie-  und  ein  Centriwinkel  gehören  zu  ein- 
der,  wenn  sie  beide  zu  demselben  Bogen  gehören. 

Verlängert  man  in  Fig.  53  AO  bis  D,  so  ist  BOD  Aussen- 
akel  an  der  Spitze  des  gleichschenkligen  Dreiecks  BOA, 
glich  nach  101 

ß  =  2a. 

Sei  ABX  eine  zweite  aus  A  gezogene  Sehne,  ax  der  Win- 
1,  welchen  diese  Sehne,  und  ßx  der  Winkel,  welchen  der 
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Radius  OB.   mit  dem  Durchmesser  AD  bildet,   so   ist  nach 
demselben  Satze 

ßi  =  *«i. 
Daher,  je  nachdem  Afij  mit  AB  auf  derselben  oder  entgegen- 
gesetzter Seite  des  Durchmessers  AD  liegt  (nach  44  und  45): 

ß*ßt=2(a*ax) 
oder  in  anderer  Bezeichnung: 

BOÄj  =  2 .  A4Ä, ; 
164.  d.  h.:  Ein  Peripheriewinkel  ist  halb  so  gross  als  der 
zugehörige  Centriwinkel. 

Anm.  Was  für  ein  Peripheriewinkel  gehört  hiernach  zu  einem  con- 
vexen,  gestreckten,  concaven  Centriwinkel?  Wie  lößt  man  hiernach  am 
kürzesten  die  Aufgabe:  Einen  Winkel  zu  oonstruiren,  der  halb  so 
gross  ist  als  ein  gegebener?  Speciell:  Einen  rechten  Winkel  au 
construiren? 

Aus  164  folgt: 
166.         Der  Peripheriewinkel  im  Halbkreis  (d.  h.  der  zum 
H.  gehört)  ist  ein  Rechter. 

Da  zu  einem  gegebenen  Bogen  nur  ein  Centriwinkel  ge- 
hört, dagegen  unendlich  viele  Peripheriewinkel  (nämlich  alle, 
deren  Scheitel  auf  dem  entgegengesetzten  Bogen  liegen),   so 
folgt  aus  164: 
166.  F.    54  Alle  Peripheriewinkel  auf  dem- 

lg*     "  selben  (oder  auf  gleichen)  Bogen  (eines 

Kreises)  sind  einander  gleich»  —  Zu 
dem  grösseren  von  zwei  Bogen  ge- 
hört der  grössere  Peripheriewinkel 
(und  umgekehrt). 

Da  alle  diese  Peripheriewinkel  mit  der 
zugehörigen  Sehne  Dreiecke  bilden,  welche 
in  einer  Seite  (AB)  und  dem  gegenüber- 
liegenden Winkel  übereinstimmen,  so  hat 
man  den  Satz: 
167.'  Ist  zu  einem  Dreieck  eine  Seite  und  der  gegen- 
überliegende Winkel  gegeben,  so  ist  der  geometrische 
Ort  der  dritten  Ecke  der  entgegengesetzte  Bogen 
des  Kreises,  welcher  die  Seite  als  Sehne  und  den 
Winkel  als  zugehörigen  Peripheriewinkel  enthält. 

Anm.  Der  Mittelpunkt  dieses  Kreises  wird  am  einfachsten  gefun- 
den, indem  man  an  die  Seite  (AB)  in  jedem  ihrer  Endpunkte  den  Com- 
plementwinkel  des  gegebenen  Winkels  (OABz=OBA)  anträgt.  Denn  es 
ist  die  Hälfte  von  AÖB  gleich  dem  Peripheriewinkel  (164),  und  OAB=z  OBA 
das  Complement  dieser  Hälfte  (99). 
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Andere  Sätze  aber  den  geometrischen  Ort  der  Spitze  eines 
Dreiecks. 

Ist  zu  einem  Dreieck  eine  Seite  («)  und  die  zugehörige  168. 
Mittellinie  (<i)  gegeben,  so  ist  der  geometrische  Ort  der  dritten 
Ecke  die  mit  der  Mittellinie  aus  der  Mitte  der  Seite  beschrie- 
bene Kreislinie. 

Ist  zu  einem  Dreieck   eine   Seite  («)  und  die  zugehörige  169. 
Höhe  (ki)  gegeben,  so  ist  der  geometrische  Ort  der  Spitze  das  in 
der  Entfernung  der  Höhe  zu  der  Seite  gezogene  Parallelenpaar. 

Ist  eine  Seite  m  und  eine  nicht  zugehörige  Höhe  h%  gegeben,  so  ent- 
halt das  aus  a  als  Hypotenuse  und  k%  als  Kathete  oonstruirte  rechtwink- 
lige Dreieck  den  Winkel  y.    Dieser  Fall  ist  also  auf  86  zurückgeführt. 

Für  das  rechtwinklige  Dreieck  nimmt  167  die  besondere 
Form  an: 

Der  geometrische   Ort   der   Spitze   eines    recht-  170. 
winkligen  Dreiecks  mit  gegebener  Hypotenuse  ist  die 
über  der  Hypotenuse  als  Durchmesser  beschriebene 
Kreislinie. 

In  Fig.  54isti4C1>>Tc,*)  folglich  nach  41:  AOCx>AOC\ 

ferner  nach  123  in  den  Dreiecken  ÄÖC  und  ÄOCx :  AC^>AC\  d.  h. : 

Zu  dem  grösseren  von  zwei  Bogen  einer  Kreis-  m. 
linie  gehört  die  grössere  Sehne. 

Da  in  Fig.  54  ACX  >  ÄC  und  BCX  <  BC  ist,  so  ist  nach 
171:  ACX  >  AC  und  BCX  <  BC-,  d.  h.: 

Sind  in  zwei  Dreiecken  eine  Seite  und  der  gegen-  172.     \x 
überliegende  Winkel  gleich,  die  zweiten  Seiten  aber  \j 

ungleich,    so    hat    dasjenige    Dreieck,    welches    die 
grössere  dritte  Seite  hat,  die  kleinere  zweite  Seite. 

Für  das  rechtwinklige  Dreieck  nimmt  172  die  besondere 
Form  an: 

Stimmen    zwei    rechtwinklige    Dreiecke    in    der  m. 
Hypotenuse  überein,  so  hat  dasjenige  Dreieck,  wel- 
ches die  grössere  erste  Kathete   hat,   die  kleinere 
zweite  Kathete. 

Aus  ÄÜl  >  ÄC  und  ifC,  <  BC  folgt  ferner  nach   166 : 
ABC x>  ABC  (und   BACX  <  BAC)\    d.   h.,    da    gleichzeitig 
Wx  >  AC  (und  BCX  <  BC)  ist: 

Sind  in  zwei  Dreiecken  eine  Seite  und  der  ge-  174. 
[enüberliegende  Winkel  gleich,  die  einen  anliegen- 

*)  Hier  wie  im  Folgenden  ist  unter  dem  zwischen  zwei  Punkten 
iner  Kreislinie  liegenden  Bogen  nur  der  kleinere  der  beiden  hierdurch 
>eetimmten  Bogen  zu  verstehen.  Welche  Aenderungen  erleidet  Satz  171, 
renn  einer  oder  beide  Bogen  anders  bestimmt  werden? 
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den  Winkel  aber  ungleich,  so  hat  dasjenige  Dreieck, 
welches  den  grösseren  anliegenden  Winkel  hat,  auch 
die  grössere  ihm  gegenüberliegende  Seite  (und  um- 
gekehrt). 

Für  das  rechtwinklige  Dreieck  nimmt  174  die  besondere 
Form  an: 

175.  Stimmen  zwei  rechtwinklige  Dreiecke  in  der  Hypo- 
tenuse überein,  so  hat  dasjenige  Dreieck,  welches 
den  grösseren  ersten  anliegenden  Winkel  hat,  auch 
die  grössere  ihm  gegenüberliegende  Kathete. 

Sind  AB  und  AXB.  zwei  ungleiche  Sehnen  eines  Kreises 
mit  dem  Mittelpunkte  0,  C  und  Cx  ihre  Mitten,  so  ist,  wenn 
AB>  ABV  auch  AC>  ACX;  ferner  0C<0Cx  (173);  d.  h.: 

176.  Die  grössere  von  zwei  Sehnen  eines  Kreises  hat 
den  kleineren  Abstand  vom  Mittelpunkte  (und  um- 
gekehrt). 

Aus  der  Umkehrung  von  176  folgt: 

177.  Unter  allen  Sehnen  eines  Kreises  ist  der  Durch- 
messer die  grösste. 

Zwei  zu  entgegengesetzten  Bogen  einer  Kreislinie  gehörige 
Centriwinkel  betragen  zusammen  4Ä;  mithin  die  zugehörigen 
Peripheriewinkel  2Ä  (164);  d.  h.: 

178.  Zwei  Peripheriewinkel  auf  entgegengesetzten  Bo- 
gen betragen  zusammen  2fi.    (Fig.  56:  BCA  +  BC.A=2R.) 

92.  ß)  Tangenten.  —  Wenn  eine  Secante  AB  (Fig.  53) 
sich  so  verschiebt,  dass  ihr  Abstand  vom  Mittelpunkte  grösser 
wird,  so  wird  die  auf  ihr  liegende  Sehne  AB  kleiner  (176); 
d.  h.  ihre  Endpunkte  A  und  B  nähern  sich  einander.  —  Wenn 
endlich  A  und  B  zusammenfallen,  so  geht  die  Secante  in  eine 
Gerade  über,  welche  mit  der  Kreislinie  zwei  zusammenfallende, 
d.  h.  nur  einen  Punkt  gemeinsam  hat. 

Fig.  55.  Eine  Gerade,  welche  mit  der  Kreis- 

linie nur  einen  Punkt  gemeinsam  hat, 
heisst  Tangente.  Man  sagt,  sie  be- 
rühre den  Kreis  in  dem  gemeinsamen 
Punkte  (Berührungspunkte). 

Mit  den  beiden  Endpunkten  der  Sehn 
(A,  B)  fällt  auch  ihr  Mittelpunkt  (C)  zu 
sammen;  d.  h.  die  Strecke  OC  ist  Radius 
Und  da  OC  beständig  auf  der  Secanfc 
senkrecht  steht,  also  ihren  Abstand  vor 
Mittelpunkte  des  Kreises  angiebt,  so  folgt  weiter: 
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Der  Abstand   einer  Tangente  vom  Mittelpunkte  179. 
des  Kreises  ist  gleich  dem  Radius. 

Und  umgekehrt: 

Eine  Gerade  berührt  den  Kreis  in  einem  Punkte,  190. 
wenn  ihr  Abstand  vom  Mittelpunkte  gleich  dem  Ra- 
dius ist. 

Anm.  Hieraus  folgt  die  Construotion  der  Tangente  in  einem 
gegebenen  Punkte  C  der  Kreislinie.  Man  verbinde  0  mit  C  und  erriohte 
in  C  die  Gerade  EF±  OC. 

Eine  Gerade  hat  keinen  Punkt  [mit  dem  Kreise  181. 
gemeinsam,    wenn     ihr   Abstand    vom    Mittelpunkte 
grösser  ist  als  der  Radius.    (114,  153) 

Da  die  Tangente  nur  ein  specieller  Fall  der  Secante  ist, 
nämlich  eine  Secante,  deren  beide  Schnittpunkte  in  einen 
Punkt  zusammenfallen,  so  liefert  jeder  Satz  über  eine  Secante 
einen  entsprechenden  über  eine  Tangente.  Aus  den  Umkeh- 
rungssätzen zu  156  folgt  hiernach: 

Verbindet  man  den  Mittelpunkt  eines  Kreises  mit  18*. 
dem  Berührungspunkt  einer  Tangente,  so  steht  dieser 
Radius  auf  der  Tangente  senkrecht. 

Fällt   man   vom  Mittelpunkt   eines  Kreises   eine  188. 
Senkrechte  auf  eine  Tangente,  so  geht  dieselbe  durch 
den  Berührungspunkt. 

Errichtet  man  auf  einer  Tangente  in  ihrem  Be-  184. 
rührungspunkte   eine  Senkrechte,   so   geht   dieselbe 
durch  den  Mittelpunkt  des  Kreises. 

Ferner  aus  166: 

Ein    Peripheriewinkel     zwi-  Fig.  66.  1W 

sehen  Sehne  und  Tangente  ist 
gleich  jedem  Peripheriewinkel 
auf  dem  zwischen  seinen  Schen- 
keln liegenden  Bogen.  (Fig.  56: 
BAD  =  BCA\  BADl^BClA.) 

Anm.    Der  Winkel  BAD  steht  auf  dem 

>gen  BCyAj  weil,  wenn  BA  durch  Drehung 

l  A  den  Winkel  BAD  beschreibt,  der  Punkt 

den  Bogen  B(\A  zurücklegt.  —  Zwei  Seh- 

n  bilden  nur  einen,    eine  Sehne   und  eine  Tangente   dagegen   zwei 

iripheriewinkel.  —  In  welchen  bekannten  Satz  gebt  hiernaoh  178  aber? 

Sind  in  zwei  Punkten  (A,  B)  einer  Kreislinie  Tangenten 
nstruirt,  die  sich  in  C  schneiden  (Fig.  57),  so  ist 

6» 
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Fig.  67, 


186. 


187. 


188. 


CAO=CBO  (182); 

BAO^ABO  (98); 
folglich  durch  Subtraction: 

CAB=CBA; 

folglich  CA  =  CA  (Umk.  z.  98); 

d.  h.:  Durch  einen  ausserhalb  der 
Kreisfläche  liegenden  Punkt  kann 
man  zwei  Tangenten  ziehen,  welche 
(bis  zu  den  Berührungspunkten  ge- 
rechnet) einander  gleich  sind. 

Anm.  Die  Construction  der  Tangenten,  welche  durch  einen 
ausserhalb  liegenden  Punkt  C  gehen  sollen,  kommt  zurüok  auf  die  Be- 
stimmung der  Berührungspunkte  A  und  B.  Dieselben  sind  aber  bestimmt 
durch  zwei  geometrische  Oerter;  der  erste  ist  die  gegebene  Kreislinie,  der 
zweite  die  über  CO  als  Durchmesser  beschriebene  Kreislinie  (170).  Beide 
Kreislinien  schneiden  sich  in  A  und  B. 

Ist  C  in  unendliche  Entfernung  gerückt,  d.  h.  sollen  die  Tangenten 
einer  gegebenen  Geraden  parallel  sein,  so  verwandelt  sich  der  zweite  geo- 
metrische Ort  in  die  durch  O  gehende,  auf  der  gegebenen  Geraden  senk- 
recht stehende  Gerade.  —  Bückt  C  auf  OC  bis  auf  die  Kreislinie,  so  fallen 
beide  Tangenten  zusammen. 

Da  nun  über  AB  zwei  gleichschenklige  Dreiecke  (ACB  und 
AOB)  construirt  sind,  so  folgt  aus  106: 

Der  Winkel  zweier  Tangenten  wird  durch  die 
Verbindungslinie  seines  Scheitels  mit  dem  Mittel- 
punkte des  Kreises  halbirt. 

Und  umgekehrt: 

Die  Halbirungslinie  des  Winkels  zweier  Geraden 
geht  durch  den  Mittelpunkt  des  die  Geraden  berüh- 
renden Kreises. 

93.*  Drehung  einer  Geraden  um  einen  ausserhalb  liegenden 
Punkt.  —  Wenn  der  Radius  OA  (Fig.  57)  einer  Kreislinie  sich 
nach  OB  dreht,  während  die  Tangente  in  A  beständig  auf  dem 
Radius  senkrecht  steht,  also  Tangente  bleibt,  so  sagt  man, 
die  Tangente  drehe  sich  um  den  Mittelpunkt  des  Kreises.  — 
Eine  Gerade  dreht  sich  also  um  einen  ausserhalb  liegenden 
Punkt  (0),  wenn  sie  sich  so  bewegt,  dass  ihre  Entfernung  (OA) 
von  diesem  Punkte  beständig  dieselbe  bleibt.  —  Da  hiernach 
die  Bewegung  der  Geraden  AC  durch  die  Drehung  der  Strecke 
OA  vollkommen  bestimmt  ist,  so  bleibt  der  Punkt  A,  wie  alle 
Punkte  der  Geraden  AC,  beständig  in  gleicher  Entfernung 
von  0;  d.  h.:   Dreht  sich  eine  Gerade  um  einen  ausserhalb 
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liegenden  Punkt,  so  beschreibt  jeder  ihrer  Punkte  einen  Kreis- 
bogen. Die  Gerade  selbst  beschreibt  bei  einer  vollen  Um- 
drehung die  ganze  Ebene,  mit  Ausnahme  der  von  OA  beschrie- 
benen Kreisfläche.  Die  Kreislinie,  als  Grenze  der  Kreisfläche, 
entsteht  also  ebensowohl  durch  Drehung  einer  Geraden  um 
einen  ausserhalb  liegenden  Punkt,  wie  durch  Bewegung  eines 
Punktes  auf  einer  sich  drehenden  Geraden.  Die  Gerade 
kann  also  ebenso  wie  der  Punkt  als  ein  die  Kreislinie  erzeu- 
gendes Gebilde  angesehen  werden. 

Anm.  Betrachtet  man  einen  Punkt  A  der  Kreislinie  als  fest,  den 
Mittelpunkt  als  beweglich,  so  nähert  sich  auch  bei  dieser  Entstehungs- 
weise die  Kreislinie,  wenn  der  Mittelpunkt  sich  ins  Unendliche  von  A  ent- 
fernt, einer  Geraden,  nämlich  der  Tangente  in  A>  und,  wenn  der  Mittel- 
punkt sich  A  bis  ins  Unendliche  nähert  (d.  h.  schliesslich  mit  A  zusam- 
menfallt), einem  Punkte,  nämlich  dem  Punkte  A  selbst  (als  Schnittpunkt 
aller  durch  A  gehenden  Geraden.    (Vgl.  74  und  76.) 

Punkt  und  Gerade  stehen  also  der  Kreislinie  gegenüber 
in  dem  Verhältniss  der  Reciprocität,  welches  in  der  Gegenüber- 
stellung folgender  bereits  bekannter  Sätze  zum  Ausdruck  kommt: 


\ 


Der  Punkt  kann  als  speciel- 
ler  Fall  der  Kreislinie  ange- 
sehen werden. 

Durch  einen  Punkt  der  Kreis- 
linie gehen  zwei  zusammen- 
fallende Tangenten  an  dieselbe. 

Eine  Gerade  schneidet  die 
Kreislinie  in  2,  1,  0  Punkten. 


Die  Gerade  kann  als  spe- 
cieUer  Fall  der  Kreislinie  an- 
gesehen werden. 

Eine  Tangente  schneidet  die 
Kreislinie  in  zwei  zusammen- 
fallenden Punkten. 

Von  einem  Punkte  gehen  an 
die  Kreislinie  2, 1, 0  Tangenten. 


Anm.    Von  der  Gesammtheit  der  zu  einer  Kreislinie  gehörigen  Tan- 
genten sagt  man,  dass  sie  die  Kreisfläche  umhüllen. 

94.*  Drehung  einer  Strecke  um  einen  ausserhalb  liegenden 
Punkt.  —  Wenn  durch  Drehung  einer  Geraden  um  einen  ausser- 
halb liegenden  Punkt  (0)  die  auf  der  Geraden  hegende  Strecke 
AB  in  A.Bl  übergeht,  so  ist,  wie  oben  bemerkt,  OA  =  0AX  und 
OB=z0ßv     Da    hiernach    die    Dreiecke 
A0Ax  und  BOB.  gleichschenklig  sind,  so 
sehen  die  in  den  Mitten  von  AAX  und 
Bl  errichteten  Senkrechten  durch  0  (119). 
Ist  AB  Seite  eines  Polygons  ABC . . . , 
slches  durch  Drehung  um  0  in  AlBxC1 . . . 
vergeht,  so  gehen  aus  demselben  Grunde 
ie  in  den  Mitten  von  BC  und  BJCV  CD 
od  CjDj  u.  s  w.  errichteten  Senkrechten  durch  0. 
lso  den  Satz: 


Man  hat 
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/*189.         Die  in  den  Mitten  der  Verbindungsstrecken  zweier 
'  homologer  Ecken  von  2  beliebigen  congruenten  Poly- 

^  gonen  errichteten  Senkrechten  schneiden  sich  in  einem 

einzigen  Punkte,  dem  Drehungspunkte. 

Anm.  Sind  je  zwei  homologe  Seiten  der  Polygone  parallel,  so  liegt 
der  Drehungspunkt  in  unendlicher  Entfernung,  und  die  Drehung  verwan- 
delt sieh  in  eine  Verschiebung. 

Wenn  insbesondere  das  Dreieck  OAB  (Fig.  58)  sich  um 
die  Ecke  0  bis  OAxBx  dreht,  so  ist  AOB=zAlOBl;  also  auch 
AOAl=zBOB1]  d.  h.: 

190.  Dreht  eine  Strecke  (AB)  sich  um  einen  ausserhalb 
liegenden  Punkt  (0),  so  beschreiben  die  Verbindungs- 
strecken des  Drehungspunktes  mit  ihren  Endpunkten 
gleiche  Winkel. 

Von  selbst  klar  ist  die  Erweiterung  dieses  Satzes: 

191.  Dreht  eine  Figur  sich  um  irgend  einen  Punkt,  so 
beschreiben  ihre  Seiten  gleiche  Winkel  Denn  durch 
Drehung  einer  einzigen  Seite  ist  die  Drehung  der  ganzen  Figur 
vollkommen  bestimmt. 

Anm.  Beschreibt  ein  Dreieck  ABC  um  die  Mitte  0  einer  seiner 
Seiten  AB  einen  gestreckten  Winkel,  so  sind  die  Seiten  des  neuen  Dreiecks 
denen  des  ersten  entgegengesetzt  gerichtet  (191),  und  es  fallt  A  mit  B\y 
B  mit  A\  zusammen.  Die  beiden  Dreiecke  bilden  also  ein  Parallelogramm, 
und  da  OAz=OAi,  und  OC  gleich  und  entgegengesetzt  gerichtet  ist  mit 
0<4,  so  folgt  hieraus  der  Satz  183. 

95*  Construction  eines  Kreises  aus  gegebenen  Bedingungen.  — 
Vorbemerkung.  —  Von  einem  Kreise  ist  die  Grösse  und  Gestalt 
bestimmt,  wenn  man  seinen  Radius,  und  die  Lage,  wenn  man 
seinen  Mittelpunkt  kennt.  Zur  Bestimmung  des  letzteren 
sind  zwei  geometrische  Oerter  erforderlich.  Man  kann  solche 
Oerter  finden,  wenn  man  die  Bedingung  stellt,  dass  die  Kreis- 
linie durch  gegebene  Punkte  gehen  oder  gegebene  Geraden 
berühren  spll.  (Andere  Bedingungen  werden  später  hinzu- 
gefügt werden.  S.  Nr.  106.)  Demnach  sind  Radius,  Punkt 
der  Kreislinie  und  Tangente  die  zur  Bestimmung  des  Mittel- 
punktes eines  Kreises  dienenden  Elemente.*) 

Ist  der  Mittelpunkt  eines  Kreises  bestimmt,  so  kennt  ma 
auch  den  Radius  (wenn  er  nicht  schon  unter  den  gegebene 
Elementen  war);  nämlich  entweder  als  Verbindungsstrecke  de 


*)  Punkte  und  Geraden  sind  natürlich  stets  in  fester  Lage  auf  d 
Ebene  gegeben,  der  Radius  dagegen  nur  nach  seiner  Grösse,  ebenso  w 
die  zu  den  früher  betrachteten  Dreieoksconstruotionen  nöthigen  Stüoke. 


/ 
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Mittelpunktes  mit  einem  gegebenen  Punkte  der  Kreislinie,  oder 
als  Senkrechte,  die  vom  Mittelpunkte  auf  eine  gegebene  Tan- 
gente gefällt  wird. 

Ist  zur  Gonstruction  eines  Kreises  nur  eine  Bedingung 
gegeben,  so  kann  jeder  Punkt  der  Ebene  Mittelpunkt  eines 
Kreises  werden,  welcher  dieser  Bedingung  genügt.  —  Sind 
zwei  Bedingungen  gegeben,  so  existirt  für  den  Mittelpunkt 
des  Kreises  ein  geometrischer  Ort.  Bezeichnet  man  Punkte, 
durch  welche  die  Kreislinie  gehen  soll,  durch  A,.  B, . . ,  Gera- 
den, welche  sie  berühren  soll,  durch  a,  i,  . . . ,  den  Radius 
durch  r,  so  sind  folgende  Zusammenstellungen  von  je  zweien 
dieser  Gebilde  möglich:  1)  AB,  2)  Ar,  3)  Aa,  4)  ab,  6)  ar. 
Im  dritten  Fall  ist  zu  unterscheiden,  ob  der  Punkt  A  auf  der 
Geraden  a  liegt  oder  nicht;  im  vierten,  ob  die  Geraden  a  und 
b  parallel  sind  oder  sich  schneiden. 

96.  Sätze  Über  den  geometrischen  Ort  des  Mittelpunktes  eines 
Kreises.  —  1)  Gegeben  A,  B.  Jeder  Punkt  0,  der  von  A 
und  B  gleichweit  entfernt  ist,  kann  Mittelpunkt  sein.  Daher 
folgt  aus  120: 

Soll  eine  Kreislinie  durch  zwei  gegebene  Punkte  gehen,  192. 
so  ist  der  geometrische  Ort  ihres  Mittelpunktes  die 
auf  der  Verbindungsstrecke  der  Punkte  in  ihrer  Mitte 
errichtete  Senkrechte. 

Anm.  Man  zeichne  hier,  wie  in  den  folgenden  Fällen,  eine  Anzahl 
Kreise,  die  den  beiden  Bedingungen  genügen,  und  achte  darauf,  welcher 
Kreis  in  eine  gerade  Linie  oder  in  einen  Punkt  aueartet.  Die  den  geo- 
metrischen Ort  bildenden  Linien  mögen  jedesmal  pnnktirt  gezeichnet 
werden. 

2)  Gegeben  A,  r.  Jeder  Punkt  0,  der  von  A  um  die 
Strecke  r  entfernt  ist,  kann  Mittelpunkt  sein.  Daher  folgt  aus 
der  Erklärung  der  Kreislinie: 

Soll  eine  Kreislinie  mit  gegebenem  Radius  durch  einen  193. 
gegebenen  Punkt  gehen,  so  ist  der  geometrische  Ort  ihres 
Mittelpunktes  die  mit  dem  Radius  aus  dem  Punkte 
beschriebene  Kreislinie. 

3a)  Gegeben  A,  a ;  der  Punkt  liegt  auf  der  Geraden.  Jeder 
'unkt  0,  der  von  A  und  a  gleichweit  entfernt  ist,  kann  Mittel- 
punkt sein.  Diese  Eigenschaft  haben  aber  alle  Punkte  der 
mf  a  in  A  errichteten  Senkrechten  (113  und  114).     Folglich: 

Soll  eine  Kreislinie  eine  gegebene  Gerade  in  einem  ge-  194. 
'ebenen  Punkte  berühren,  so  ist  der  geometrische  Ort  ihres 
Mittelpunktes   die   auf   der  Geraden  in  dem  Punkte 
rrichtete  Senkrechte. 
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Anm.  194  folgt  auoh  als  speoieller  Fall  ans  192.  —  Liegt  der 
Punkt  nicht  auf  der  Geraden  (&,  «),  so  ist  der  geometrische  Ort  weder 
eine  Gerade,  noch  eine  Kreislinie,  Bondern  eine  andere  krumme  Linie,  die 
später  betrachtet  wird  (Nr.  177). 

4a)  Gegeben  a,  b;  die  Geraden  sind  parallel.  Jeder  Punkt  0, 
der  von  a  und  b  gleichweit  entfernt  ist;  kann  Mittelpunkt  sein. 
Da  nun  zwei  Parallelen  überall  gleichweit  von  einander  ent- 
fernt sind,  so  wird  eine  dritte,  in  der  Mitte  zwischen  a  und  b 
gezogene  Parallele  die  Eigenschaft  haben,  dass  jeder  ihrer 
Punkte  von  a  und  6  gleichweit  entfernt  ist.  Also: 
196.  Soll  eine  Kreislinie  zwei  Parallelen  berühren,  so  ist 
der  geometrische  Ort  ihres  Mittelpunktes  die  von 
beiden  gleichweit  entfernte  Parallele. 

Anm.  Man  beachte,  dass  durch  «  und  A  auoh  der  Radius  der  Kreis- 
linie gegeben  ist. 

4b)  Gegeben  a,  b;  die  Geraden  schneiden  sich.  Jeder 
Punkt  0,  der  von  a  und  b  gleichweit  entfernt  ist,  kann  Mittel- 
punkt sein.    Daher  folgt  aus  122: 

196.  Soll  eine  Kreislinie  zwei  sieh  sehneidende  Geraden  be- 
rühren, so  ist  der  geometrische  Ort  ihres  Mittelpunk- 
tes das  Geradenpaar,  welches  die  Winkel  der  Gera- 
den halbirt. 

Anm.  Inwiefern  ist  195  ein  speoieller  Fall  von  196?  Wo  bleibt 
die  zweite  Gerade? 

5)  Gegeben  a,  r.  Jeder  Punkt  0,  der  von  a  den  Abstand 
r  hat,  kann  Mittelpunkt  sein.  Da  diese  Punkte  auf  beiden 
Seiten  von  a  liegen  können,  so  folgt  (ähnlich  wie  in  4a): 

197.  Soll  eine  Kreislinie  mit  gegebenem  Radius  eine  gegebene 
Gerade  berühren,  so  ist  der  geometrische  Ort  ihres  Mit- 
telpunktes das  in  der  Entfernung  des  Radius  zu  der 
Geraden  gezogene  Parallelenpaar. 

97.  Sätze  von  8  Linien,  die  dureh  denselben  Punkt  gehen.  — 
Sind  zur  Construction  eines  Kreises  drei  Bedingungen  gege- 
ben, so  liefern  je  zwei  davon  einen  geometrischen  Ort  für  den 
Mittelpunkt.  Man  erhält  also  drei  geometrische  Oerter.  Da 
nun  der  Mittelpunkt  gleichzeitig  auf  allen  dreien  liegen  muss, 
so  gehen  die  drei  Oerter  stets  durch  denselben  Punkt.  Aus 
jeder  derartigen  Gonstructionsaufgabe  geht  also  ein  Satz  her- 
vor, welcher  aussagt,  dass  drei  Linien  durch  denselben  Punkt 
gehen.  Diese  Sätze  sind  zum  Theil  schon  bekannt  (aus  Aar 
folgt  z.  B.  183,  aus  ABr  119),  zum  Theil  (wenn  B  und  a  zwei 
der  gegebenen  Stücke  sind)  lassen  sie  sich  noch  nicht  auf- 
stellen.   Am  wichtigsten  sind  die  Fälle  ABC  und  abe. 
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Anm.  Man  erb  alt  einen  Mittelpunkt  (also  eine  Lösung  der  Auf- 
gabe), wenn  die  beiden  geometrischen  Oerter  Geraden  sind,  zwei,  wenn 
der  eine  eine  Gerade,  der  andere  ein  Geradenpaar  oder  eine  Kreislinie  ist, 
vier,  wenn  beide  Oerter  Geradenpaare  oder  Kreislinien  sind.  Da  aber 
eine  Kreislinie  von  einer  andern  nur  in  zwei  Punkten,  oder  auoh  gar  nicht, 
und  von  einer  Geraden  ebenfalls  nioht  immer  geschnitten  wird,  so  wird 
hierdurch  die  Anzahl  der  Lösungen  eingeschränkt. 

Betrachtet  man  die  Punkte  A,  B,  C  als  Ecken  eines 
Dreiecks,  so  erhält  man  den  Satz: 

Die  in  den  Mitten  der  Seiten  eines  Dreiecks  er-  198. 
richteten  Senkrechten  schneiden  sich  in  einem  Punkte. 

Betrachtet  man  die  Geraden  a,  6,  c  als  Seiten  eines 
Dreiecks,  so  folgen  die  Sätze: 

Die  Halbirungslinien  der  Winkel  eines  Dreiecks  199. 
schneiden  sich  in  einem  Punkte. 

Die  Halbirungslinien   zweier  Aussenwinkel   und  200. 
des  dritten  Innenwinkels  in  einem  Dreieck  schneiden 
sich  in  einem  Punkte. 

Da  (nach  Anm.  zu  122)  jede  Halbirungslinie  eines  Innen- 
winkels auf  derjenigen  des  zugehörigen  Aussenwinkels  senk- 
recht steht,  so  sind  die  Strecken  AXA,  BJB,  CXC  (Fig.  59)  die 
Höhen  des  Dreiecks  AXBJDV    Daraus  folgt  der  Satz: 

Die  Höhen  eines  Dreiecks  schneiden  sich  in  einem  »Ol. 
Punkte. 

Anm.  Zieht  man  noch  durch  die  Ecken  des  Dreiecks  A\B\(\  Paral- 
lelen zu  den  gegenüberliegenden  Seiten,  so  bilden  dieselben  ein  drittes 
Dreieck,  in  welchem  (nach  Anm.  zu  Aufg.  6,  S.  68)  j4i,  B1?  (\  die  Mitten 
der  Seiten,  und  A\A,  B^B,  (\C  die  in  den  Mitten  der  Seiten  errichteten 
Senkrechten  sind.    Hieraus  folgt  wieder  198. 

98.  Kreis  und  Figur,  —  Liegen  die  Eckpunkte  einer  Figur 
auf  einer  Kreislinie,  so  sagt  man,  die  Figur  sei  dem  Kreise 
einbeschrieben  (Sehnenfigur),  und  der  Kreis  der  Figur 
umbeschrieben  (Umkreis).  Die  Ecken  der  Figur  sind  vom 
Mittelpunkte  des  Umkreises  gleichweit  entfernt.  —  In  einen 
gegebenen  Kreis  wird  eine  Figur  beschrieben,  indem  man 
Punkte  der  Kreislinie  der  Reihe  nach  verbindet.  Damit  um 
«nie  gegebene  Figur  ein  Kreis  beschrieben  werden  könne, 

188  ein  Punkt  existiren,  der  von  den  Eckpunkten  der  Figur 

aichweit  entfernt  ist. 

Anm.  In  welcher  Beziehung  stehen  Seiten  und  Winkel  einer  Figur 
m  Umkreise? 

Sind  die  durch  die  Seiten  einer  Figur  bestimmten  Geraden 
ingenten  einer  Kreislinie,  so  sagt  man,  die  Figur  sei  dem 
reise  umbeschrieben  (Tangentenfigur).   Der  Kreis  heisst 
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der  Figur  einbescbrieben  (Inkreis),  wenn  er  innerhalb  der 
Figur  liegt,  anbeschrieben  (Ankreis),  wenn  ausserhalb. 
Inkreis  und  Ankreis  heissen  zusammen  Berührungskreise. 
Die  Seiten  der  Figur  sind  vom  Mittelpunkte  eines  Rerühnings 
kreises  gleichweit  entfernt.  —  Um  einen  gegebenen  Kreis 
wird  eine  Figur  beschrieben,  indem  man  in  Punkten  der  Kreis- 
linie Tangenten  zieht.  Damit  in  oder  an  eine  gegebene 
Figur  ein  Kreis  beschrieben  werden  könne,  muss  ein  Punkt 
existiren,  der  von  den  Seiten  der  Figur  gleichweit  entfernt  ist 

Aam.  Wo  liegen  die  Berührungspunkte  beim  Inkreise,  wo  beim 
Anknote? 

99.  Dreieck.  —  Nach  198  und  192  giebt  es  für  jedes 
Dreieck  einen  Punkt,  der  von  seinen  Ecken,  und  nach  199, 
200  und  196  vier  Punkte  (die  Schnittpunkte  zweier  Geraden- 
paare), die  von  seinen  Seiten  gleichweit  entfernt  sind.  Man 
kann  daher  sagen: 
i  Jedes  Dreieck  hat  einen  Umkreis  und  vier  Be- 
rührungskreise. 

Anm.  Wo  liegt  der  Mittelpunkt  des  Umkreises  im  spitzwinkligen, 
rechtwinkligen,  stumpfwinkligen  Dreieck?  Wann  sind  zwei  oder  drei  Be- 
rit brangs  kreise  gleich  gross?     Unter  welchen  Winkeln   schneiden   dich,   die 

Winkelhalbirenden  eine«  Dreiecke F    (B±-jr.  B±4'  ***'■')' 

Bezeichnet   man    die 


Fig.  69. 
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2>P  =  — j    ■-■ 
so  erhalt  man  durch  Addition  der  Formeln  1) 


Seiten  des  Dreiecks  ABC 
mit  a,  b,  c,  sodass 
AB  =  c,   BC  =  a,   CA  =  b 
ist;    ferner   die    aus    den 
Ecken  des  Dreiecks  A,  B,  C 
an  den  Inkreis  gehenden 
Tangentenstrecken    bezw. 
mit  py  Da,  /).,,  so  ist 
/a  =  Pi+p3 
1)  ]»_*  +  * 

\c=p;+pr 

Wird  endlich  der  Umfang 
des    Dreiecks    gleich    2p 
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2p  =  2Pl  +  2p2  +  2j>3 
oder 

3)  p=px+p2+pv 

woraus  in  Verbindung  mit  1)  wei- 
ter folgt: 

4)  i»-plS=a,  f>-p2=fc,  p— p8=c, 
oder 

oder,  mit  Berücksichtigung  von  2) 

~  6  +  c  —  a  c  +  o  —  6 

6)  Vi  =  — -ö —  5  P2  =  - 


*3  = 


o  +  6  —  c 


2        >  /'2  —        2        '  '  3  —        2 

Anm.    Welche  Sätze  liegen  in  den  Formeln  3),  6),  6)? 

Bezeichnet  man  die  aus  B  und  C  an  den  Berührungs- 
kreis  Ax  gezogenen  Tangenten  bezw.  mit  a?2  und  a?3,  so  ist 

x2  +  x3  =  a. 

Femer  sind  die  beiden  aus  j4  an  denselben  Kreis  gezogenen 
Tangenten  bezw.  gleich  c  +  x„  und  6  +  *3,  ihre  Summe  ist 
also  b  +  c  +  x2  +  *3  oder  o  +  6  +  c.  Da  sie  aber  einander 
gleich  sind,  so  ist  jede  von  ihnen  [nach  2)]  gleich  p.  Man 
hat  also  den  Satz: 

Die  aus  einer  Ecke  eines  Dreiecks  an  den  gegen-  nos, 
überliegenden  Ankreis  gehende  Tangentenstrecke  ist 
gleich  dem  halben  Umfang  des  Dreiecks. 

Da,  wie  eben  gefunden, 

c  +  ar2=p;  6  +  *3=/>, 

so  ist 

x2=/>  — c  =  />3;  *3  =j>  —  b=pr 

d.  h.:    Trägt  man  auf  jeder  Seite  eines  Dreiecks  die  204, 
beiden  an  den  Inkreis  gehenden  Tangentenstrecken 
in  umgekehrter  Reihenfolge  ab,    so    sind  ihre  End- 
punkte die  Punkte,  in  denen  die  Seiten  des  Dreiecks 
on  den  drei  Ankreisen  berührt  werden. 
Ferner  folgt  aus  203: 

Trägt  man  auf  den  Verlängerungen  jeder  Seite  ao5. 
ines  Dreiecks  die  aus  der  gegenüberliegenden  Ecke 
n  den  Inkreis  gehende  Tangentenstrecke  ab,  so  sind 
ie  Endpunkte  die  Punkte,  in  denen  die  Verlän- 
erungen  der  Dreiecksseiten  von  den  drei  Ankreisen 
jrührt  werden. 
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100.  Viereck.  —  Da  je  zwei  gegenüberliegende  Winkel 
eines  Sehnenvierecks  Peripheriewinkel  auf  entgegengesetzten 
Bogen  sind,  so  hat  man  (178)  den  Satz: 

ao6.         Im  Sehnenviereck  betragen   je  zwei  gegenüber- 
liegende Winkel  zusammen  25. 

Anm.  Umgekehrt  mass,  wenn  ein  gegebenes  Viereck  diese  Bedin- 
gung erfüllt,  die  durch  drei  Eckpunkte  desselben  gelegte  Kreislinie  auch 
durch  den  vierten  gehen,  da  der  geometrische  Ort  der  vierten  Ecke  (nach 
167)  ein  Bogen  dieser  Kreislinie  ist.  —  Wann  kann  hiernach  um  ein 
Parallelogramm,  um  ein  Trapez  eine  Kreislinie  beschrieben  werden?  Wann 
um  ein  übersohlagenes,  ein  einspringendes  Viereck? 

Bezeichnet  man  die  Ecken  eines  Tangentenvierecks  mit 
Av  Av  Av  Av  und  die  aus  den?Ecken  an  den  Kreis  gehenden 
Tangentenstrecken  bezw.  mit  pv  jp2,  p3,  pv  so  ist 

AXA\  =  p\  ±  p2 ;    A2AJfcz  p2 +  pz ; 
folglich  durch  Addition: 

AlA%  +  A3A*  =  P\  +  J>2  *  P*  +  P*  =  A%Al  ±  ^4*1  f 

also: 
907.         Im  Tangentenviereck  ist  die  Summe  zweier  Ge- 
genseiten gleich  der  Summe  der  beiden  anderen. 

Anm.  Umgekehrt  muss,  wenn  ein  gegebenes  Viereck  diese  Bedin- 
gung erreicht,  die  Kreislinie,  welche  drei  seiner  Seiten  berührt,  auch  die 
vierte  berühren,  weil  die  aus  den  Endpunkten  dieser  vierten  Seite  an  die 
Kreislinie  gelegten  Tangentenstrecken  zusammen  gleich  der  vierten  Seite 
sind,  also  mit  ihr  zusammenfallen.  —  Wann  kann  hiernach  in  ein  Paral- 
lelogramm eine  Kreislinie  beschrieben  werden?  —  Man  untersuche  den 
Kreis,  welcher  die  Verlängerungen  der  Seiten  eines  Vierecks  berührt. 
(Vgl.  Fig.  44,  5a.) 

101.  Regelmässiges  Vieleck.  —  Ein  Vieleck  heisst 
regelmässig,  wenn  alle  Seiten  gleich  und  alle  Winke1 
gleich  sind. 

Eine  Kreislinie  sei  in  n  gleiche  Theile  b  getheilt.  —  Ver- 
bindet man  je  zwei  benachbarte  Theilpunkte,  so  entsteht  ein 
Sehnenvieleck.    Alle  Seiten   desselben  sind  gleich  nach  162; 
und  da  jeder  seiner  Winkel  ein  Peripheriewinkel  ist,   der   z 
dem  Bogen  (n  —  2)6  gehört,  so  sind  nach  166  auch  alle  seil 
Winkel  gleich.     Mithin: 

*oe.  Theilt  man  eine  Kreislinie   in  n  gleiche  Theil< 

und  verbindet  die  Theilpunkte  der  Reihe  nach,  s< 
entsteht  ein  dem  Kreise  einbeschriebenes  regel 
massiges  n-Eck. 
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Da  die  Seiten   des  regelmässigen  Polygons  vom  Mittel- 
punkte 0  des  umbeschriebenen  Kreises  Yig.  61. 
gleichen  Abstand  haben  (163),  so  ist  0  "Aj  " 
gleichzeitig  Mittelpunkt  eines  dem  Poly-          /ff^^KTX 
gon  einbeschriebenen  Kreises,  und  man       /y^|~/xX 
hat  den  Satz:                                             A:k<^J\  I  /    J^** 

In   jedes   regelmässige   Poly-      (V^ — ^]/)     20». 
gon   kann   ein   Kreis    beschrieben      v\     / 
werden.  \Yv 

Da  nach  41  die  zu  den  Seiten  eines  JC$r%, 

regelmässigen  Polygons  gehörigen  Centri-  »^-a     '  *% 

Winkel  {AxOAv  AJOA^  . . . )  gleich  sind,  und  nach  158  durch 
die  Senkrechten  ÜB .,  05-  . . .  halbirt  werden,  so  sind  auch 
alle   diese   halben  Winkel   einander   gleich,   und   ebenso   die 

Centriwinkel  B30B4,  54055,  . . . ,  folglich  auch  die  Bogen  BZBV 

jB42L,  . . .  Demnach  theilen  die  Punkte,  in  welchen  ein  ein- 
beschriebener Kreis  die  Seiten  eines  regelmässigen  Polygons 
berührt,  die  Kreislinie  in  n  gleiche  Theile,  und  umgekehrt: 

Theilt  man  eine  Kreislinie  in  n  gleiche  Theile,  210. 
und  zieht  durch  die  Theilpunkte  Tangenten,  so  ent- 
steht ein  dem  Kreise   umbeschriebenes   regelmässi- 
ges R-Eck. 

Da  nach  187  die  Winkel  dieses  Polygons  durch  die  Strecken 
Ax0,  A20,  . . .  halbirt  werden,  und  einander  gleich  sind,  so 
sind  auch  alle  ihre  Hälften  unter  einander  gleich;  folglich  die 

Dreiecke  ÖAXA^  ÖA«AV  . . .  gleichschenklig,  und  0j41==0j42:=  . . . 
Der  Punkt  0  hat  also  gleichen  Abstand  von  allen  Ecken  des 
Polygons,  und  ist  der  Mittelpunkt  eines  demselben  umbeschrie- 
benen Kreises.    Man  hat  also  den  Satz: 

Um  jedes  regelmässige  Polygon  kann  ein  Kreis  211. 
beschrieben  werden. 

Der  Radius  des  einem  regelmässigen  Polygon  umbeschrie- 
benen Kreises  heisst  grosser  Radius,  der  des  einbeschrie- 
**3nen  Kreises  kleiner  Radius,  der  gemeinsame  Mittelpunkt 
tfder  Kreise  Mittelpunkt  des  Polygons.     - 

Aus  Betrachtung   der  Fig.  61   ergeben   sich   weiter   fol- 
inde  Sätze: 

Jedes    regelmässige  Polygon   wird    durch    seine  212. 
rossen    Radien    in    n    congruente    gleichschenklige 
Dreiecke  (Bestimmungsdreiecke),  durch  seine  kleinen  Ra- 
ien  in  n  congruente  Vierecke,  durch  beide  Gruppen 
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von  Radien  zusammen  in  2n  congruente  rechtwinklige 
Dreiecke  getheilt. 
»IS.         Jeder  Centriwinkel  des  regelmässigen  n-Ecks  (Win- 

4 
kel  an  der  Spitze  des  Bestimmungsdreiecks)  beträgt  —  Ä. 

fi 

314.  Die    Halbirungslinien    der    Winkel    eines    regel- 

mässigen Polygons  und  die  in  den  Mitten  seiner  Sei- 
ten errichteten  Senkrechten  gehen  alle  durch  seinen 
Mittelpunkt. 

Anm.  Welches  Dreieck,  welches  Viereck  ist  regelmässig  V  Wie  gross 
ist  der  Winkel,  den  zwei  benachbarte  grosse  oder  kleine  Radien!  ein  grosser 
und  der  benachbarte  kleine  bilden  ?  Welche  Eigenschaft  haben  die  durch 
die  kleinen  Radien  gebildeten  Vierecke? 

%lb.  Jeder  Winkel  eines  regelmässigen  n-Ecks  beträgt 
*=±R.    (83) 

Ein  regelmässiges  Polygon  ist  durch  sein  Bestimmungs- 
dreieck, oder  durch  seine  Seitenzahl  und  den  Radius  des  um- 
oder  einbeschriebenen  Kreises,  oder  durch  drei  seiner  Eckpunkte 
vollkommen  bestimmt. 

Anm.  Die  Construotion  einzelner  regelmassiger  Polygone  folgt  in 
Nr.  166—161. 

tl6.  Die  Halbirungslinien  der  Centriwinkel  eines  dem 
Kreise  einbeschriebenen  regelmässigen  »-Ecks  be- 
stimmen auf  der  Kreislinie  n  Punkte,  welche  zusam- 
men mit  den  Ecken  des  gegebenen  Polygons  die  Eck- 
,  punkte  eines  dem  Kreise  einbeschriebenen  regel- 
mässigen 2?»-Ecks  sind  (Fig.  62.) 

»17.  Verbindet  man  (im  umgekehrten  Falle)  die  ungeraden 
Ecken  (die  1*?,  3*f,  5*2  ..)  eines  regelmässigen  2n-Ecks 
der  Reihe  nach,  so  erhält  man  ein  regelmässiges  n-Eck. 

»18.  Die  Verbindungslinien  der  Eckpunkte  eines  dem 
Kreise  umbeschriebenen  regelmässigen  n-Ecks  mit  dem 
Mittelpunkte  bestimmen  auf  der  Kreislinie  n  Punkte, 
welche  zusammen  mit  den  Berührungspunkten  des  ge- 
gebenen Polygons  die  Berührungspunkte  eines  dem 
Kreise  umbeschriebenen  regelmässigen  2n-Ecks  sind 
(Fig.  63). 

*19.  Verlängert  man  (im  umgekehrten  Falle)  die  ungera- 

den Seiten  (die  1*,  3*2,  5*  ..)  eines  regelmässigen 
2n-Ecks,  so  bilden  dieselben  der  Reihe  nach  die  Sei- 
ten eines  regelmässigen  n-Ecks. 


n 
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102.*  Nach  109  sind   zwei  benachbarte  Seiten  (AXC  und 
CAJ  eines  dem  Kreise  einbeschriebenen  regelmässigen  2n-Ecks 
zusammen  grösser  als  eine  Seite  (AXAJ  des         yig.  62, 
einbeschriebenen    »-Ecks.     Bezeichnet    man 
diese  Seiten  bezw.  mit  s„  und  «2»,  und  die 
ganzen  Umfange  der  Figuren  mit  un  und  uiuz, 
so  ist  hiernach 

2*i„>*», 
oder,  mit  n  multiplicirt: 

d.  h.:  ihn>un\ 

d.  h.:  Der  Umfang  eines  regelmässigen  dem  Kreise**0- 
einbeschriebenen    2n-Ecks   ist  grösser  als   der  des 
einbeschriebenen  n-Ecks. 

Aus  220  folgt: 

Hat  man,  von  einem  regelmässigen,  dem  Kreise  ***• 
einbeschriebenen  »-Eck  ausgehend,  durch  fe-malige 
Halbirung  der  Centriwinkel  (nach  216)  ein  regel- 
mässiges 2kn-Eck  construirt,  so  sind  2h  Seiten  des 
letzteren  zusammen  grösser  als  eine  Seite  des 
ersteren. 

Denkt  man  sich  die  Halbirung  der  Centriwinkel  ins  Un- 
endliche fortgesetzt,  so  rücken  die  Theilpunkte  auf  der  Kreis- 
linie einander  immer  näher,  und  der  Umfang  des  Polygons 
nähert  sich  immer  mehr  der  Kreislinie  selbst.    Hieraus  folgt: 

Man  kann  die  Kreislinie  als   ein   regelmässiges  ***• 
Polygon  von  unendlich  vielen  und  unendlich  kleinen 
Seiten  betrachten. 

Anm.  Dieselbe  Betrachtungsweise  lässt  rieh  auf  jede  krumme  Linie 
Anwenden,  wenn  man  von  einer  Reihe  anstoßender  gleicher  Sehnen  aus- 
geht, und  durch  Senkrechten,  die  in  ihrer  Mitte  errichtet  werden,  neue 
Theilpunkte  herstellt. 

Demnach  folgt  aus  220: 

Der  Umfang  einer  Kreislinie  ist  grösser  als  der  MS. 
eines  einbeschriebenen  regelmässigen  Polygons. 

Und  aus  221: 

Jeder  Bogen  einer  Kreislinie  ist  grösser  als  die  ***• 
zugehörige  Sehne. 

Anm.    224  folgt  auch  aus  328,  und  umgekehrt. 

103.*  Nach  108  ist  in  den  rechtwinkligen  Dreiecken  ÄlClDx 
and  Äfäp%  (Fig.  63) 
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Fig.  63.     £'  j^DjXJjDj; 

X,    Ferner  D^  =  D^. 

/         Folglich  durch  Addition: 

'  4^  >  CXDX  +  D^  +  D2C2. 

Bezeichnet  man  nun  Seite  und  Umfang  des  dem  Kreise 
umbeschriebenen  »-Ecks  mit  5„  und  UH1  und  ebenso  Seite  und 
Umfang  des  umbeschriebenen  2n-Ecks  mit  52n  und  U2n,  so  ist 

AxA2  =  Sn;  C^  =  C2D2  =  -LS*.;  0^  =  ^; 

also  geht  die  letzte  Formel  über  in 

£»>  2 .  S2n, 
oder,  mit  n  multiplicirt: 

n.Sn>2n.S*n- 

d.h.:  Dn>^2»; 

225.  d.  h.:  Der  Umfang  eines  regelmässigen  dem  Kreise 
umbeschriebenen  2/i-Ecks  ist  kleiner  als  der  des 
einbeschriebenen  n-Ecks. 

Aus  225  folgt: 

226.  Hat  man,  von  einem  regelmässigen,  dem  Kreise 
umbeschriebenen  n-Eck  ausgehend,  durch  Ä-maliges 
Tangentenziehen  (nach  218)  ein  regelmässiges  2ftn-Eck 
construirt,  so  sind  2k  Seiten  des  letzteren  zusammen 
kleiner  als  eine  Seite  des  ersteren. 

Denkt  man  sich  das  Ziehen  der  Tangenten  ins  Unendliche 
fortgesetzt,  so  rücken  die  Berührungspunkte  auf  der  Kreislinie 
einander  immer  näher,  und  der  Umfang  des  Polygons  nähert 
sich  immer  mehr  der  Kreislinie  selbst.  (Vgl.  Nr.  93.)  Durch 
diese  Betrachtung  erhält  man  wieder  den  Satz  222. 

Demnach  folgt  aus  225: 

227.  Der  Umfang  einer  Kreislinie  ist  kleiner  als  der 
eines  umbeschriebenen  regelmässigen  Polygons. 

Und  aus  226: 

228.  Jeder  Bogen  einer  Kreislinie  ist  kleiner  als  de 
in  seiner  Mitte  gezogene  und  durch  die  Verla  - 
gerungen  der  ihn  einschliessenden  Radien  begrenz  e 
Tangentenstrecke. 

Anm.    228  folgt  auch  ans  227,  und  umgekehrt. 

104.  Zwei  Kreislinien.  —  Da  durch  drei  gegebene  Punk  e 
nur  eine  Kreislinie  gelegt  werden  kann  (202),  so  können  zw  » 
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Kreislinien  nicht  drei  oder  mehr  gemeinsame  Punkte  haben. 
Da  ferner  nach  192  unendlich  viele  Kreislinien  durch  zwei 
gegebene  Punkte  gehen,  so  können  zwei  Kreislinien  zwei  ge- 
meinsame Punkte  haben.  Diese  können  in  einen  einzigen  zu- 
sammenfallen, oder  ganz  verschwinden. 

Zwei    gemeinsame  -pia.  64. 

Punkte.  —  Die  Verbin- 
dungsstrecke der  Mittel- 
punkte zweier  beliebiger 
Kreislinien  (bezw.  die  durch 
diese  Strecke  bestimmte 
Gerade)  heisst  ihre  Cen- 
trallinie. 

Verbindet  man  die 
Schnittpunkte  (A,  B)  zweier 
Kreislinien  mit  ihren  Mittel- 
punkten (0,  0X),  so  folgt  aus  109  und  110: 

Die  Centrallinie  zweier  sich  schneidender  Kreis-  22». 
linien  ist  kleiner  als  die  Summe,  und  grösser  als  die 
Differenz  der  Radien  (und  umgekehrt). 

Zieht  man  durch  die  beiden  Schnittpunkte  A  und  B  die 
gemeinsame  Secante,  so  folgt  aus  106: 

Die  Centrallinie  zweier  sich  schneidender  Kreis-  230. 
linien  steht  senkrecht  auf  der  gemeinsamen  Secante 
und  halbirt  die  gemeinsame  Sehne. 

Ein  gemeinsamer  Punkt.  —  Bewegt  der  Kreis  0X  sich 
so,  dass  sein  Mittelpunkt  0t  auf  der  Centrallinie  sich  von  0 

entfernt,  so  werden  in  den  Dreiecken  0AÖ}  und  ÖB0X  die  Win- 
kel 0A0X  und  0B0t  grösser  (123)  und  nähern  sich  dem  Werthe 
2Ä.  Ist  0A0l  =0B0x=z2R  (Fig.  65),  so  fällt  A  mit  B  zu- 
sammen, die  gemeinsame  Secante  geht  in  eine  gemeinsame 
Tangente  über  (vgl.  Nr.  92),  und  man  sagt,  die  Kreise  be- 
rühren sich  von  aussen.  Da  nun  ÖA  +  A01=z00l  ist,  so 
hat  man  den  Satz: 

Die  Centrallinie  zweier  sich  von  aussen  beruh-  231. 

snder  Kreislinien  ist  gleich  der  Summe  der  Radien 

and  umgekehrt). 

Anm.  Ist  im  umgekehrten  Falle  die  Centrallinie  (OOj)  zweier  Kreis- 
oien  gleich  der  Summe  der  beiden  Radien,  so  steht  die  auf  00%  in  A 
■richtete  Senkrechte  auf  jedem  der  beiden  Radien  in  seinem  Endpunkte 
nkrecht,  ist  also  gemeinsame  Tangente  beider  Kreislinien  (180)  im 
inkte  A.    Mithin  berühren  sieh  die  Kreislinien  in  diesem  Punkte. 

Sohlog»!,  Blam«nUr-M*tham*tik.  IL  7 
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Bewegt  der  Kreis  0^  (Fig.  64)  sich  so,  dass  sein  Mittel- 
punkt 01  auf  der  Centrallinie  sich  0  nähert,  so  werden  in  den 

Fig.  65.  Dreiecken    OAÖl    und 

ÜBÖX  die  Winkel  0A0X 
und  OBOx  kleiner  (123) 
und   nähern   sich   dem 
WertheNull.  Ist  0A0% 
=  OB02  =  0  (Fig.  65), 
so  fällt  A  mit  B  zusam- 
men,   die    gemeinsame 
Secante    geht  in   eine 
gemeinsame    Tangente 
über   (wie   oben),    und 
man  sagt,  die  Kreise  berühren  sich  von  innen.    Da  nun 
OA  —  02A  =  00«  ist,  so  hat  man  den  Satz : 
282.  Die  Centrallinie  zweier  sich  von  innen  berühren- 

der Kreislinien  ist  gleich  der  Differenz  der  Radien 
(und  umgekehrt). 

Anm.  Hinsichtlich  der  Umkehrung  dieses  Satzes  s.  d.  vorige  Anm.  — 
Zwei  gleiche  Kreislinien  können  sich  nur  von  aussen  berühren. 

Aus  230  folgt: 

233.  Die  Centrallinie  zweier  sich  berührender  Kreis- 
linien steht  senkrecht  auf  der  gemeinsamen  Tangente 
und  geht  durch  den  Berührungspunkt. 

Kein  gemeinsamer  Punkt.  —  Bewegt  der  Kreis  Ox 
(Fig.  65)  sich  so,  dass  sein  Mittelpunkt  Ox  auf  der  Central- 
linie sich  von  O  entfernt,  so  haben  die  beiden  Kreislinien  kei- 
nen Punkt  mehr  gemeinsam,  und  jeder  Kreis  liegt  ausserhalb 
des  anderen.  Da  durch  diese  Bewegung  die  Centrallinie  grösser 
geworden  ist,  als  die  Summe  der  Radien,  so  hat  man  den  Satz : 

234.  Die  Centrallinie  zweier  ausser  einander  liegen- 
der Kreislinien*)  ist  grösser  als  die  Summe  der  Ra- 
dien (und  umgekehrt). 

Bewegt  der  Kreis  02  (Fig.  65)  sich  so,  dass  sein  Mitte1 
punkt  O*  auf  der  Centrallinie  sich  0  nähert,  so  haben  d; 
beiden  Kreislinien  ebenfalls   keinen  Punkt  mehr  gemeinsar 


*)  Dieser  Ausdruck  ist  nicht  ganz  genau,  da  die  Lage  in,  bezw.  aus« 
einander  sich  nicht  auf  die  Kreislinien,  sondern  die  Kreisflächen  bezieh 
und  im  ersteren  Falle  nur  die  kleinere  Kreisfläche  in  der  grösseren  Heg 
nicht  aber  umgekehrt.  Der  Ausdruck  kann  indess  kein  MioeverstÄndni* 
hervorrufen  und  empfiehlt  sich  durch  seine  Kurze. 
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und  ein  Kreis  liegt  innerhalb  des  anderen.  Da  durch  diese 
Bewegung  die  Centrallinie  kleiner  geworden  ist  als  die  Diffe- 
renz der  Radien,  so  hat  man  den  Satz: 

Die    Centrallinie    zweier   in    einander    liegender  236. 
Kreislinien*)  ist  kleiner  als  die  Differenz  der  Radien 
(und  umgekehrt). 

Ist  insbesondere  die  Centrallinie  gleich  Null,  so  haben  die 
beiden  Kreise  denselben  Mittelpunkt  und  heissen  concentrisch. 

105.  Rückblick.  —  Bezeichnet  man  die  Radien  der  bei- 
den Kreise  durch  r  und  q,  die  Centrallinie  (als  Strecke)  durch  c, 
so  sind  demnach  zwischen  zwei  Kreislinien  folgende  Beziehun- 
gen möglich: 

1)  <?>r  +  $.    Lage  ausser  einander. 

2)  e^r  +  Q.    Berührung  von  aussen. 

3)  e  $  r  +  '•     Schnitt. 

4)  e  =  r_  q.    Berührung  von  innen. 

5)  e  <  r  —  q.    Lage  in  einander. 

Arno.  Von  zwei  sioh  berührenden  Kreislinien  sagt  man  auch,  dass 
sie  zwei  zusammenfallende,  von  zwei  ausser  oder  in  einander  liegenden, 
dass  sie  zwei  imaginäre  Punkte  gemeinsam  haben  (vgl.  Nr.  153).  —  An- 
wendung der  Beziehungen  zweier  Kreise  auf  die  Theorie  der  Sonnen- 
finsterniss. 

Unter  den  zur  Construction  einer  Kreislinie  gegebenen 
Bedingungen  kann  sich  nun  auch  die  befinden,  dass  die  ge- 
suchte Kreislinie  eine  gegebene  berühren  soll.  Da  die  gege- 
bene Kreislinie  in  eine  Gerade  oder  einen  Punkt  ausarten  kann, 
so  ist  diese  Bedingung  die  allgemeinste,  und  enthält  die  beiden 
letzteren  (nämlich  dass  die  gesuchte  Kreislinie  eine  gegebene 
Gerade  berühren  oder  durch  einen  gegebenen  Punkt  gehen 
soll)  als  specielle  Falle.  Jedoch  führen  unter  den  Zusammen- 
stellungen einer  Kreislinie  mit  einer  andern  Bedingung  nur 
wenige  zu  solchen  geometrischen  Oertern,  die  durch  Lineal 
und  Cirkel  construirbar  sind.     Man  erhält  noch  folgende 

106.  Sätze  über  den  geometrischen  Ort  des  Mittelpunktes 
\es  Kreises.  —  6)  (Fortsetzung  zu  197.)  Gegeben  kv  A*  (eine 
••eislinie  und  ein  Punkt  auf  derselben).  Da  kx  und  die  ge- 
chte  Kreislinie  in  Ax  dieselbe  Tangente  haben,  die  durch  hr 
d  A1  vollkommen  bestimmt  ist,  so  ist  dieser  Fall  auf  194 
rückgeführt,  und  man  hat  den  Satz: 


•vj 


*)  Siehe  Fussnote  vor.  Seite. 

7* 
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£86.  Soll    eine   Kreislinie  eine  gegebene  Kreislinie  in  einem 

gegebenen  Punkte  berühren,  so  ist  der  geometrische  Ort 
ihres  Mittelpunktes  die  durch  den  Punkt  und  den 
Mittelpunkt  gehende  Gerade. 

Anm.    Man  untersuche  die  verschiedenen  Fälle  der  Lage  des  gege- 
benen Punktes  zur  Kreislinie. 

7)  Gegeben  kv  r.  Ist  rx  der  Radius  und  Ot  der  Mittel- 
punkt des  gegebenen  Kreises  kv  so  kennt  man  die  Central- 
linie  (rx  ±  r)  der  beiden  Kreise.  Jeder  Punkt,  dessen  Abstand 
von  0,  gleich  rx  ±  r  ist,  kann  Mittelpunkt  des  gesuchten  Krei- 
ses sein.  Demnach: 
287.  Soll  eine  Kreislinie  mit  gegebenem  Radius]eine  gegebene 

Kreislinie  berühren,  so  ist  der  geometrische  Ort  ihres 
Mittelpunktes  die  mit  der  Summe  oder  Differenz  der 
beiden  Radien  aus  dem  gegebenen  Mittelpunkte  be- 
schriebene Kreislinie. 

Anm.     Soll  eine  Kreislinie  zwei  gegebene  Kreislinien  berühren,  so 

ist  in  zwei  Fällen  der  geometrische  Ort  ihres  Mittelpunktes  leicht  zu  oon- 

struiren.     1)  Rind  die  beiden  Kreislinien  conoentrisch,  0  ihr  Mittelpunkt, 

r  -f-  p 
r  und  i  ihre  Radien,   so  M  ist  der  geometrische  Ort  die  mit     ~fr     aus  O 

beschriebene   Kreislinie,   und   der  Radius   des   gesuchten  Kreises  — £—  • 

%)  Sind  die  beiden  Kreislinien  einander  gleich,  so  ist  der  geometrische  Ort 
die  auf  der  Centrallinie  in  ihrer  Mitte  errichtete  Senkrechte.  Ein  spe- 
deller  Fall  hiervon  ist  192. 


Zweite  Abtheilung. 
Geometrie  der  ruhenden  Gebilde. 

107 '.*?  Vorbemerkung.  —  Die  bisherigen  Betrachtungen  be- 
ruhten auf  der  Eigenschaft  der  Ebene,  dass  ein  in  ihr  befind- 
liches Gebilde  sich  frei  in  ihr  bewegen  kann,  so  dass  es  s;~h 
selbst  congruent  bleibt,  d.  h.  Gestalt  und  Grösse  unveränd  *t 
beibehält.  Das  Gebilde  am  Ende  der  Bewegung  ist  also  d<  n 
Gebilde  am  Anfang  der  Bewegung  congruent.  —  Wir  hat  n 
ferner  gesehen  (189),  dass  es  für  zwei  congruente  Gebilde  st  s 
einen  Punkt  giebt,  um  welchen  gedreht  das  eine  Gebilde  n 
das  andere  übergeht,  und  dass,  wenn  dieser  Punkt  in  uner  l- 
liche  Ferne  rückt,  die  Drehung  sich  in  eine  Verschiebung  v   :- 
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wandelt.  In  diesem  Falle  aber  beschreiben  alle  Punkte  des 
bewegten  Gebildes  parallele  Geraden  (Anm.  zu  138).  Man 
kann  hiernach  zwei  congruente  Gebilde  stets  in  solche  Lage 
zu  einander  bringen,  dass  die  Verbindungslinien  je  zweier  homo- 
loger Punkte  parallel  sind  (vgl.  Fig.  46,  S.  70).  Man  sagt  in 
diesem  Falle,  dass  die  beiden  Gebilde  sich  in  perspectivi- 
scher  Lage  befinden.  —  Wir  haben  endlich  gesehen  (S  10), 
dass  man,  statt  ein  Gebilde  durch  Bewegung  an  einen  anderen 
Ort  zu  versetzen,  auch  annehmen  kann,  es  sei  an  diesem  Orte 
ein  mit  dem  ersten  an  Gestalt  und  Grösse  vollständig  überein- 
stimmendes (congruentes)  Gebilde  construirt.  Wenn  dann  beide 
Gebilde  sich  in  perspectivischer  Lage  befinden,  so  werden  1)  alle 
Verbindungslinien  je  zweier  homologer  Punkte  durch  einen  un- 
endlich fernen  Punkt  gehen,  2)  alle  Schnittpunkte  je  zweier 
homologer  Geraden  auf  einer  unendlich  fernen  Geraden  liegen 
(d.  h.  unendlich  ferne  Punkte  sein).     Vgl.  Fig.  46. 

Diese  letztere  Betrachtung  lässt  sich  nun  verallgemeinern. 
Man  kann  nämlich  entweder  den  unendlich  fernen  Punkt  in  1) 
oder  die  unendlich  ferne  Gerade  in  2),  oder  beides  in  endliche 
Entfernung  rücken,  und  erhält  dadurch  statt  eines  congruenten 
Gebildes  ein  Gebilde  entweder  mit  gleicher  Gestalt  und  ver- 
schiedener Grösse,  oder  mit  verschiedener  Gestalt  und  gleicher 
Grösse,  oder  mit  verschiedener  Gestalt  und  verschiedener 
Grösse. 

Dieselbe  Verallgemeinerung  erleidet  auch  der  Begriff  der 
perspectivisehen  Lage.    Man  sagt  also  allgemein:  Zwei  Gebilde 
liegen  perspectivisch,  wenn  alle  Verbindungslinien  je  zweier 
homologer  Punkte  durch   denselben  Punkt  gehen.     Zwei  Ge- 
bilde, welche  so  beschaffen  sind,   dass   sie   in   perspectivische 
Lage  gebracht  werden  können,   heissen  projeetivisch,  und 
die  zwischen  ihnen  bestehende  Beziehung  heisst  Projectivität. 
Indem  man  nun  annimmt,  dass  die  Verbindungslinien 
homologer    Punkte    a)    durch    einen    unendlich    fernen, 
b)  durch  einen  endlich   fernen   Punkt  gehen;    ferner,  dass 
m*,  Schnittpunkte  homologer  Geraden  1)  auf  einer  un- 
dlich  fernen,   2)   auf  einer  endlich    fernen    Geraden 
gen,  erhält  man  durch  Zusammenstellung  von  1)  und  2)  mit 
und  b)  folgende  Hauptarten  projeetivi scher  Beziehung. 

la)  Oongruenz.  (&)  lb)  Aehuliehkeit.  ((%>) 

2a)  Affinität.  (2)  2b)  Collineation.  (ft) 

Geht  im  Falle  2)   die  endlich  ferne  Gerade    durch    den 
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Schnittpunkt  der  Verbindungslinien  homologer  Punkte,  so  ent- 
stehen aus  Affinität  und  Gollineation  die  speciellen  Fälle: 

2ha)  Centrale  Collineation. 


2a«)  Centrale  Affinität.  (=2=) 
(Affingleichheit.) 


Fig.  66. 


2b) 


•-•... 


Anm.    Da  in  allen  diesen  Fällen  (ausgenommen  la)  das  neue  Ge- 
bilde aus  dem  alten  sich  nicht  durch  Bewegung  ableiten  läset,  so  wird 
man  die  gegenseitigen  Beziehungen  beider  Gebilde  am  besten  erkennen 
wenn   sie   perspectivisch   liegen.     Es  wird  aber   auch    festzustellen   sei 
welche  Beziehungen  den  Gebilden  erhalten  bleiben,  wenn  man  sie  durc 
Bewegung  aus  dieser  Lage  herausbringt. 

Da  der  Punkt  weder  Grösse  noch  Gestalt  hat,  und  die  Gerade  er 
durch  Bewegung  in  der  Ebene  aus  sich  heraus  tritt,  so  finden  die  ebe 
erwähnten  Verallgemeinerungen  auf  die  Geometrie  der  Geraden  keine  Ai 
wendung.  Die  Lagenbeziehungen  fester  Punkte  auf  einer  Geraden  müsse 
im  Zusammenhange  mit  den  durch  diese  Punkte  gehenden  Geraden  untc 
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sacht  werden,  da  das  Mittel,  diese  Beziehungen  selbständig  zu  entwickeln 
(die  geometrische j  Operationen  mit  Punkten41)),  noch  nicht  in  den  Kreis 
der  Elemente  eingeführt  ist. 

I.  Die  Aehnlichkeit. 

1)  Dreiecke. 

a.  Aehnlichkeit  bei  perspektivischer  Lage* 

108.  Definition  ähnlicher  Dreiecke.  —  Verbindet  man  die 
Endpunkte  zweier  paralleler  Strecken  AB  und  AlBl  durch  ge- 
rade   Linien,    welche    sich    in    S   schneiden 

(Fig.  67),   so  entstehen  zwei  Dreiecke,  SAB  ¥ig'  67fl 

und  SA1BV  in  denen  1)  je  zwei  „homologe" 
Seiten  parallel  sind  (SA  II  SAV  SB  II  SBV 
AB\\AlB1),  und  2)  die  Verbindungslinien  je 
zweier  „homologer"  Ecken  (AAV  BBX)  durch  * 
denselben  Punkt  (S)  gehen.  Vermöge  der 
letzteren  Eigenschaft  sagt  man,  dass  die  — 
Dreiecke  (wie  auch  die  Strecken  AB  und  AJBJ  v 

sich   in   perspectivischer  Lage  befinden,  vermöge  beider 
Eigenschaften,  dass  sie  einander  ähnlich  seien.    Der  Punkt  S 
heisst   der   Aehnlichkeitspunkt   der   Dreiecke,    und    zwar 
äusserer,  wenn,  wie  in  Fig.  67,  die  aus  ihm  nach  zwei  homo- 
logen Ecken  gehenden  Strecken  F 
gleiche  Richtung  haben,    in-  lg'     ' 
nerer,   wenn,   wie  in  Fig.  68,            Bl\     ,.. ^"\ 
diese   Strecken    entgegenge-               ^- :s \  x\ 

setzte  Richtung   haben.    Aus        .     ' \  \ 

Betrachtung  von  Fig.  67  und  68    A"     ~  b ^ 

folgt: 

Je  zwei  homologe  Seiten  in  zwei  ähnlichen,  per-  288. 
spectivisch  liegenden  Dreiecken  haben  gleiche  Rich- 
tung, wenn  der  Aehnlichkeitspunkt  ein  äusserer,  ent- 
gegengesetzte, wenn  er  ein  innerer  ist. 

Zieht   man   zu   einer   Seite   eines  Dreiecks   eine  239. 
arallele  (welche  die   beiden   anderen   Seiten,    oder 
eren  Verlängerungen  schneidet),    so  ist  das  abge- 
:hnitteue  Dreieck  dem  gegebenen  ähnlich. 

Aura.    Construotion  eines  mit  einem  gegebenen  Dreieck  ähnlichen 
ireiecks. 


*)  System  der  Raumlehre  I.  Nr.  26  ff.;  Nr.  110  ff. 
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100.  Eigenschaften  ähnlicher  Dreiecke.  —  1)  Aus  65  folgt 
für  Fig.  67,  und  aus  66  und  61  für  Fig.  68  der  Satz: 
SMO.  In  zwei  ähnlichen  Dreiecken  sind  je  zwei  homo- 

loge Winkel*)  einander  gleich. 

2)  Denkt  man  sich  in  Fig.  67  und  68  durch  5  die  Paral- 
lele zu  AB  gezogen,  so  folgt  aus  32: 

SA   __  SB 

W    SAX  "  SBX ' 
oder  (nach  Theü  I,  103): 

w     SB       SBX ' 
oder  (nach  Theü  I,  104)  aus  (1):  *4^LÄ*?^?l; 

d   h.  (3)MSM 

a.  n..  \fl)    SA  _  Sß. 

Die  Formeln  (1),  (2),  (3)  enthalten  den  Satz  (für  Fig.  67 
ausgesprochen) : 
241.  Zieht    man    in   einem    Dreieck    eine   Parallele   zu 

einer  Seite,  so  ist  1)  das  Verhältniss  des  oberen  oder 
unteren  Abschnittes  zur  ganzen  Seite  auf  den  beiden 
andern  Seiten  gleich,  2)  die  beiden  anderen  Seiten 
verhalten  sich  wie  ihre  oberen  oder  unteren  Abschnitte. 

Zieht  man  AßWSB  bis  zum  Durchschnitt  mit  AB,  so  ist 

A  der  Aehnlichkeitspunkt  der  Dreiecke  ÄSB  und  AAtC,  und 
aus  Formel  (3)  folgt: 

AtS  _  Cß 

AS  ~  AB' 
oder,  da  CB  =  AlBl  ist  (126): 

(4)  Ag  =  A\B\ . 
w    AS         AB   ' 

%4&.  d.  h.:    Zieht  man  in  einem  Dreieck   eine  Parallele  zu 
einer  Seite,  so  verhält  sich  diese  Seite  zur  Parallele, 
wie  eine  der  anderen  Seiten  zu  ihrem  oberen  Abschnitt 
Aus  (4)  folgt  endlich 

(K\    A\s  _  AS 

w  ä;bx  -  AB  • 

Die  Formeln  (2)  und  (5)  aber  geben  zusammen  den  Satz 


1 


*)  D.  h.  Winkel,  deren  Schenkel  homologe  Seiten  sind. 


K,    »'»"-•*,.' 
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In  zwei  ähnlichen  Dreiecken  sind  je  zwei  homologe  243. 
Seitenverhältnisse  einander  gleich. 

110.  Bestimmung  der  Gestalt  eines  Dreiecks  dureh  Winkel 
und  Seitenverhältnisse.  —  Von  ähnlichen  Gebilden  sagt  man, 
dass  sie  gleiche  Gestalt  haben.  Die  Gestalt  eines  Dreiecks 
ist  also  bestimmt  durch  diejenigen  Stücke,  in  welchen  ähnliche 
Dreiecke  tibereinstimmen,  nämlich  durch  Winkel  (240)  und 
Seitenverhältnisse  (243).  Da  durch  zwei  Winkel  eines  Dreiecks 
der  dritte  bestimmt  ist  (77)  und  durch  zwei  Seitenverhältnisse 

das  dritte  (^-.  — =  —J,  so  kommen  für  die  Bestimmung  der 

Gestalt  des  Dreiecks  nur  2  Winkel  und  2  Seitenverhältnisse   . 
in  Betracht.    Nun  sind  zur  Construction  der  ähnlichen  Dreiecke 

SAB  und  537B7  (Fig.  69)  ausreichend: 

1)  Zwei  Winkel   y,  a.     (Eine    Seite,  Fig-  69. 
b  oder  bv  wird  beliebig   angenommen,   und 
dann  das  Dreieck  aus  6,  a,  y  construirt.) 

2)  Ein  Winkel  y  und  das  Verhält- 
niss der  ihn  einschliessenden  Seiten. 
(Das  Dreieck  wird  aus  zwei  in  dem  gege- 
benen Verhältniss  stehenden  Strecken  a  und  6, 
oder  a,  und  bv  und  aus  dem  Winkel  y  con- 
struirt.) 

3)  Ein  Winkel  y  und  das  Verhält- 
niss einer  anliegenden  zur  gegenüberliegenden  Seite. 
(Das  Dreieck  wird  aus  zwei  in  dem  gegebenen  Verhältniss 
stehenden  Strecken  b  und  c,  oder  bl  und  ex  und  aus  dem 
Winkel  y  construirt.)*) 

4)  Zwei  Seitenverhältnisse.  (Das  Dreieck  wird  aus 
drei  in  den  gegebenen  Verhältnissen  stehenden  Strecken  a,  6,  c1 
oder  av  by  ex  construirt.) 

Man  hat  also  den  Satz: 

Zur  Bestimmung  der  Gestalt  eines  Dreiecks  durch  244. 
Winkel  und  Seitenverhältnisse  sind  zwei  dieser  Stücke 
othwendig  und  hinreichend. 

Ist  nun  zu  einem  von  zwei  ähnlichen,  perspectivisch  lie- 

enden  Dreiecken  (ÖÄc<>>a161c1)  irgendwo  in   der  Ebene   ein 

ngruentes  (a^^— a\^\c\)  construirt,  so  ist  auch  a6c  <\>  a26oC2. 
an  kann  daher  aus  2  Seitenverhältnissen  oder  Winkeln  ähn- 


*)  Damit  nur  eine  Lögung  möglich  sei,  muas  c>6  sein.    Vgl.  92« 
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liehe  Dreiecke  nicht  nur  in  perspectivischer,  sondern  in  belie- 
biger Lage   construiren,   und   aus   den  4  oben   aufgestellten 
Fällen  der  Bestimmung  der  Gestalt  eines  Dreiecks  gehen  hervor 
Die  Aehnlichkeitssätze: 
246.  1)  Zwei  Dreiecke  sind  ähnlich,  wenn  sie  in  zwei 

Winkeln  übereinstimmen. 

246.  2)  Zwei  Dreiecke  sind  ähnlich,  wenn  sie  in  einem 
Winkel  und  dem  Verhältniss  der  ihn  einschliessenden 
Seiten  tibereinstimmen. 

247.  3)  Zwei  Dreiecke  sind  ähnlich,  wenn  sie  in  einem 
Winkel  und  dem  Verhältniss  einer  anliegenden  zur 
(grösseren)  gegenüberliegenden  Seite  übereinstimmen. 

248.  4)  Zwei  Dreiecke  sind  ähnlich,  wenn  sie  in  zwei 
Seitenverhältnissen  übereinstimmen. 

Anm.  Andrer  Beweis  der  Aehnliohkeitssätze.  Sind  ake  und  036302 
die  gegebenen  Dreiecke,  so  trage  man  (Fig.  69)  4*  von  8  aas  auf  »  ab  bis  4 1 
und  ziehe  ^ H  \\AB,  wodurch  das  Dreieck  SAfi\  («1*1*1)  entsteht.    Dann 

ist  46t  et  (v*bt  (289),  und  ^bif  ^«^«2  (für  245  nach  90,  für  246  nach 

91,  für  247  nach  92,  für  248  nach  93);  folglich  dtcVvt^c*. 

Aus  der  Gleichheit  zweier  Winkel  oder  Seitenverhältnisse 
in  zwei  Dreiecken  folgt  hiernach  die  Gleichheit  aller  übiigen. 

Anm.  Jedes  Dreieck  zerfällt  durch  eine  zu  einer  Seite  gezogene 
Parallele  in  ein  ähnliches  Dreieck  und  ein  Trapez.  Ist  das  gegebene 
Dreieok  gleichschenklig,  so  sind  auch  die  nicht  parallelen  Seiten  des  Tra- 
pezes einander  gleich,  und  das  Trapez  heisst  gleichschenklig.  Die 
Verbindungsstrecke  der  Mitten  der  nicht  parallelen  Seiten  eines  Trapezes 
heisst  seine  Mittellinie.  Ist  die  kleinere  der  parallelen  Seiten  gleich 
Null,  so  geht  das  Trapez  in  ein  Dreieck  Aber. 

111.  Vierte  Proportionale.  —  Wenn  zwischen  vier  Strecken 
a,  6,  av  bx  die  Proportion  besteht: 

a  —  °i 
T"  V 
so  heisst  jede  der  vier  Strecken  die  vierte  Proportionale 
der  drei  übrigen.    Aus  Fig.  67  ergiebt  sich  nun  die  Lösung  der 

Aufgabe  10.  —  Zu  drei  gegebenen  Strecken  die 
vierte  Proportionale  zu  construiren. 

Man  zeichne  einen  beliebigen  Winkel*)  und  trage  (wem 
a  die  gesuchte  Strecke  ist)  vom  Scheitel  aus  auf  dem  einei 
Schenkel  b}  und  dann  a2  (hinter  oder  auf  einander)  ab,  au 
dem  andern  b.    Dann  verbinde  man  die  Endpunkte  von  6  und  b 


*)  Am  besten  mit  der  Oeffhung  nach  oben,  wenn  die  gesuchte  Streok 
im  Zahler,  mit  der  Oeffnung  nach  unten,  wenn  sie  im  Nenner  steht. 
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und  ziehe  zu  dieser  Verbindungsstrecke  durch  den  Endpunkt 
von  ax  die  Parallele.  Diese  schneidet  auf  dem  andern  Schen- 
kel die  Strecke  a  ab. 

j    o  HS! 

Da  in  Fig.  67  -^-A  =  -^-^  ist,  so  erhält  man  ferner  die 

A  +  A  M3+B 

Lösung  der 

Aufgabe  11.  —  Eine  gegebene  Strecke  AS  nach 
einem  gegebenen  Verhältniss  in  zwei  oder  mehrere 
Theile  zu  theilen  (d.  h.  so,  dass  die  Theile  sich  wie 
gegebene  Strecken  oder  Zahlen  zu  einander  verhalten). 

Man  ziehe  durch  den  einen  Endpunkt  der  zu  theilenden 
Strecke  eine  beliebige  Gerade,  trage  auf  derselben  nach  ein- 
ander die  gegebenen  Strecken  ab  (oder  solche,  die  sich  wie 
die  gegebenen  Zahlen  verhalten),  verbinde  den  Endpunkt  der 
letzten  mit  dem  andern  Endpunkt  der  zu  theilenden  Strecke 
und  ziehe  zu  dieser  Verbindungsstrecke  durch  die  übrigen 
Endpunkte  die  Parallelen.  Diese  theilen  die  gegebene  Strecke 
in  dem  geforderten  Verhältniss. 

Anm.  Der  specielle  Fall  dieser  Aufgabe:  Eine  Strecke  in  n  gleiche 
Theile  zu  theilen,  wurde  in  entsprechender  Weise  bereits  auf  S.  21  gelöst. 

112.  Harmonische  Punktepaare.  —  Die  Aufgabe  11  kann 
auch  in  folgender,  verallgemeinerter  Fassung  ausgesprochen 
werden: 

Aufgabe  12.  —  Auf  einer  Geraden  einen  Punkt  zu 
bestimmen,  dessen  Abstände  von  zwei  gegebenen  Punk- 
ten der  Geraden  ein  gegebenes  Verhältniss  haben. 

Diese  Aufgabe   kann   ausser   durch  Fig.  67  auch  durch 
Fig.  68  gelöst  werden.    Denn  sind  dort  A  und  S  die  gege- 
benen Punkte,  so  kann  der  Fig.  70. 
gesuchte  Punkt  Ax  nicht  nur 
auf  der  Strecke  AS  (Fig.  67), 
sondern    auch    ausserhalb 
derselben  (Fig.  68)  liegen. 

Sind  A  und  B  die  ge- 
gebenen Punkte  (Fig.  70), 
o  kann  man  die  zweite  Ver- 
iältnissstrecke  entweder  an  die  erste  (AC)  antragen  (CBt\ 
der  auf  ihr  abtragen  (CB2).  Die  durch  C  zu  B.B  oder  B2B 
,3ZOgenen  Parallelen  geben  dann  als  gesuchten  Punkt^oder  C2t^ 
md  es  ist         AC         AC^       AC    ^  A(J^ 


B*C         BC+        B2C         BC 


% 


&' 


3* 
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Es  giebt  also  auf  einer  Geraden  zwei  Punkte  (Cx  und  C^), 
deren  Abstände  von  zwei  gegebenen  Punkten  (A  und  B)  ein 
gegebenes  Verhältniss  haben.  Das  Punktepaar  Cv  C2  heisst 
harmonisch  zu  A}  B,  und  es  besteht  zwischen  den  vier  Ab- 
ständen des  einen  Paars  vom  andern  die  aus  den  letzten  For- 
meln folgende  Beziehung: 

Aci  -  A(k 

K)  BCX"  BC2' 

Hiernach  sagt  man,  eine  Strecke  (AC2)  sei  harmonisch  ge- 
theilt,  wann  der  erste  Theil  (AC.)  sich  zum  zweiten  (BCX) 
verhält,  wie  die  ganze  Strecke  (AC2)  zum  dritten  (BC2). 
Aus  (1)  folgt: 

(2) 


AC±_  BC± 


AC2       BC2 

Diese  Formel   unterscheidet   sich  von  (1)  nur  dadurch,  dass 
das  Paar  (A,  B)  mit  dem  Paare  (CjC2)  vertauscht  ist.    Man 
hat  also  den  Satz: 
»49.  Ist  von  zwei  Punktepaaren  das  zweite  harmonisch 

zum    ersten,    so   ist   auch   das  erste  harmonisch   zum 
zweiten. 

Die  Punkte   eines   solchen  Paares  heissen  einander  zu- 
geordnet (conjugirt). 

Ist  auf  einer  Geraden  ein  Punktepaar  A,  B  gegeben,   so 
giebt   es  zu  jedem  zwischen  A  und  B  liegenden  Punkte   Cx 
einen  vierten  harmonischen  Punkt  C2.    Also: 
»60.  Zu  einem  Punktepaare  giebt  es  beliebig  viele  har- 

monische. 

Aus  (1)  folgt: 

_   ACi        _   _  AC2 


AB-ACX        AC2-AB] 


oder  (nach  Theil  I,  101): 

^-i-i-  AB  •     AB  +  A?L-9 
ÄCt  AC2y     ACX*  ~ÄCt~*' 

öden  (3)  _^±_^Ä  j^- 

(worin  man  die  Zähler  mit  einer  beliebigen  Strecke  multiplicirt 
denken  kann).  In  Folge  dieses  Zusammenhanges  sagt  man, 
dass  die  drei  von  A  ausgehenden  Strecken  ACV  AC2,  AB  eine 
harmonische  Proportion   bilden,  und  nennt  AB  das  har- 
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monische  Mittel*)  zwischen  ACt  und  AC„.  Rückt  der  Punkt 
C*  (Fig.  70)  näher  an  B  heran,  so  wird  AÖ}  grösser.  Da  nun 
AB  unverändert  bleibt,  so  folgt  aus  Formel  (3),  dass  ^  klei-  AC* 
ner  wird;  d.  h.:  auch  C2  rückt  näher  an  B.  —  Fällt  Cx  mit  B 
zusammen,  d.  h.  ist  ACX  =  AB,  so  folgt  aus  Formel  (3),  dass 
auch  AC2  =  AB  ist;  d.  h.:  auch  C2  fällt  mit  B  zusammen.   Also: 

Fällt  ein  Punkt   eines    Paares   mit   einem   Punkte  261. 
eines  zu  ihm  harmonischen  Paares  zusammen,  so  fällt 
auch  der  andere  mit  ihm  zusammen. 

Ist  ABz=2ACv  so  folgt  aus  (3),  dass   -^  =0,  d.  h.  dass 

2 

die  Strecke  AC2  unendlich  gross  ist  (vgl.  Theü  I,  149);  d.  h.: 

Rückt  ein  Punkt  in  die  Mitte  eines  Punktepaares,  252. 
so  rückt  der  ihm  zugeordnete  harmonische  Punkt  nach 
entgegengesetzter  Richtung  in  unendliche  Entfernung 
(und  umgekehrt). 

Aom.  Uebersohreitet  der  erste  Punkt  die  Mitte,  so  kommt  der 
zugeordnete  Punkt  (aus  -f~  30  naon  —  OD  springend)  von  der  entgegen- 
gesetzten Richtung  her  aus  unendlicher  Entfernung  ihm  wieder  entgegen. 
(Vgl.  Nr.  58.) 

113.  Speeieller  Fall  —  Ist  in  Fig.  70  der  Winkel  B%BBX 
ein  Rechter  (Fig.  71),  Fig  71 

so  ist  B2BX  Durch- 
messer, und  C  Mittel- 
punkt   des    um    das 

Dreieck  BBJL  be- 
schriebenen Kreises 
(165,vgl.Anm.z.202), 
also 

C/jOa   =    CB  =    iJBy» 

Demnach  sind  die  Dreiecke  B2BC  und  BjBC  gleichschenklig, 
und  da  CCX\\  BXB  und  CCA\B2B,  so  ist  C^  senkrecht  zu  BB% 
und  CC2  senkrecht  zu  BBX  (72).  Folglich  sind  (Umk.  z.  99) 
CCl  und  CC2  die  Geraden,  welche  den  Winkel  ACB  und  seinen 
Nebenwinkel  halbiren,  und  da  die  Proportionen 

A(L  —  A9\     A(L  _  A9% 

B^Q       2>Gj       B2G       BC2 

*)  Macht  man  j4q  =  3,    C^B=  1,   BC^g,    so    sind   die  Strecken 

A(\  =  3,  AB  =  4,  jiCfc  =  6.  Ihre  Verhaltnisse  -f-  =  |->  -f-i  !j=-f-  sind 
dann  die  den  musikalischen  Intervallen  Quint,  Quart,  t)ctave  entsprechen- 
den Zahlen,  woraus  sich  der  Ausdruok  ,,narmonisoh"  erklärt. 
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(wenn  man  darin  BXC  und  B2C  durch  BC  ersetzt)  übergehen  in 

AC       ACt        AC2 


BC       BCX  ""  BC2y 
so  hat  man  die  Sätze: 

253.  Die  Halbirungslinie  eines  Winkels  im  Dreieck 
theilt  die  gegenüberliegende  Seite  im  Verhältniss  der 
anliegenden  Seiten. 

264»  Die  Halbirungslinie  eines  Aussenwinkels  im 
Dreieck  schneidet  die  gegenüberliegende  Seite  in 
einem  Punkte,  dessen  Abstände  von  ihren  Endpunk- 
ten sich  verhalten  wie  die  anliegenden  Seiten. 

Anm.  Ein  specieller  Fall  von  253  ist  99.  Wie  lautet  der  ent- 
sprechende, aus  254  folgende  Satz? 

Aus  253  folgt,  dass  alle  Punkte  C,  deren  Entfernungen 
von  A  und  B  sich  wie  die  Strecken  ACX  und  BCX  verhalten, 
Spitzen  von  Dreiecken  sind,  in  welchen  die  Halbirungslinien 
der  Winkel  C  durch  den  Punkt  C1  gehen,  und  die  Halbirungs- 
linien der  Aussenwinkel  durch  den  Punkt  C2.  Da  ii\xn  BB^BB^ 
CCX \\BXB,  CC2\\B2B,  so  ist  auch  CCx±CCy  d.  h.  das  Dreieck 

C1€C2  ist  stets   rechtwinklig.     Der  geometrische  Ort  von  C 
ist  also  (170)  die  über  CXC2  als  Durchmesser  beschriebene 
Kreislinie,  und  man  hat  den  Satz: 
255.  Der  geometrische  Ort  eines  Punktes,   dessen  Ab- 

stände von  zwei  festen  Punkten  A,  B  ein  gegebenes 
Verhältniss  haben,  ist  die  Kreislinie,  welche  über  der- 
jenigen Strecke  als  Durchmesser  beschrieben  ist,  deren 
Endpunkte  die  Strecke  AB  in  dem  gegebenen  Verhält- 
niss theilen. 

Anm.  Sind  die  beiden  Abstände  einander  gleich,  so  rückt  C%  in 
die  Mitte  von  AB,  dagegen  C2  und  der  Mittelpunkt  der  Kreislinie  in  un- 
endliche Entfernung,  die  Kreislinie  verwandelt  sieb  demnach  in  die  Gerade, 
welche  in  (\  auf  AB  senkreoht  steht,  und  der  Satz  255  geht  über  in  120.  — 
Wie  läset  sich  Aufgabe  12  mittelst  der  Sätze  253  und  254  lösen? 

b.  Aehnllchkeit  bei  Yerkehrt-perapcctiriseher  Lage. 

114.   Statt   durch  eine  zu  einer  Dreiecksseite   gezogene 

Parallele  kann  man  zu  einem  gegebenen  Dreieck  CAB  auch 
dadurch  ein  ähnliches  construiren,  dass  man  den  Winkel  A  in 
einem  Punkte  Ax  der  gegenüberliegenden  Seite  oder  ihrer  Ver- 
längerung anträgt  (Fig.  72  und  73),  so  dass  CAlBl  =  CAB  ist. 
<?.&  ist  alsdann   CAB  <%>  CA\Bl  (245).     Da  aber  die  Stücke  des 
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einen  Dreiecks  in  entgegengesetzter  Reihe  auf  einander  folgen 
wie  die  homologen  Stücke  des  anderen, 
so  müsste  man,  um  beide  in  perspec- 
tiyische   Lage   zu    bringen,    das   eine 

(GBjÄj)  auf  die  entgegengesetzte  Seite 
der  Ebene  bringen.  Man  kann  daher 
die  durch  obige  Construction  entstan- 
dene Lage  der  beiden  Dreiecke  eine 
verkehrt- perspectivische  nennen. 
Aus  der  Aehnlichkeit  der  Dreiecke 
folgt: 

}       CAX  ""  CBX'  } 

Nimmt  man  nun  an,  dass  alle  vier 
von  C  ausgehende  Strecken  durch  das- 
selbe Mass  gemessen  seien,  und  ver- 
steht man  nach  dieser  Voraussetzung 
unter  dem  Producte  zweier 
Strecken  das  Product  ihrer  Mass- 
zahlen, so  kann  die  letzte  Formel 
(nach  Th.  I,  99)  geschrieben  werden: 

2)  CA.CBl=zCB.CAv 

Anm.    Durch  Anwendung  dieser  Form 
der   Proportion   erreicht  man   den   Vortheil, 
dass  die  auf  derselben  Geraden  liegenden  Strecken  auch  wieder,  wie  früher, 
auf  derselben  Seite  der  Formel  beisammen  stehen. 

In  Fig.  72  ist  CA1Bl  +  BAlB1  =  2R,  oder,   da   CAlB1  = 

ByAB  ist: 
1  B1AB  +  BA1B1  =  2R\ 

d.  h. :  die  Punkte  A,  B,  Av  Bx  liegen  auf  derselben  Kreislinie 

(Umk.  z.  206).    Formel  2)  giebt  hiernach  den  Satz: 

Schneiden   sich   zwei   Secanten  eines  Kreises,  so  g6& 

ist  das  Product  der  vom   Schnittpunkt   ausgehenden 

Abschnitte  auf  der  einen  so  gross  wie  auf  der  andern. 

In  Fig.  73  ist 

BAB1==BAlB1;  _ 

emnach    stimmen    die  Dreiecke  BABl   und  BAlBl   in  einer 

*)  Man  sagt  in  diesem  Falle  auch,  dass  die  vier  von  C  ausgehenden 
trecken  eine  wiederkehrende  Proportion  bilden,  weil  man,  um  ihre 
Hieder  in  richtiger  Reihenfolge  zu  erhalten,  von  einer  der  beiden  Geraden 
CA)  zur  andern  übergehen  (CAf  und  CB),  und  zuletzt  zur  ersten  (Cßj) 
urüekkehren  muss. 
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Seite  (BBX)  und  dem  gegenüberliegenden  Winkel  überein;  d.  h. : 
die  Punkte  Ay  B,  Av  Bx  liegen  auf  derselben  Kreislinie  (167). 
Formel  2)  giebt  hiernach  den  Satz: 
267.  Schneiden  sich  zwei  Seimen  eines  Kreises,  so  ist 

das  Product  der  vom  Schuittpunkt  ausgehenden  Ab- 
schnitte auf  der  einen  so  gross  wie  auf  der  andern. 

Anm.  Offenbar  ist  267  nur  ein  specieller  Fall  von  256.  Die  Um- 
kehrungen beider  Sätze  sagen,  dass,  wenn  zwisohen  2  von  einem  Punkt 
ausgehenden  Streckenpaaren  auf  zwei  Geraden  die  Formel  2)  besteht,  als- 
dann die  Endpunkte  der  vier  Streoken  auf  derselben  Kreislinie  liegen. 

Hiernach  hat  das  Product  aus  den  Abständen  eines  Punk- 
tes von  den  Schnittpunkten  einer  durch  ihn  gezogenen  Geraden 
mit  dem  Kreise  denselben  Werth,  welches  auch  die  Richtung 
der  Secante  sei.  Dieses  Product  heisst  die  Potenz  des 
Punktes  in  Bezug  auf  den  Kreis.  Liegt  der  Punkt  ausserhalb 
der  Kreisfläche,  so  haben  beide  Strecken  dieselbe  Richtung, 
und  die  Potenz  ist  positiv;  liegt  der  Punkt  innerhalb,  so  haben 
beide  Strecken  entgegengesetzte  Richtung,  und  die  Potenz  ist 
negativ;   liegt   er   auf  der  Kreislinie,  so   ist  die  Potenz  Null. 

115.  Speeielle  Fälle.  —  1)  Wenn  in  Fig.  72  die  Punkte 
A,  und  B  in  einen  einzigen  Punkt  B  zusammenfallen,  so  ist 
CB  Tangente  des  Kreises,  und,  da  2)  in 

3)     CB2  =  CA  .  CB1 

übergeht,  gleichzeitig  mittlere  Proportionale  (Siehe  Th.  I, 
Nr.  87)  zwischen  CA  und  CBV     Der  Satz  256  geht  also  über 
in  den  folgenden: 
258.  Schneiden  sich  eine  Secante  und  eine  Tangente 

eines  Kreises,  so  ist  die  Tangente  mittlere  Propor- 
tionale zwischen  den  beiden  vom  Schnittpunkt  aus- 
gehenden Abschnitten  der  Secante. 


Fig.  74. 


oder 


2)  Wenn  im  letzten  Falle  AB  (Fig.  72) 
ein  Durchmesser  des  Kreises   ist,    so   irt 

Dreieck  CAB  rechtwinklig   (182);   und,  da 
ABxB=zR   (165)   und   CBXB  =  R  (56),    so 

sind  auch  die  Dreiecke   ÄBJl  und  CBX~ 
rechtwinklig   und    einander  ähnlich  (245 
Hieraus  folgt: 

CBt  _  BBX 

fBxB  ""  B}A' 

4)  BBf  =  BxC.nxA. 

Die  Formeln  3)  und  4)  enthalten  nun  zusammen  den  Sat? 
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Fällt  man  im  rechtwinkligen  Dreieck  die  Höhe  259. 
aus  dem  Scheitel  des  rechten  Winkels,  so  ist  1)  jede 
Kathete  die  mittlere  Proportionale  zwischen  der 
ganzen  Hypotenuse  und  ihrem  an  der  Kathete  lie- 
genden Abschnitt,  2)  die  Höhe  die  mittlere  Propor- 
tionale zwischen  den  Abschnitten  der  Hypotenuse. 

Anra.  Nennt  man  C,  £|,  A  bezw.  die  Fusspunkte  von  £C,  BI^,  BAt 
so  kann  man  £59  auch  so  aussprechen:  Jede  der  von  ß  ausgehenden 
Strecken  ist  m.  P.  zwischen  den  beiden  von  ihrem  Fusspunkt  ausgehen- 
den Strecken. 

Der  Satz  259  gestattet  nun  die  Lösung  der 

Aufgabe  13.  —  Zu  zwei  gegebenen  Strecken  die 
mittlere  Proportionale  zu  construiren. 

1)  Man  construirt  über  der  Summe  der  beiden  Strecken 
(CBX  und  ABX)  als  Durchmesser  einen  Kreis  und  errichtet  in 
ihrem  gemeinsamen  Endpunkte  (Bx)  auf  diesem  Durchmesser 
die  Senkrechte  (BXB). 

2)  Man  construirt  über  der  grösseren  der  beiden  Strecken 
(CA  und  CBj)  als  Durchmesser  einen  Kreis,  errichtet  in  dem 
Endpunkte  (ßx)  der  auf  der  grösseren  abgetragenen  kleineren 
Strecke  die  Senkrechte  (BjÄ)  und  verbindet  deren  Endpunkt  (B) 
mit  dem  gemeinsamen  Endpunkte  (£)  beider  Strecken. 

U6.*  Erweiterung.  —  Seien  A  und  B  die  Schnittpunkte 
zweier  Kreislinien  0  und  Ov  Zieht  man  dann  aus  einem 
Punkte  5  ihrer  gemeinsamen  Secante  an  0  die  Tangente  ST, 
an  Oj  die  Tangente  STV  so  ist  (258) 

AT2  s  SA  .  SB  =  STt2, 

folglich  ST  =5ri; 

d.  h  :  Die  aus  einem  Punkte  der  gemeinsamen  Secante  260. 
zweier  (oder  mehrerer)  Kreise  an  dieselben  gezoge- 
nen Tangenten  sind  einander  gleich. 

Beschreibt  man  aus  S  mit  ST  als  Radius  einen  Kreis,  so 
sind  die  Radien  der  ersten  Kreise,  OT,  OxTv  . .  Tangenten 
desselben.    Ebenso,  wenn  man  aus  anderen  Punkten  der  Se- 
ilte, Sv  So  .  •  mit  den  an  0  gezogenen  Tangenten  Kreise 
^schreibt.    Das  System  der  Kreise  0,  Ov  .  .  steht  also  zu 
m  System  der  Kreise  S,  Sv  . . .  in  der  Beziehung,  dass  die 
.ngenten  des  einen  Systems  Radien   des  andern  sind,   oder, 
ss  Radien  (Tangenten)  aller  Kreise   des  einen  Systems  auf 
aem  Radius  (einer  Tangente)  eines  Kreises  des  andern  Systems 
mkrecht  stehen. 

•Jchlegftl,  ElemanUi-Mathomatik.   U.  3 
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Fig.  75.  Nennt  man  nun  den  Winkel, 

welchen  die  im  Schnittpunkte  zweier 
Kreise  gezogenen  Tangenten  mit 
einander  bilden,  den  Winkel, 
unter  welchem  die  Kreise 
sich  schneiden,  so  folgt  aus  der 
zuletzt  gefundenen  Beziehung,  dass 
die  Kreise  des  einen  Systems  von 
denen  des  andern  unter  rechtem 
Winkel  geschnitten  werden. 

Einen  Kreis,  welcher  einen 
anderen  unter  rechtem  Winkel 
schneidet,  nennt  man  den  Ortho- 
gonalkreis desselben.  —  Die  Ge- 
rade, deren  Punkte  die  Eigenschaft 
haben,  dass  die  aus  einem  dersel- 
ben an  zwei  Kreislinien  gezogenen  Tangenten  einander  gleich 
sind,  heisst  die  Potenzlinie  der  beiden  Kreise.  —  Man  er- 
hält nun  weiter  folgende  Sätze: 

261.  Die  Potenzlinie  zweier  sich  schneidender  Kreise 
ist  ihre  gemeinsame  Secante,  die  Potenzlinie  zweier 
sich  berührender  ihre  gemeinsame  Tangente  im  Be- 
rührungspunkte. 

262.  Zu  einem  Systeme  von  Kreisen,  die  sich  in  zwei 
Punkten  schneiden,  gehört  ein  System  von  Ortho- 
gonalkreisen, deren  Mittelpunkte  auf  der  gemein- 
samen Secante  des  ersten  liegen.  —  Die  Gentrallinie 
der  Kreise  des  einen  Systems  ist  die  Potenzlinie  der 
Kreise  des  andern. —  Die  Potenzlinie  jedes  Systems 
ist  eine  Kreislinie  desselben  mit  unendlich  fernem 
Mittelpunkte. 

263.  Soll  eine  Kreislinie  zwei  gegebene  Kreislinien 
unter  rechtem  Winkel  schneiden,  so  ist  der  geo- 
metrische Ort  ihres  Mittelpunktes  die  Potenzlinie 
der  beiden  Kreise. 

Anm.  Construction  der  Potenzlinie.  —  Die  PotenzEnie  d 
sich  schneidenden  Kreise  0  und  04  ist  nicht  nur  durch  ihre  Schnittpunl 
(A,  ß),  sondern  auch  durch  die  Punkte  8  und  ^  bestimmt,  die  getund 
werden,  wenn  man  auf  2  beliebigen  Tangenten  der  beiden  Kreise  beliebig 
aber  gleiche  Strecken  abtragt,  und  mit  den  Yerbindungsstreoken  ihr 
Endpunkte  und  der  Mittelpunkte  Kreislinien  beschreibt,  die  sich  dann 
S  und  8|  schneiden.  Diese  Construotion  liefert  auch  die  Potenzlinie  zwei 
sich  nioht  sohneidender  Kreislinien. 
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Unter  den  Kreisen  des  Systems  0  ist  der  kleinste 
derjenige,  welcher  AB  zum  Durchmesser  hat  (114).  —  Da  in 
dem  rechtwinkligen  Dreieck  OTS  die  Kathete  TS  um  so  klei- 
ner ist,  je  kleiner  die  Hypotenuse  OS  ist  (118),  so  sind  die 
Kreise  des  Systems  S  um  so  kleiner,  je  näher  ihr  Mittel- 
punkt an  00  x  liegt.  Es  kann  aber  keiner  dieser  Mittelpunkte 
auf  der  Strecke  AB  liegen,  weil  von  Punkten  dieser  Strecke 
keine  Tangenten  an  die  Kreise  des  Systems  0  gezogen  werden 
können.  Da  die  aus  A  und  B  an  diese  Kreise  gezogenen 
Tangentenstrecken  die  Länge  Null  haben,  so  sind  auch  die 
Radien  der  aus  A  und  B  beschriebenen  Kreise  des  Systems  5 
gleich  Null;  d.  h.  diese  Punkte  sind  die  kleinsten  Kreise  des 
Systems.  In  dieser  Eigenschaft  heissen  die  Punkte  A  und  B 
Centralpunkte  des  Systems  S. 

Anm.  Man  kann  sagen,  dass  die  Kreise  des  Systems  8  sieb  in  den 
Punkten  A  und  ß  imaginär  schneiden.    (Kauml.  II.  S.  111.) 

Es  seien  drei  Kreise  Ov  Ov  03  gegeben  mit  den  Potenz- 
linien px  (für  0%  und  03),  p2  (für  03  und  Ox),  p3  (für  0.  und  0,). 
Aus  dem  Schnittpunkte  von  px  und  p2  kann  man  dann  eine 
Kreislinie  beschreiben,  welche  einerseits  02  und  03,  andrerseits 
03  und  Oj,  d.  h.  auch  gleichzeitig  die  Kreislinien  0,  und  Ox 
rechtwinklig  schneidet.  Demnach  muss  ihr  Mittelpunkt  auf  p3 
liegen  (263).    Man  hat  also  den  Satz: 

Die  Potenzlinien   dreier   Kreise   schneiden   sich  264. 
in  einem  Punkte. 

Der  Schnittpunkt  der  Potenzlinien  dreier  Kreise  heisst  ihr 
Potenzpunkt. 

Aus  264  folgt  endlich: 

Alle  Kreislinien,  welche  die  Eigenschaft  haben,  265. 
dass  die  Potenzlinie  je  zweier  durch  denselben  Punkt 
geht,  bilden  einen  Verein,  und  werden  sämmtlich  von 
einer    aus    diesem    Punkte    beschriebenen    Kreislinie 
unter  rechtem  Winkel  geschnitten. 

2)  Polygone. 

117.  Es  seien  durch  einen  Punkt  der  Ebene  (S)  und  durch 

die  Eckpunkte  eines  Polygons  ABC. .  Geraden  gezogen.  Wählt 
man  auf  einer  dieser  Geraden  einen  Punkt  (AJ  beliebig,  zieht 
AXBX\\AB,  BXCA\BC  u.  s.  w.,  sodass  jedes  Parallelenpaar 
zwischen  denselben  beiden  Geraden  liegt,  und  verbindet  den 
letzten  Punkt  Cx  mit  Av  so  ist  auch  CXAX II  CA.    [Denn  es  ist 

8* 
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SAB  co  SA^B} ; 


SBC  es)  SBjCj  ; 


SA        SC 


SÄ 

also  -jr.- 

1  SB 

alS0       ^ 


SB 
SB 


=  -*«-;   ferner 


5C 


mithin 


■7T7-  =  -™-;  ausserdem  A.SCX  =  ASC\ 


also 


SilC^Si,^  (246);  folglich  S^fcrzSiiC, 
und  AXX  \\AC  (70)].   Man  hat  also  den  Satz  : 

266.  aL^ —  1    /  Zieht    man    zwischen    mehreren 

durch  einen  Punkt  gehenden  Gera- 
den parallele  Streckenpaare  so,  dass 
die  Endpunkte  eines  jeden  die  An- 
fangspunkte des  folgenden  sind,  und  verbindet  die 
letzten  beiden  Endpunkte  mit  den  ersten  beiden  An- 
fangspunkten, so  sind  auch  diese  Verbindungslinien 
parallel. 

Da  in  Fig.  76  auch  -^vr  =   p*    *   ist,  so  hat  man,  unter 

der  Annahme,  dass  AB  j_  SA  und  CB  JL  SC  ist,  den  Satz : 

267.  Der  geometrische  Ort  eines  Punktes,  dessen  Ab- 
stände von  zwei  festen  Geraden  ein  gegebenes  Ver- 
hältniss  haben,  ist  ein  durch  ihren  Schnittpunkt 
gehendes  Geradenpaar. 

Anm.  Die  nähere  Bestimmung  dieser  Geraden,  welche  in  dem  Ver- 
bältniss  liegt,  nach  welchem  sie  den  Winkel  der  gegetonen  Geraden  thei- 
len,  erfordert  trigonometrische  Betrachtungen.  Um  sie  zu  construiren, 
braucht  man  nur  einen  ihrer  Punkte  zu  bestimmen,  für  den  sich  (nach 
197)  zwei  geometrische  Oerter  finden.  —  Der  Satz  267  ist  einerseits  ein 
Gegenstück  zu  256,  andrerseits  eine  Erweiterung  von  196. 

Die  beiden  Polygone  ABC. .  und  A1BlCl . . .  haben  also 
folgende  Eigenschaften:  1)  Je  zwei  „homologe"  Seiten  sind 
parallel;  2)  die  Verbindungslinien  je  zweier  „homologer"  Ecken 
gehen  durch  denselben  Punkt.  Vermöge  der  letzteren  Eigen- 
schaft sagt  man,  dass  die  Polygone  sich  in  perspecti  vis  eher 
Lage  befinden,  vermöge  beider  Eigenschaften,  dass  sie  eir 
ander  ähnlich  sind.  Der  Punkt  S  heisst  Aehnlichkeit* 
punkt,  jede  durch  S  gehende  Gerade  Aehnlichkeitsstrahj 
der  beiden  Polygone  Der  Aehnlichkeitspunkt  heisst  äusserer, 
wenn  zwei  homologe  Ecken  auf  derselben,  innerer,  wenn  sie 
auf  verschiedenen  Seiten  des  Aehnlichkeitspunktes  liegen.  Satz 
238  gilt  auch  für  Polygone. 

Umkehrung  von  266: 


117—119.   Dia  Aehnliohkeit 


117 


SCA  «v>  SCyA^ 


Sind  in  zwei  ähnlichen  Polygonen  zwei  homologe  268. 
Seitenpaare  parallel,  so  gehen  die  Verbindungslinien 
homologer  Ecken  durch  einen  Punkt 

118.  Eigenschaften  ähnlicher  Polygone.  —  1)  Aus  der  Paral- 
lelität ihrer  Seiten  folgt  der  Satz: 

In  zwei  ähnlichen  Polygonen  sind  je  zwei  homo-  269. 
löge  Winkel  einander  gleich. 

2)  Aus  den  Beziehungen:  SAB^SÄ^^  SBCivSB^... 
folgt  (243) 

AB    __    SB    _   BC  SC         __    CA 

A+B.  SB,  -^i^i  SC*  ^1"^1 

d.h.:  In  zwei  ähnlichen  Polygonen  sind  je  zwei  homo- 270. 
löge  Seitenverhältnisse  einander  gleich. 

3)  Nach  der  für  die  Aehnlichkeit  der  Polygone  aufgestell- 
ten Definition  sind  in  Fig.  76  auch  die  Polygone  SABC  und 

ÄdjUjC^  einander  ähnlich.  Da  dieselben  durch  homologe 
Diagonalen  in  die  in  1)  und  2)  betrachteten  ähnlichen  Poly- 
gone und  Dreiecke  getheilt  werden,  so  hat  man  den  Satz: 

Aehnliche  Polygone  werden  durch  homologe  Dia- 271. 
gonalen  in  ähnliche  Figuren  getheilt. 

4)  Aus   den   Proportionen  -j-»-  =-«7^ 

folgt  (Th.  I,  108): 

AB  +  BC+..+  CA      _    AB 

axbx  +  bxcx  + . .  +  cxAx  -  ÄXBX  ; 

d.h.:  Die  Umfange  ähnlicher  Polygone  verhalten  sich  27ä. 
wie  zwei  homologe  Seiten  (oder  Diagonalen). 

119.  Erweiterung.  —  Verbindet  man  die  Mitten  der  Seiten 

eines  Dreiecks  ABC,   so   erhält  man   nach  127   ein  Dreieck 

AXBXCV  welches  dem  gegebenen  ähnlich 
ist,  und  dessen  Seiten  denen  des  gege- 
benen parallel  sind.    Mithin  gehen  (268) 

lie   Verbindungslinien   homologer   Ecken 

lurch   einen   Punkt   (5),    und    da   diese 

Linien  die  Mittellinien  des  Dreiecks  ABC 
aind  (vgl.  Anm.  zu  Aufg.  2,  S.  57),   so  A^ 
hat  man  den  Satz: 

Die  Mittellinien  eines  Dreiecks   schneiden   sich  278. 
in  einem  Punkte. 


CA 

CXAX 


Hg  H9.  120.   Die  Aehnliohkeit. 

Der  Schnittpunkt  der  Mittellinien  eines  Dreiecks  beisst 
sein  Schwerpunkt. 

Aus  J5CJ  «ü  TTfäS  folgt: 

AS   _   ACX  _   BCX 

AXS  ""  AXSX  "  ii^ ' 


und  aus  CCXB  <v  CS^ : 


ÄC^^    CA        2 


iijÄj         CAX        1 ' 

j4«S        2 

folglich:  --— =  =  -5-  oder  4S=  2j41S; 

iljO  1 

274.  d.h.:  Die  Mittellinien  eines  Dreiecks  theilen  sich 
gegenseitig  im  Verhältniss  von  2:1. 

Da  S  auch  der  Schwerpunkt  des  Dreiecks  AXBXVX  ist, 

80  ist  ^  =  T  (274)' 

CC        2 

ausserdem  aber  -^^  =  -j-  (aus  CC,fl  <\>  CS.AX 

folgüch  -g£  =  -gl ; 

also  sind  die  Punktepaare  C,  *S  und  Cv  Sx  harmonisch  (For- 
mel 1),  S.  108),  und  man  hat  den  Satz: 

275.  Die  Verbindungslinie  der  Fusspunkte  zweier  Mit- 
tellinien eines  Dreiecks  schneidet  die  dritte  Mittel- 
linie in  einem  Punkte,  welcher  mit  den  Endpunkten 
derselben  und  dem  Schwerpunkte  harmonisch  ist. 

120.*  Bestimmung  der  Gestalt  eines  Polygons  durch  Winkel 
und  Seitenverhältnisse.  —  Die  Gestalt  eines  Polygons  ist  be- 
stimmt durch  seine  Winkel  und  Seitenverhältnisse  (vgl.  Nr.  110). 
Im  Allgemeinen  sind  daher  zwei  Polygone  ähnlich,  wenn 
sie  in  den  Winkeln  und  Seitenverhältnissen  überein- 
stimmen. Nun  sind  in  einem  Polygon  von  n  Seiten  alle  Sei- 
ten bestimmt,  wenn  man  n  —  1  Seitenverhältnisse  und  eine 
Seite  kennt.  Da  nun  durch  2n  —  3  Stücke  das  Polygon  voll- 
ständig bestimmt  ist  (95),  so  werden  2n  —  4  aus  Seitenver- 
hältnissen und  Winkeln  bestehende  Stücke  seine  Gestalt  be- 
stimmen und  man  hat  den  Satz: 
»76.  Die  Gestalt  eines  n-Ecks  ist  durch  2»  — 4  Seiten- 
verhältnisse oder  Winkel  bestimmt. 
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In  zwei  regelmässigen  Polygonen  sind  alle  Seitenverhält- 
nisse gleich  1,  und,  wenn  sie  gleiche  Seitenzahl  haben,  sind 
auch  alle  Winkel  des  einen  denen  des  andern  gleich.  Daraus 
folgt: 

Regelmässige  Polygone  von  gleicher  Seitenzahl  277, 
sind  ähnliche  Figuren. 

Sind  in  zwei  solchen  Polygonen  die  Seiten  des  einen 
parallel  denen  des  andern,  also  z.  B.  a\\a^\  m\\mv  und  ist 
die  Zahl  der  Seiten  eine  gerade,  so  hat  jede  Seite  eine  ihr 
parallele  gegenüberliegende  Seite.  Sind  also  a  und  m  zwei 
solche  gegenüberliegende  Seiten  des  einen  Polygons,  so  ist 
auch  allm;  ajlm..  Man  kann  nun  nicht  nur  a  und  av  m 
und  ml  als  homologe  Seitenpaare  betrachten,  sondern  auch 
a  und  mv  m  und  av  und  erhält  bei  der  einen  Annahme  einen 
äusseren,  bei  der  andern  einen  inneren  Aehnlichkeitspunkt.  Also : 

Zwei    regelmässige   Polygone   von   gleicher  und  278. 
gerader  Seitenzahl  haben,  wenn  eine  Seite  des  einen 
einer  Seite  des  anderen  parallel  ist,  einen  äusseren 
und  einen  inneren  Aehnlichkeitspunkt. 

Anm.  Da  die  Stracke  alt  regelmässiges  Zweieck  aufgefasst  werden 
kann,  so  haben  auch  zwei  Strecken  (wie  ans  Fig.  67  und  68  hervorgeht) 
zwei  Aehnlichkeitsponkte. 

121.*  Homologe  Punkte  und  Geraden.  —  Bei  zwei  ähnlichen 
Polygonen  in  perspectivischer  Lage  heissen  die  Punkte,  in 
welchen  zwei  homologe  Seiten  durch  einen  Aehnlichkeitsstrahl 
geschnitten  werden,  homologe  Punkte.  Die  Verbindungslinien 
homologer  Punktopaare  heissen  homologe  Linien,  die  Schnitt- 
punkte homologer  Linienpaare  heissen  wieder  homologe 
Punkte. 

Aus  266  folgt  nun: 

Homologe  Linien    in    ähnlichen,    perspectivisch  279. 
liegenden  Polygonen  sind  parallel. 

Und  aus  268: 

Die  Verbindungslinien  homologer  Punkte  in  ahn-  280. 
liehen,    perspectivisch    liegenden   Polygonen    gehen 
durch  den  Aehnlichkeitspunkt  (sind  also  Aehnlichkeits- 
strahlen). 

Steht  ein  Aehnlichkeitsstrahl  (SA  Fig.  76)  auf  zwei  homo- 
logen Seiten  (AB  und  AXBX)  senkrecht,  so  liefert  die  Formel 

^  =  ^  den  Satz: 

Die  Anstände  eines  Aehnlichkeitsstrahls  von  zwei  281. 


120  121—123.    Die  Aehnlicbkeit. 

homologen  Punkten  verhalten  sich  wie  zwei  homologe 
Seiten  (und  umgekehrt). 

Da  der  Punkt  5  (Fig.  76)    gemeinsamer  Eckpunkt  der 

beiden  ähnlichen  Polygone  SABC  und  ^JLBlCl  ist,  so  kann 
man  sagen,  dass  in  ihm  zwei  homologe  Punkte  zusammenfallen, 
oder,  dass  er  ein  homologer  Doppelpunkt  ist.  Da  nun 
die  Geraden  SA  und  SAX  homologe  Geraden  sind  und  in  eine 
einzige  Gerade  zusammenfallen,  so  kann  man  sagen,  dass  die 
Gerade  SA  eine  homologe  Doppellinie  sei.  Also: 
282«  Der  Aehnlichkeitspunkt  zweier  Polygone  ist  ein 
homologer  Doppelpunkt,  jeder  Aehnlichkeitsstrahl 
eine  homologe  Doppellinie. 

122.*  Erweiterung.  —  Es  seien  Av  Ay  A*  drei  homologe 
Eckpunkte  ähnlicher  Polygone  1,  2  und  3,  und  av  av  as  drei 
homologe  Seiten  derselben.  Ferner  seien  je  drei  homologe 
Seiten  parallel.  Es  sei  Sx  der  Aehnlichkeitspunkt  von  2  und  3, 
52  der  von  3  und  1,  S8  der  von  1  und  2.  Endlich  seien  hv 
hv  h3  die  Abstände  der  Punkte  A*,  Av  Az  von  der  Geraden 
SXS2.  Da  diese  Gerade  Aehnlichkeitsstrahl  sowohl  für  das 
Paar  13  wie  für  23  ist,  so  ist  nach  281' 

folglich :  ,  *  =  — K 

h2      a2 

In  Folge  dessen  ist  (nach  der  Umkehrung  zu  281)  die  Gerade 
5j52  auch  Aehnlichkeitsstrahl  des  Paares  12,  und  geht  daher 
durch  53.    Man  hat  also  den  Satz: 

283.  Die  Aehnlichkeitspunkte  dreier  ähnlicher  Poly- 
gone, von  denen  je  zwei  sich  in  perspectivischer 
Lage  befinden,  liegen  auf  einer  Geraden. 

3)  Kreise. 

123.  Zwei  Kreise.  —  Da  nach  222  die  Kreislinie  als  regel- 
mässiges Polygon  von  unendlich  vielen  und  unendlich  kleinen 
Seiten  angesehen  werden  kann,  so  gelten  die  für  Polygone, 
speciell  für  regelmässige  Polygone  aufgestellten  Sätze  (sofern 
sie  nicht  Winkel  oder  Seiten  betreffen)  auch  für  Kreise.    Also : 

284.  Kreise  sind  ähnliche  Figuren  (277). 

286.  Zwei  Kreise  haben  stets  einen  äusseren  und  einen 
inneren  Aehnlichkeitspunkt  (278). 


123.  124.  Die  Aehnlichkeit.  12l 

Die  Umfange  zweier  Kreise  verhalten  sich  wie  986. 
ihre  (Durchmesser  oder)  Radien  (272). 

Zwei  Bogen  oderSectoren  desselben  Kreises  y er- 387. 
halten  sich  wie  ihre  Centriwinkel  (151). 

124.  Eine  gemeinsame  Seeante.  —  Da  parallele  Durchmesser 
zweier  Kreise  als  homologe  Diagonalen  angesehen  werden  kön- 
nen, so  sind  parallele  Durchmesser  oder  Radien  homologe 
Linien,  mithin  die  Mittelpunkte  der  Kreise,  sowie  die  End- 
punkte paralleler  Radien  homologe  Punkte.  Hieraus  folgt  (280): 

Die  Gentrallinie  zweier  Kreise  geht  durch  die  288. 
Aehnlichkeitspunkte. 

Verbindet  man  die  Endpunkte  paralleler  Radien  289. 
zweier  Kreise,   so  geht  die  Verbindungslinie  durch 
den  äusseren  Aehnlichkeitspunkt,  wenn  die  Radien 
gleiche,    durch    den    inneren,    wenn    sie    entgegen- 
gesetzte Richtung  haben. 

Fig.  78. 


Zieht  man  aus  einem  Aehnlichkeitspunkte  zweier  290. 
Kreise   eine   gemeinsame  Seeante,    so   sind  die  nach 
den    homologen    Schnittpunkten    gezogenen    Radien 
parallel.    (Ümk.  v.  289.) 

Steht  also  in  dem  einen  Kreise  der  Radius  auf  der 
Seeante  senkrecht  (was  der  Fall  ist,  wenn  die  Seeante  in  eine 
Tangente  übergeht),  so  findet  dasselbe  auch  in  dem  andern 
Kreise  statt,  d.  h.: 

Die  aus  einem  Aehnlichkeitspunkte  zweier  Kreise  291. 
an  den  einen  gezogenen  Tangenten  berühren  auch  den 
andern. 

Zwei  Kreise  haben  hiernach  vier  gemeinsame  Tangenten. 
Die  beiden  durch  den  «äusseren  Aehnlichkeitspunkt  gehenden 
Tangenten  heissen  äussere,  die  durch  den  inneren  gehenden 
innere. 


122  124.  1Ä6.    Die  Aehnliohkeit. 

Anm.  Anwendung  der  Lehre  von  den  inneren  und  äusseren  Tan- 
genten zweier  Kreise  auf  die  Theorie  des  Schattens  einer  dunklen  Kugel 
unter  dem  Einfluss  einer  leuchtenden,  insbesondere  auf  die  Theorie  der 
Sonnen-  und  Mondfinsternisse.  —  Construction  der  Aehnlichkeitspunkte 
zweier  Kreise  mittelst  der  Centrallinie  und  zweier  paralleler  Radien.  — 
Construction  der  gemeinsamen  Tangenten  zweier  Kreise  mittelst  der  Aehn- 
lichkeitspunkte. 

Ist  durch  einen  Aehnlichkeitspunkt  zweier  Kreise  (5)  eine 
gemeinsame  Secante  gezogen,  die  den  Kreis  0  in  A  und  B, 
den  Kreis  0X  in  Ax  und  Bx  schneidet,  so  ist 

SAX  ~  S0X  "  SBX   (^0'  Mlh 
folglich :  SA  .  SBX  =  SB  .  SAX ; 

292.  d.h.:  Zieht  man  aus  einem  Aehnlichkeitspunkte  zweier 
Kreise  eine  gemeinsame  Secante,  so  sind  die  Producte 
aus  den  Abständen  je  zweier  nicht  homologer  Schnitt- 
punkte vom  Aehnlichkeitspunkte  einander  gleich. 

126.*  Zwei  gemeinsame  Seeanten.  —  Ist  durch  5  noch  eine 
zweite  Secante  mit  den  Schnittpunkten  C  und  D,  Cx  und  Dx 
gezogen,  so  ist 

SC         SO  _   SB 

SCX  ""  SOx  *~  SBX  ; 

also  SC.SBX  =  SB.SCX; 

293.  d.h.:  Auf  allen  durch  einen  Aehnlichkeitspunkt  zweier 
Kreise  gezogenen  Seeanten  sind  die  Producte  aus  den 
Abständen  je  zweier  nicht  homologer  Schnittpunkte 
vom  Aehnlichkeitspunkte  einander  gleich. 

Zwei  solche  nicht  homologe  Schnittpunkte  eines  Aehnlich- 
keitsstrahles  zweier  Kreise  heissen  potenzhaltende  Punkte 
in  Bezug  auf  den  Aehnlichkeitspunkt. 

Anm.  Was  wird  aus  den  Sätzen  292  und  293,  wenn  eine  Secante 
in  eine  Tangente  übergeht? 

Sei  r  der  Radius  des  Kreises  0,  und  rx  der  des  Kreises  0Xi 
ferner  5  der  äussere  und  T  der  innere  Aehnlichkeitspunkt  bei- 
der Kreise,  so  ist 

SO  _r^_   TO^ 

SOx  ~~  rx~~  TOx] 

d.  h.:  Die  Punktepaare  ST  und  0,0  sind  harmonisch,  oder: 

294.  Die  Aehnlichkeitspunkte  zweier  Kreise  sind  har- 
monisch zu  ihren  Mittelpunkten,  der  innere  theilt  die 
Centrallinie  im  Verhältniss  der  Radien. 
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Anra.  Wo  liegen  die  Aehnliohkeitspunkte,  und  was  wird  aus  den 
gemeinsamen  Tangenten  zweier  Kreise  in  den  5  einzelnen,  in  Nr.  105  zu- 
sammengestellten Fällen?  Ferner,  wenn  eine  der  beiden  Kreislinien  in 
einen  Punkt  oder  eine  Gerade  übergeht? 

Die  über  ST  (Fig.  78)  als  Durchmesser  beschriebene  Kreis- 
linie hat  nun  nach  255  die  Eigenschaft,  dass  für  jeden  ihrer 
Punkte  X  das  Verhältniss  seiner  Abstände  von  0  und  0}  das- 
selbe ist,  nämlich  r:rv    Man  hat  also: 

XO  __   r 

xox  -  v 

Zieht  man  nun  aus  X  an  die  Kreislinien  0  und  0X  bezw. 
die  Tangenten  XY  und  XYV  so  ist  07  =  r,  0,7,=^;  daher 
sind  nach  der  letzten  Proportion  die  rechtwinkligen  Dreiecke 

ÖZ7  und  OT^  ähnlich  (247),  und  die  Winkel  OXY  und  01XY1 
einander  gleich.  Da  diese  Winkel  aber  die  Hälften  derjenigen 
Winkel  sind,  welche  die  aus  X  an  jede  Kreislinie  gezogenen 
Tangenten  mit  einander  bilden  (187),   so  hat  man  den  Satz: 

Der  geometrische  Ort  eines  Punktes,  von  welchem  295. 
aus  zwei  Kreise  unter   gleichem  Winkel   erscheinen, 
ist  die  über  der  Verbindungsstrecke  ihrer  Aehnlich- 
keitspunkte  als  Durchmesser  beschriebene  Kreislinie. 

Anm.    Speoieller  Fall,  wenn  die  Kreiee  gleich  gross  sind. 

126.*  Drei  Kreise.  —  Es   seien   drei   Kreise  Ov  02,  03 
gegeben;  ferner  sei 
Sj  der  äussere,  T\  der  innere  Aehnlichkeitspunkt  von  02  und  03; 

Nehmen  wir  au,  dass  zwei  Kreise  ihren  äusseren  oder 
ihren  inneren  Aehnlichkeitspunkt  liefern,  jenachdem  sie  gleiche 
oder  entgegengesetzte  Vorzeichen  haben,  so  sind  folgende  Zu- 
sammenstellungen der  Zeichen  möglich: 

°1      °2     °3 
1)      +      +2     +3 

2)  +    +    - 

3)  +    -    + 

4)  -     +     +*) 

Da  in  jedem  dieser  vier  Fälle  der  Satz  283  gilt,  so  liegen  auf 
einer  Geraden:  1)  SXS2SZ,  2)  TJ2SZ,  3)  TXS2TV  4)  SJ2T^  d  h.: 

*)  Stellt  man  durch  Umkehrung  aller  Zeichen  die  noch  übrigen 
4  Fälle  her,  so  sieht  man  leicht,  dass  dieselben  keine  neuen  Beziehungen 
liefern. 
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Fig.  79. 


^ 


296.  Die  drei  äusseren  Aehnlichkeitspunkte  dreier 
Kreise  liegen  auf  einer  Geraden,  ebenso  je  zwei  in- 
nere mit  dem  dritten  äusseren 

Die  4  Geraden,  auf  welchen  je  drei  Aehnlichkeitspunkte 
dreier  Kreise  liegen,  heissen  Aehnlichkeitsaxen,  und  zwar 
diejenige  die  äussere,  auf  welcher  die  äusseren  Aehnlichkeits- 
punkte liegen,  die  andern  die  inneren. 

Werden  zwei  Kreise  (0,  und  02)  von  einem  dritten  (03) 
berührt,  so  sind  die  Punkte  7\  und  T2  die  Berührungspunkte, 
und  der  zweite  Theil  des  Satzes  296  lautet  jetzt: 

297.  Der  äussere  Aehnlichkeitspunkt  zweier  Kreise, 
die  von  einem  dritten  berührt  werden,  liegt  mit  den 
beiden  Berührungspunkten  auf  derselben  Geraden. 

IL  Die  Collineation. 

1)  Das  vollständige  Tiereck. 

127.*  Vorbemerkung.  —  Durch  Ziehen  einer  zu  einer 
Dreiecksseite  parallelen  Strecke  zwischen  den  beiden  andern 

Seiten  erhielt  man  auf  einfachste  Weise 
ein  ähnliches  Dreieck  in  perspectivischer 
Lage.  —  Dem  entsprechend  wird  durch 
Ziehen  einer  nicht  parallelen  Strecke  ZU 

zwischen  den  Seiten  eines  Dreiecks  ABX 
in  einfachster  Weise  ein  collineares  Dreieck 

AZU  in  perspectivischer  Lage  abgeschnitten. 

Es  wird  nun  zu   bestimmen   sein,  welche 

c    Beziehungen  zwischen  den  durch  diese  Con- 

struction  entstehenden  Strecken  stattfinden,  wenn  man  sowohl 


Fig.  80. 
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die  Seiten  des  Dreiecks,  wie  die  Strecke  ZU  beliebig  verlän- 
gert denkt.  Der  Kürze  wegen  mögen  die  Geraden,  auf  welchen 
die  Seiten  des  Dreiecks  liegen,  seine  Seitenlinien  heissen. 

128.*  Das  DoppelverhäUniss.  —  Die  zwischen  den  Seiten 

zweier  ähnlicher  Dreiecke  bestehende  Beziehung  -^j-  =  ->,=- 

(Formel  (1)  Nr.  109)  kann  in  der  Form  geschrieben  werden: 

SA      SBX 

SAtm  SB  -1# 

Die  linke  Seite  dieser  Formel  heisst  ein  DoppelverhäUniss. 
Ein  einfaches  Verhältniss  ist  positiv,  wenn  seine  beiden  Strecken 
gleiche,  negativ,  wenn  sie  entgegengesetzte  Richtung  haben. 
Ein  Doppelverhältniss  ist  hiernach  positiv  oder  negativ,  je 
nachdem  seine  beiden  Verhältnisse  gleiche  oder  entgegen- 
gesetzte Vorzeichen  haben. 

Demnach   kann   die  Beziehung  zwischen  den  Abständen 

AC*         AP 

von  vier  harmonischen  Punkten  (Formel  (1)  Nr.  112)  -=^  =  --£ 
in  der  Form  geschrieben  werden: 

BCl  '  AC2  "      x' 

weil  das  erste  Verhältniss  negativ,  das  zweite  positiv  ist. 

In  dem  letzten  Doppelverhältniss  kann  man  den  Nenner 
BCX .  AC2  aus  dem  Zähler  AC} .  BC2  dadurch  herstellen,  dass 
man  jeden  Endfactor  mit  dem  folgenden  Anfangsfactor  (dem- 
nach den  letzten  Endfactor  mit  dem  ersten  Anfangsfactor)  zu 
einem  Producte  verbindet.  Dadurch  erhält  man  CrB .  C«4, 
welches  Product  mit  BC1  ,AC2  gleiches  Vorzeichen  hat.  —  Mit 
Rücksicht  auf  diesen  Zusammenhang  zwischen  Zähler  und  Nen- 
ner kann  man  das  letzte  Doppelverhältniss  abgekürzt  in  der 

Form  schreiben  A 

(itt/j  .  ZJ02), 

wodurch  gleichzeitig  die  Reihenfolge  der  Punkte  (vgl.  Fig.  70) 
ausgedrückt  ist.  Hiernach  kann  man  die  Beziehung  zweier 
harmonischer  Punktepaare  in  dem  Satze  aussprechen: 

Das  Doppelverhältniss  zwischen  den  Abständen  298 
zweier   harmonischer   Punktepaare   ist   gleich  (— 1), 
und  umgekehrt. 

129.*   Das   Tripelverhältniss.  —  Eine   Gerade   (Fig.    80) 

schneide  die  Seitenlinien  eines  Dreiecks  ABX,  und  zwar  AB 


ii 


; 


.A 
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in  Z,  BX  in  C,  XA  in  U.    Zieht  man  dann  XD II  CZ,  und  ver- 
bindet A  mit  C,  so  ist 

RXDvBCZ;  AUZc*>AXD; 


also: 


multiplicirt: 


XC         DZ        AU        AZ 


BC  "  £Z  '     JK7  ""  DZ  ' 


BC       AZ       XU  '  CB   m   ZA       ÜX 

oder,  da  der  Nenner  aus  dem  Zähler  auf  dieselbe  Weise  her- 
vorgeht, wie  beim  Doppelverhältniss  harmonischer  Punkte: 

(XC.J?Z.i4D)  =  -l. 

Anm  In  dieser  Formel  folgt  auf  jede  Eeke  des  Dreiecks  der 
Schnittpunkt  auf  einer  anstossenden  Seite  und  dann  der  andere  Endpunkt 
derselben  Seite.  Nach  dieser  Bemerkung  ist  die  Formel  für  jedes  Dreieck 
leicht  herzustellen. 

Die  linke  Seite  der  letzten  Formel  heisst  ein  Tripel- 
verhältniss  (Dreieckschnittverhältniss).  Demnach  kann  Satz 
299  auch  so  ausgesprochen  werden: 

300.  Das  Tripelverhältniss  zwischen  den  Abständen 
der  Ecken  eines  Dreiecks  von  den  Schnittpunkten 
einer  seine  Seitenlinien  schneidenden  Geraden  ist 
gleich  —  1. 

301.  Umgekehrt:  Drei  Punkte  auf  den  Seitenlinien  ein  *s 
Dreiecks  liegen  auf  einer  Geraden,  wenn  das  Trip  1- 
verhältniss  ihrer  Abstände  von  den  Ecken  des  Dr  i- 
ecks  gleich  —  1  ist. 

Ist  ZUWBX,  so  rückt  Cin  unendliche  Entfernung,  folgl  ± 

ITC       ml        ATI 
ist  BC=  XC,  und  die  Formel    n^r  •  ~-jy  •   vfr  =  1  geht  ü  er 


BC.XU        BZ9 

oder:  XC .  BZ .  AU=  BC.AZ.  Xü\ 

299.  d.  h.:  Werden  die  Seitenlinien  eines  Dreiecks  von 
einer  Geraden  geschnitten,  so  ist  unter  den  6  Ab- 
ständen der  Schnittpunkte  von  den  Endpunkten  der 
zugehörigen  Seiten  das  Product  von  drei  nicht  an-  1 
stossenden  Strecken  gleich  dem  Producte  der  drei  \ 
anderen. 

Die  letzte  Formel  kann  man  auch  schreiben: 

XC       BZ       AU        ,        .        XC      BZ       AU 

=  1,  oder  -x=r.—^A-  •-7^-=  —  1» 


f 
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BZ         XU 
in  -  T7r  =  -ttT'    Di©  Aehnlichkeit  erweist  sich  hierdurch,  wie 

AL  AU 

vorauszusehen  war,  als  specieller  Fall  der  Collineation. 

Anm.  Die  Figur  80  enthält  im  Ganzen  6  Dreieoke,  deren  Seiten- 
linien von  je  einer  (nicht  durch  eine  Ecke  gehenden)  Geraden  geschnitten 
werden.    Es  schneidet  nämlich 

AX,  BY,  CZ, 

die  Dreiecke         BUY,  BCZ,      CAZ,  CAX\      ABX,  ABY. 

Nach  299  ist  1)  für  das  Dreieck  ABX,  geschnitten  von  CZ: 
XC.BZ.AÜ=BC.AZ.XU, 
2)  für  das  Dreieck  ACX,  geschnitten  von  BY: 

CB.XÜ.  AY=  XB.AO.  CY. 

Durch  Multiplication  dieser  beiden  Formeln  erhält  man: 

xc  :bz  .ay=az.xb.  cy, 

XC       YA       ZB 

oder:  -bx-cT-azT  =  +  1> 

oder:  (XC.  YA.ZB)  =  +  1; 

d.h.:  Verbindet  man  einen  beliebigen  Punkt  der  Ebene  sog. 

(U)  mit  den  Ecken  eines  Dreiecks  (ABC),  so  ist  das 
Tripelverhältniss  zwischen  den  Abständen  der  Ecken 
von  den  Schnittpunkten  dieser  Verbindungslinien 
gleich  + 1. 

Umgekehrt:  Drei  durch  die  Ecken  eines  Dreiecks  sos. 
gezogene   Geraden   gehen   durch  einen   Punkt,  wenn 
das   Tripelverhältniss    der    Abstände    ihrer    Schnitt- 
punkte von  den  Ecken  des  Dreiecks  gleich  +1  ist. 

Anm.    Die  Sätze  802  u.  803  sind  reoiprok  zu  800  u.  801.  (Vgl.  Nr.  76.) 

ISO.41  Das  Quadrupelverhältniss.  —  Eine  Gerade  AC  (Fig.  80) 

schneide  die  Seitenlinien  eines  Vierecks  BXUZ,  und  zwar  BZ 
und  XU  in  A,  BX  und  ZU  in  C.    Dann  ist  nach  299 

1)  für  das  Dreieck  BXU,  geschnitten  von  AC: 

BC.XA.  ÜY=XC .  ÜA  .  BY, 

2)  für  das  Dreieck  BZU,  geschnitten  von  AC: 

BA  .  ZC.  ÜY=ZA  .  ÜC.BY; 

a  0,  wenn  man  die  linke  Seite  jeder  dieser  Formeln  mit  der 
n  hten  Seite  der  anderen  mul tiplicir t : 

BC.XA  .  ZA  .  ÜC=  BA . ZC.XC.I7i4. 


128  130.   Die  Collineation. 

Durch  Verlängerung  je  zweier  gegenüberliegender  Seiten 
eines  Vierecks  (BXUZ)  bis  zu  den  Schnittpunkten  (A  und  C) 
entsteht  ein  vollständiges  Viereck  (s.  Anm.  zu  Nr.  78),  in 
welchem  die  Schnittpunkte  je  zweier  Gegenseiten  die  dritten 
Ecken  heissen  mögen.  Die  letzte  Formel  enthält  nun  den  Satz : 
304.  Bildet  man  im  vollständigen  Viereck  die  vier 
Producte  aus  den  Abständen  der  dritten  Ecken  von 
je  zwei  gegenüberliegenden  Ecken,  so  geben  zwei 
dieser  Producte,  die  verschiedene  Ecken  und  dritte 
Ecken  enthalten  (CB.CU,  AZ.AX),  mit  einander  mul- 
tiplicirt,  dasselbe  Product,  wie  die  beiden  andern 
(CZ .  CX,  AB  .  AU). 

Anm.  Satz  804  würde,  wenn  die  schneidende  Linie  die  Seiten  des 
Vierecks  in  vier  (statt  in  zwei)  verschiedenen  Punkten  träfe,  die  Erwei- 
terung von  299  auf  das  Viereck  sein. 

Die  letzte  Formel  kann  man  auch  schreiben: 

BC      XA     _0C      ZA^_ 

XC      ÜA      ZC  '  BA  ~    ' 

oder,  da  der  Nenner  aus  dem  Zähler  auf  dieselbe  Weise  her- 
vorgeht, wie  beim  Tripelverhältniss : 

(BC.XA.UC.ZA)  =  +  1. 

Die  linke  Seite  der  letzten  Formel  heisst  ein  Quadrupel- 
verhältniss  (Viereckschnittverhältniss).  Demnach  kann  Satz 
304  auch  so  ausgesprochen  werden: 
306.  Im  vollständigen  Viereck  ist  das  Quadrupelver- 
hältniss  zwischen  den  Abständen  seiner  Ecken  von 
seinen  dritten  Ecken  gleich  +  1. 

Endlich  kann  die  letzte  Formel  auch  geschrieben  werden: 

~XC      BA  ""   UC  •  ZA' 

oder:  (BC .  XA)  =  (ZC .  ÜA). 

Der  Inbegriff  beliebig  vieler  durch  einen  Punkt  (A)  gehen- 
den Geraden  (Strahlen)  wird  ein  Strahlenbüschel  genannt 
(speciell  Strahlenbündel,  wenn  die  Geraden  parallel  sind) 
und  durch  (A)  bezeichnet.  A  heisst  der  Scheitel  des  Strahlen- 
büschels. In  Fig.  80  wird  der  dreigliedrige  Strahlenbüschel  (A) 
von  der  Geraden  ZC  in  den  Punkten  Z,  U%  C,  und  von  der 
Geraden  BC  in  den  Punkten  B,  X,  C  geschnitten.  Die  letzte 
Formel  sagt  nun  aus,  dass  in  diesem  Falle  das  Doppelverhält- 
niss  (BC.XA)  für  jede  Richtung  der  schueidenden  Geraden 
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denselben  Werth  hat.  Da  dasselbe  für  alle  parallelen  Geraden, 
d.  h.  auch  für  jede  Lage  der  schneidenden  Geraden  stattfindet 
(nach  den  Eigenschaften  ähnlicher  Dreiecke),  so  gilt  allgemein 
der  Satz: 

Für    alle    Geraden,    welche    einen    dreigliedrigen  306. 
Strahlenbüschel  (A)  in  den  Punkten  JB,  X,  C  schneiden, 
hat  das  Doppelverhältniss  (BC.XA)  denselben  Werth. 

Ein  vierter  Strahl  des       %  «.    ftl 

Strahlenbüschels  (A)  werde  ** 

von  der  Geraden  CU  in  üv 
von  CX  in  Xx  geschnitten. 
Dann  ist  

1)  für  das  Dreieck  ÜZW, 
geschnitten  von  AX: 

CX.  BA .  Zü=  BX.  ZA .  Cü 

2)  für  dasselbe  Dreieck,    /  /  / 
geschnitten  von  AXX:                             '           ' 

CXX .  BA  .  Züx  =  BXX .  ZA  .  Cnti 

also,  wenn  man  die  linke  Seite  jeder  dieser  Formeln  mit  der 
rechten  Seite  der  andern  multiplicirt: 

CX.  ZU.  BXt .  Cüx  -  CXX .  Züx .  BX.  Cü, 

CX       BXX  Cü      Züx 


oder:  ßJ[   .  ^  _   zp    .  ^  , 

oder:  {CX .  BXX)  =  (Cü .  Züx) ; 

d.h.:  Ein  viergliedriger  Strahlenbüschel  schneidet  alle  807. 
*  Geraden  unter  demselben  Doppelverhältniss. 

Ist  dieses  Doppelverhältniss  gleich  —  1,  so  sind  die  vier 
Punkte  harmonisch  (298),  und  der  letzte  Satz  nimmt  die  spe- 
cielle  Form  an: 

Ein  durch  vier  harmonische  Punkte  gehender  (har-  308. 
monischer)   Strahlenbüschel    schneidet  jede   Gerade   in 
4  harmonischen  Punkten. 

Anm.     Wie  sind  die  harmonischen  Punkte   beschaffen,   wenn   die 
meidende  Gerade  2m  einem  Strahle  parallel  oder  senkrecht  ist? 

In  Fig.  71  ist  (C)  ein  harmonischer  Strahlenbüschel;  man 
t  also  den  Satz: 

Zwei   sich   schneidende    Geraden   bilden   mit   den  809. 
tlbirungslinien    ihrer    Winkel    einen    harmonischen 
trahlenbüschel. 

Qohl«g6l,  Elem«nUr-M*th«n*tik.  IL  9 
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181.*  Collineare  Punktreihen.  —  Der  Inbegriff  beliebig  vieler 
auf  einer  Geraden  (a)  liegenden  Punkte  wird  eine  Punktreihe 
genannt  und  durch  (a)  bezeichnet;  o  heisst  der  Träger  der 
Punktreihe.  Zwei  Punktreihen  sind  collinear,  wenn  ihre  Träger 
so  gelegt  werden  können,  dass  die  Verbindungslinien  je  zweier 
homologer  Punkte  durch  denselben  Punkt  gehen.  Demnach 
sind  zwei  perspectivisch  liegende  Punktreihen  (CXBX.  und 
CUZü.  Fig.  81)  stets  collinear.  Der  Schnittpunkt  ihrer  Träger 
ist  sich  selbst  homolog  und  wird  daher  homologer  Doppel- 
punkt genannt.  Aus  307  folgt  nun: 
810  In  zwei  collinearen  Punktreihen  ist  das  Doppel- 

verhältniss  aus  vier  beliebigen  Punkten  der  einen 
Reihe  gleich  dem  Doppelverhältniss  aus  den  vier  homo- 
logen Punkten  der  anderen  Reihe  (und  umgekehrt).^" 

132.*  Collineare  Strahlenbüsehel.  —  Verbindet  man  zwei 
Punkte  der  Ebene,  P  und  Pv  mit  vier  Punkten  einer  Punkt- 
reihe (4,  2?,  C,  D),  so  entstehen  zwei  collineare  Strahlenbüschel 
(P)  und  (Pj).  Da  der  Träger  der  Punktreihe  von  beiden 
Büscheln  geschnitten  wird,  so  wird  auch  eine  beliebige  Gerade 
von  jedem  der  beiden  Büschel  unter  demselben  Doppelverhält- 
niss (AB.  CD)  geschnitten  (307).  Man  hat  also  den  Satz: 
Sil.  Zwei  collineare  Strahlenbüschel  schneiden  jede 
Gerade  unter  gleichen  Doppelverhältnissen  (und  um- 
gekehrt). 

In  dem  vollständigen  Viereck  ABAyBx  (Fig.  82)  sind  die 
y.    8Ä  Diagonalen  AAyBBvCCv 

(Letztere,  welche  die  drit- 
ten Ecken  C  und  Cx  ver- 
bindet, heisst  dritte  Dia- 
gonale.) Denkt  man  sich 
noch  A  und  A\  mit  Ai 
verbunden,  so  sind  die 
viergliedrigen  Strahlen- 
büschel (A)  und  (Ax) 
c  perspectivisch;  denn  es 
schneiden  sich: 


Ai 


in 


ACy  A^C^  ABy  A^B^  AC^y  A^C\AA^  AXA^ 
B  C£  B}       |        Ar 

Es  sind  also  (nach  311)  auf  der  schneidenden  Geraden  CA\ 
die  Doppelverhältnisse  der  entsprechenden  Strecken  für  beide 
Strahlenbüschel  gleich,  d.  h. 


'■*••». 
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(CBi.C1AJ  =  (CiBi.CA2), 


4M 
<7- 


oder: 


oder: 


c 


\CBl      CtA2  _ 
(7,Ä,  *    CA% 

CÄ2  ' 

CA, 

CB%      C^V-i. 

CB* 
CtBt' 

(da  das  erste  Verhältniss  negativ,  das  zweite  positiv  ist).  Die 
Büschel  (A)  und  (Ax)  sind  hiernach  harmonisch  (dasselbe  lässt 
sich,  wenn  man  in  der  letzten  Darstellung  überall  A  und  B 
vertauscht,  auch  für  (B)  und  (Bx)  nachweisen).  Nennt  man 
nun  die  Schnittpunkte  (Av  Bv  C2)  der  Diagonalen  die  Neben  - 
ecken  des  vollständigen  Vierecks,  so  giebt  die  letzte  Formel 
(nach  308)  den  Satz: 

Auf  jeder  Diagonale  eines  vollständigen  Vierecks  312, 
sind  die  Ecken  und  Nebenecken  harmonische  Punkte. 

Anm.    Ist  B|B||(\C,  so  rückt  A3  ins  Unendliche,  also  ist  Äj  die 

Mitte  von  C  und  Q  (262),  und  AB^  Mittellinie  des  Dreiecks  ACQ .  (Wie 
lässt  sich  nun  der  Satz  312  in  Bezug  auf  dieses  Dreieck  aussprechen?) 
Ist  auch  B  die  Mitte  von  AC,  so  erhält  man  wieder  den  Satz  275. 

Nennt  man  die  Strecken  AAV  BB2,  CC«,  welche  die  Ecken 
des  Vierecks  mit  den  Nebenecken  verbinden,  seine  Neben- 
diagonalen, so  erhält  man  durch  die  Bemerkung,  dass  auch 
die  Seitenlinie  BXAX  durch  den  Strahlenbüschel  (A)  in  har- 
monischen Punkten  geschnitten  wird,  den  Satz: 

Auf  jeder  Seite  eines  vollständigen  Vierecks  sind  313, 
die  drei  Ecken  und  der  Schnittpunkt  einer  Neben- 
diagonale harmonische  Punkte. 

133.*  Involutorisehe  Punktreihen.  —  Wie  vier  Geraden  (die 
Seiten  eines  Vierecks)  sich  in  sechs  Punkten  (den  Ecken  und 
dritten  Ecken)  schneiden,  so  lassen  sich  reciprok  durch  vier 
Punkte  (die  Ecken  eines  Vierecks)  sechs  Geraden  ziehen  (die 
Seiten  und  Diagonalen). 

Statt  der  Geraden  A2C  schneide  eine  beliebige  Gerade 

E2D  die  Seiten  und  Diagonalen  des  Vierecks  ÄEA*BX  in  den 

anktepaaren :  DE,  DXEV  DqEp    Denkt  man  sich  dann  A  und 

mit  E2  verbunden,    so   folgt   aus    der   Perspectivität   der 

rahlenbüschel  (A)  und  (Ax),  geschnitten  von  BBX  und  2?2Z)  (311): 

c(A)  (BC2.BXEJ  =  (DD2.EXE2): 

r(Ax)  (BC2.BXE2)  =  (DXD2.EE2)- 

(glich:         1)    (DD2  .  EXE2)  =  (DXD2  .  EE2). 


,|fi 
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Drei  Punktepaare,  DE,  DXEV  D2EV  welche  der  Bedingung 
genügen:  (DD2.E*E2)  =  (D1D2.EEJ),  bilden  eine  in volu to- 
rische Punktreine.  Die  beiden  Punkte  eines  Paares  heissen 
einander  zugeordnet.  Man  kann  daher  die  letzte  Formel 
durch  den  Satz  ausdrücken: 
3U.  Die  Seiten  und  Diagonalen  eines  vollständigen 
Vierecks  schneiden  jede  Gerade  in  einer  involuto- 
rischen  Punktreihe,  wobei  die  Schnittpunkte  zweier 
Gegenseiten  oder  Diagonalen  einander  zugeordnet 
sind. 

Vertauscht  man  in  der  Formel 

1)  (DD2.ElE2)  =  (D1D2.EE^) 

die  Punkte  D  mit  D2  und  E  mit  E2  (was  damit  gleichbedeu- 
tend ist,  dass  man  das  Viereck  ClBlC2Al  anstatt  ÄBAlB1  be- 
trachtet), so  erhält  man: 

2)  (D2D .  EXE)  =  (DXD .  E2E). 

Vertauscht  manF.hierin  endlich  D  mit  Dx  und  E  mit  Et  (Viereck 
CAXC2B\  so  erhält  man: 

3)  (D^.EEJ^iDD^Eß,). 

Vertauscht  man  in  2)  die  rechte  und  linke  Seite  und  multi- 
plicirt  dann  die  drei  Formeln  1),  2),  3),  so  bleibt: 

4)  (4D,  .  AD, .  4D) «  + 1, 

315.  d.  h.:  In  einer  involutorischen  Punktreihe  ist  das 
Tripelverhältniss  zwischen  den  Abständen  dreier 
nicht  zugeordneter  Punkte  von  den  drei  ihnen  zu- 
geordneten gleich  1. 

Schreibt  man  die  Formel  1)  als  ein  gleich  1  gesetztes 
Quadrupelverhältniss,  und  vertauscht  die  Buchstaben  A  und  B 
mit  einander,  so  bleibt  die  Formel  ungeändert.  Man  hat  also 
den  Satz: 

316.  Die  Beziehung  der  Involution  zwischen  drei 
Punktepaaren  bleibt  unverändert,  wenn  man  die 
Punkte  eines  Paares  mit  einander  vertauscht. 

Vertauscht  man  in  4)  das  Paar  D,  E  mit  Dv  Ev  so  bleibt 
die  Formel  ungeändert.    Man  hat  also  den  Satz: 

317.  Die  Beziehung  der  Involution  zwischen  dn 
Punktepaaren  bleibt  unverändert,  wenn  man  zw« 
Paare  mit  einander  vertauscht. 

Anm.    Die  Formeln   1)  und  4)  dienen   in  gleicher  Weise  zur  ] 
Stimmung  der  Involution.    Durch  Vertausohung  je  zweier  Punktepaare 
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1)  und  der  beiden  Punkte  je  eines  Paares  in  4)  lassen  sioh  jedesmal  noch 
neue  Formeln  ableiten,  welche  äusserlich  von  den  gegebenen  verschieden 
sind,  aber  dieselben  ersetzen  können. 

Ist  die  schneidende  Gerade  einer  Seite  oder  Diagonale 
des  Vierecks  parallel  (also  z.  B.  EJ)\\E2B\  so  rückt  einer 
der  6  Punkte  (E2)  in  unendliche  Entfernung.  Und  da  nun 
E2D  =  E2DX  ist,  so  geht  Formel  4)  über  in 

EXD2.  EDX  =  ED2.EXD, 

oder,  wenn  man  EXD  durch  EXD2  +  D2D,  und  ED1  durch)  ED2 
+  D2DX  ersetzt: 

EXD2(ED2  +  D2DX)  =  El)2{ExD2  +  1)2D\ 

oder:  EXD2  .  D2DX  —  ED2 .  D2D. 

Derjenige  Punkt  D2  einer  involutorischen  Reihe,  welcher 
dem  unendlich  feinen  Punkte  zugeordnet  ist,  heisst  Mittel- 
punkt der  Involution.  Die  letzte  Formel  drückt  folgende 
Eigenschaft  desselben  aus: 

Das  Product  der  Abstände  zweier  zugeordneter  318. 
Punkte  vom  Mittelpunkte  der  Involution  hat  für  alle 
Punktepaare  denselben  Werth  (und  umgekehrt). 

Geht  die  schneidende  Gerade  durch  den  Schnittpunkt 
zweier  Gegenseiten  oder  der  beiden  Diagonalen  (C,  Cv  C2\  so 
fallen  in  diesem  Punkte  zwei  zugeordnete  Punkte  zusammen 
(z.  B  E  und  D  in  C).  Ein  sich  selbst  zugeordneter  Punkt 
der  involutorischen  Reihe  heisst  Doppelpunkt  der  Invo- 
lution. —  Geht  die  schneidende  Gerade  durch  zwei  dieser 
Punkte  (C  und  Cx)y  so  erhält  man  zwei  Doppelpunkte  der 
Involution.*)  Dieselben  sind  nach  312  mit  dem  Paare  A2B2 
harmonisch. 

Dieses  Resultat  ergiebt  sich  auch,  wenn  man  in  der 
Formel  4) 

E1D^      EDX        E%D 

ED2    '  E2DX  *    EXD    ~  *' 

D  und  E  durch  5,  Dx  und  Ex  durch  Sx  ersetzt.  Man  er- 
hält dann: 

S\D2  SS\  E2S    _  i      ft|iw      SlD%  SE2     _         i 

SD2    '  E2SX   '   SXS  ~1'  0Ul     SD2    '   S\E2  ~~        ' 

jdurch  die  Punktepaare  S,  Sx  und  D2E2  als  harmonisch  be- 
lehnet sind. 


*)  Aus  Fig.  8B  ist  ersichtlich,  dass,  wenn  die  Gerade  ßj&j  in  die 
B2A2  übergeht,  E  und  0  in  C,  E^  und  Dx  in  (\  zusammenfallen. 
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Da  die  Beziehung  der  Involution  unverändert  bleibt,  wenn 
man  zwei  Punktepaare  mit  einander  vertauscht  (317),  so  kann 
man  auch  Bx  und  Ex  durch  S,  D2  und  E2  durch  S«  ersetzen, 
und  findet  dann,  dass  auch  das  Paar  ß,  E  mit  Sv  S2  har- 
monisch ist.    Man  hat  also  den  Satz: 

319,  Die  Doppelpunkte  einer  Involution  sind  har- 
monisch zu  allen  Punktepaaren  derselben. 

3äo#  Und  umgekehrt:  Alle  Punktepaare,  welche  mit  einem 
gegebenen  Paare  harmonisch  sind,  bilden  eine  In- 
volution. 

Anm.  In  diesem  Satze  liegt  die  eigentlich  geometrische  Definition 
involutorischer  Punktepaare  Betrachtet  man  zwei  Funkte,  welche  zu  zwei 
gegebenen  Paaren  gleichzeitig  harmonisch  sein  sollen,  als  Unbekannte,  so 
sind  dieselben  durch  die  beiden  Gleichungen,  welche  diese  Beziehungen 
ausdrucken*  vollständig  bestimmt  Also:  Zu  zwei  gegebenen  Punkte- 
paaren giebt  es  immer  ein  gemeinsames  harmonisches.  Sind 
drei  PunktepaUre  gegeben,  zu  denen  das  gesuchte  harmonisch  sein  soll, 
so  kann  man  sich  aus  den  drei  Gleichungen,  welche  diese  Beziehungen 
ausdrücken,  die  beiden  Unbekannten  eliminirt  denken.  Das  Resultat  der 
Elimination  ist  die  Bedingungsgleiohung,  welche  die  drei  Punktepaare  er- 
füllen müssen,  um  ein  gemeinsames  harmonisches  Paar  zu  haben  (vgl.  Th.  I, 
Nr.  96).  Diese  Bedingungsgleiohung  drückt  die  Beziehung  der  Involution 
aus.  (Ausgeführt  finden  sich  diese  Rechnungen  im  „System  der  Raum- 
lehre", Th.  I,  Nr.  170  und  171).  Also:  Zu  drei  oder  mehr  gegebenen 
Punktepaaren  giebt  es  nur  dann  ein  gemeinsames  harmonisches, 
.    wenn  sie  involutorisoh  sind. 

134.*  Involutorisehe  Strahlenbüschel.  —  Ein  beliebiger  Punkt  0 

sei  mit  den  Ecken  eines  vollständigen  Vierecks  (ABCA^Cj) 
Fi»  aa.  verbunden.     Dann    sind   die   durch 

die  Punktreihe  (BJC^C)  gehenden 
Strahlenbüschel  (0)  und  (Cx)  per- 
spectivisch.  Es  sind  also  auf  der 
schneidenden  Geraden  AC  die  Dop- 
pelverhältnisse der  entsprechenden 
Strecken  für  beide  Strahlenbüschel 
gleich,  d.  h.: 

^r  (AC2.BC)  =  (B2C2.A2C). 

Demnach  sind  die  Punktepaare  AA2,  BB2J  CC2  involutoriscl 
Ein  Strahlenbüschel  (0)  heisst  invofutorisch,  wenn  e 
eine  Gerade  (AC)  in  einer  iuvolutorischen  Punktreihe  schnei 
det.  Die  beiden  durch  zugeordnete  Punkte  gehenden  Strahlei 
heissen  ebenfalls  zugeordnet.  Man  hat  hiemach  den  zu  31- 
reciproken  Satz: 

Die  Verbindungslinien  eines  beliebigen  Punkte 
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mit  den  Ecken  und  dritten  Ecken  eines  vollständigen 
Vierecks  bilden  einen  involutorischen  Strahlen- 
büschel, wobei  die  nach  zwei  gegenüberliegenden 
Ecken  oder  dritten  Ecken  gerichteten  Strahlen  ein- 
ander zugeordnet  sind. 

Der  Satz  307   gestattet  nun  die  unmittelbar  klare  Er- 
weiterung : 

Ein    involutorischer   Strahlenbüschel    schneidet  3Ä*. 
jede  Gerade  in  einer  involutorischen  Punktreihe. 

Dann  folgt  aus  311: 

Eine  involutorische  Punktreihe  giebt,  mit  jedem  323. 
beliebigen  Punkte  verbunden,  einen  involutorischen 
Strahlenbüschel. 


'« 


2)  Das  Brianchon'sche  Sechseck  und  das  Pascal'sche 

Sechsseit. 

185.*  Vorbemerkung.  —  Zwei  Punktepaare  bildeten  die 
Ecken  eines  Vierecks,  dessen  Diagonalen  die  Träger  dieser 
Punktepaare  waren.  —  Drei  Punktepaare  (AAV  BBV  CC.)  bil- 
den die  Ecken  eines  Sechsecks,  dessen  Diagonalen  die  Träger 
dieser      Punkte-  ™    84 

paare  sind.  Das 
Sechseck  heisst 
ein  Brianchon- 
sches,  wenn  die 
drei  Träger  (die 
Verbindungslinien 
je  zweier  gegen- 
überliegender 
Ecken)  durch  den- 
selben   Punkt    0 

(Brianchon- 
scher     Punkt) 
gehen. 

136.*  Je  drei 
;ht  benachbarte 
Icken  eines  Sechs- 
tes   bilden    ein 

reieck  (ABC  und 

^T,).  DieVer- 
Adungslinien  je 


V 
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324. 


zweier  homologer  Ecken  dieser  Dreiecke  gehen  durch  densel- 
ben Punkt  (0);  folglich  befinden  sich  die  beiden  Dreiecke  in 
perspectivischer  Lage.     Nun  ist  nach  300 

für  ABO,  geschnitten  von  AXBXPZ 

(APZ .  BBX .  0AX)  =  -  1, 

für  BCO,  geschnitten  von  BX(\PX 

(BPX .  CCX  m  0BX)  =  _  1, 
für  CAO,  geschnitten  von  CXAXP2 

(CP2 .  AAX .  OCj)  —  _  1. 
Das  Product  dieser  drei  Formeln  ist 

{AP%.BPx.CPJ  =  -li 

folglich  liegen  (nach  301)  die  Punkte  Pv  Pv  Ps  auf  derselben 
Geraden,  und  man  hat  den  Satz: 

Gehen  die  Verbindungslinien  je  zweier  homologer 
Ecken  zweier  Dreiecke  durch  einen  Punkt,  so  liegen 
die  Schnittpunkte  je  zweier  homologer  Seiten  auf 
einer  Geraden  (und  umgekehrt).  —  Kurz:  Perspecti- 
visch  liegende  Dreiecke  sind  collinear. 

Anm.  Speoieller  Fall  dieses  Satzes,  wenn  A\  auf  BC,  5j  auf  CAf 
C,  auf  AB  liegt. 

Die  Seiten  der  Dreiecke  ABC  und  AXBXCX  bilden  zusam- 
men ein  Sechsseit  (DEXFDXEFX),  welches  nach  324  die  Eigen- 
schaft hat,  das8  die  Schnittpunkte  je  zweier  gegenüberliegen- 
der Seiten  auf  derselben  Geraden  (PlP2P^  liegen.  Ein  solches 
Sechsseit  heisst  Pascal' sches,  und  die  Gerade  (PjP^Pj)  Pas- 
cal'sche  Linie.  Der  Satz  324  kann  demnach  auch  so  aus- 
gesprochen werden: 


32$. 


Die  Linien,  welche  die 
geraden,  und  diejenigen, 
welche  die  ungeraden 
Ecken  eines  Brianchon- 
schen  Sechsecks  verbin- 
den, bilden  ein  Pascal- 
sches  Sechsseit. 


Die  Punkte,  in  welchen 
die  geraden,  und  diejeni- 
gen, in  welchen  die  unge- 
raden Seiten  eines  Pascal- 
sehen  Sechsseits  sich 
schneiden,  bilden  ei 
Brianchon'schesSechsec1 


Anm.  Definition  und  Eigenschaften  des  Brianobon'schen  Seohseo. 
und  des  Pascal' sehen  Sechsseits  sind  einander  reeiprok.  Es  folgt  daht 
aus  jedem  Satze  der  einen  Figur  ein  reeiproker  für  die  andere. 

Es  sei  DEXFDXEFX  (Fig.  84)  ein  dem  Kreise  einbeschri 
benes  Sechseck.    Dann  ist  nach  300 
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für  JEU,  geschnitten  von  B^P^.  (AE .  BPX .  CFX)  —  _ : ; 

»       >  »  »     C^P^lBF  .CPi.AD^^-V, 

»       >  >  >    ^ifiip3:  (CD.ilPa.BJS^s-l. 

Multiplicirt  man  diese  drei  Formeln  und  beachtet,  dass  nach  256 

AE.ADl  =  AF1.AD;  BF.BEl^BDl.BE\  CD.CFl  =  CE1.CFJ 

so  erhält  man: 

d.  h.:  Die  Punkte  Pv  Pv  P3  liegen  auf  derselben  Geraden  (301). 
Man  hat  also  den  Satz: 

Jedes   einem   Kreise    einbeschriebene   Sechsseit  326. 
ist  ein  Pascal'sches. 

Da  ferner  Punkt  und  Tangente  in  Bezug  auf  die  Kreislinie 
reciproke  Gebilde  sind,   so  folgt  aus  273  der  reciproke  Satz; 

Jedes    einem   Kreise    umbeschriebene   Sechseck  327. 
ist  ein  Brianchon'sches. 

3)  Die  Kreislinie.  —  Pol  und  Polare. 

137.*  Eine  Kreislinie.  —  Von  einem  Punkte  P  seien  zwei 
Tangenten,  PT  und  PTX  an  den  Kreis  0  gezogen.  Der  durch 
P  gezogene  Durchmesser  schneide  die  Kreislinie  in  den 
Punkten  A  und  B1  und   die  F.     ftR 

Strecke  TTt  in  Q.    Dann  ist   ,  *lg*  ö0" 

ATQcvÄBT  (245),   folglich:  s* 

1)  ATQ=zABT. 

Ferner  ist  PTO  —  ATB-R, 
folglich,  wenn  man  den  ge- 
meinsamen Winkel  ATO  sub- 
trahirt : 

2)  PTA  =  OT&. 

Da  nun  ABT  =  0TB  ist  (98), 
so  folgt  aus  1)  und  2) 

3)  ATQ  =  PTA, 

A.  h.:  Die  Strecke  TA  halbirt  den  Winkel  PTQ,  und  die  auf 
A  senkrechte  Strecke  TB  den  Nebenwinkel  desselben.  Dem- 
ich  sind  die  Punktepaare  PQ  und  AB  harmonisch  (253  u.  254), 
ad  man  hat  den  Satz: 

Geht  eine  Gerade   durch  den  Kreismittelpunkt,  328. 
o  sind  ihre  Schnittpunkte  mit  der  Kreislinie  har- 
onisch  zu  jedem  ausserhalb  des  Kreises  liegenden 
unkte  P  der  Geraden,  und  dem  Punkte  Q,  in  dem 

9* 
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die  Gerade  von  der  Verbindungsstrecke  der  Berüh- 
rungspunkte der  aus  P  gezogenen  Tangenten  ge- 
schnitten wird. 

Ist  PBX  eine  beliebige  durch  P  gezogene  Secante,  so  ist 
der  Strahlenbüschel  BX{PAQB)  harmonisch  (308),  und  da 
SjB  J.2?t4  so  ist  PB.A^QB^  (Umk.  z.  309);  folghch  sind 
die  Bogen  AAX  und  AA2,  auf  welchen  diese  Winkel  als  Peri- 
pheriewinkel stehen,  einander  gleich  (Umk.  z.  1 66),  und  ebenso 
die  Bogen  BB.  und  BB2.  Hieraus  folgt  weiter  die  Gleichheit 
der  Sehnen  A2Bl  und  AXB2  (162),  sowie  der  Sehnen  AXBX 
und  A2B2  (162).  Man  hat  hiernach  den  Satz: 
329  Zieht  man  durch  einen  Punkt  (P  oder  Q)  Sehnen- 

paare von  gleicher  Länge  (AlBl—A2B2  oder  AxB2z=A2B1) 
und  verbindet  wechselseitig  die  Endpunkte  jedes 
Paares,  so  gehen  diese  Verbindungslinien  bei  allen 
Sehnenpaaren  durch  denselben  Punkt  (Q  oder  P). 

Anm.  Die  Verbindongsstreoken  AlAi  und  B^B^  sind  stets  parallel 
T7\,  mithin  gilt  der  Satz  auch  von  ihnen. 

Aus  der  Gleichheit  der  Bogen  AAX  und  AA2  folgt  weiter, 
dass  AXQA  =  A2QA  ist.  Demnach  halbirt  die  Strecke  QA  den 
Nebenwinkel  von  AXQBV  mithin  die  auf  QA  senkrechte  QQX 
den  Winkel  AiQB1  selbst.  Also  ist  der  Strahlenbüschel 
Q(PA,Q1B])  harmonisch,  und  man  hat  den  Satz: 

330.  Zieht  man  aus  einem  Punkte  P  ausserhalb  des 
Kreises  beliebige  Secanten,  so  ist  der  geometrische 
Ort  des  vierten  harmonischen  Punktes  die  Verbin- 
dungslinie der  Berührungspunkte  der  aus  P  gezoge- 
nen Tangenten. 

Diejenige  Gerade  (TTX),  welche  auf  jeder  durch  einen 
Punkt  P  gezogenen  Secante  den  P  zugeordneten  harmonischen 
Punkt  trifft,  heisst  die  Polare  des  Punktes  P.  Der  Punkt  P 
heisst  der  Pol  der  Geraden  TTV  und  Q  der  dem  Punkte  P 
zugeordnete  Pol.    Unmittelbar  ergeben  sich  nun  die  Sätze: 

331.  Die  Polare  eines  ausserhalb  des  Kreises  liegen- 
den Punktes  ist  die  Verbindungslinie  der  Berührungs- 
punkte der  aus  dem  Punkte  an  die  Kreislinie  gezo- 
genen Tangenten. 

882.  Der  Pol  einer  Secante  ist  der  Schnittpunkt  der 
in  ihren  Schnittpunkten  gezogenen  Tangenten.  (Der 
Pol  eines  Durchmessers  ist  der  unendlich  ferne 
Punkt  der  auf  dem  Durchmesser  senkrecht  stehen- 
den Geraden.) 


137.  138.   Die  Collineation.  139 

Die   Polare   eines   auf  der  Kreislinie   liegenden  833. 
Punktes  ist  die  Tangente  in  diesem  Punkte. 

Der  Pol  einer  Tangente  ist  ihr  Berührungspunkt.  334. 
(Derselbe  ist  als  Pol  sich  selbst  zugeordnet.) 

Ist  QA2  eine  beliebige  durch  Q  gezogene  Secante,  deren 
Verlängerung  die  in  P  auf  PQ  errichtete  Senkrechte  in  P, 
schneidet,  so  haJbirt  PQ  den  Winkel  AXPAV  folglich  die  auf 
PQ  senkrechte  PPX  den  Nebenwinkel  desselben.  Demnach  ist 
auch  P{PXA%QB^)  ein  harmonischer  Strahlenbüschel,  P,  der 
zugeordnete  Pol  von  Q,  und  PPX  (nach  der  Definition)  die 
Polare  von  Q.    Man  hat  also  den  Satz: 

Die  Polare  eines  beliebigen  Punktes  ist  die  auf  335. 
dem  Durchmesser  in  dem  zugeordneten  Pol  errich- 
tete Senkrechte. 

Da  für  alle  Punkte  der  Geraden  PPX  der  zugeordnete 
Pol  Q  ist,  und  die  Polare  eines  Punktes  (nach  der  Definition) 
stets  durch  den  zugeordneten  Pol  geht,  so  folgt  weiter: 

Die  Polaren  aller  Punkte  einer  Geraden  schnei-  336. 
den  sich  im  Pole  der  Geraden. 

Die  Pole  aller  durch  einen  Punkt  gehenden  Ge-  337. 
raden  liegen  auf  der  Polare  des  Punktes. 

Anm.  In  diesen  beiden  Sätzen  ist  das  zwischen  Pol  und  Polare 
bestehende  Verhältniss  der  Reciprocität  ausgesprochen.  (Wie  läset  sich 
mittelst  dieser  Sätze  327  beweisen?)  —  Construction  der  Polare  zu 
einem  innerhalb  des  Kreises  liegenden  Punkte  mittelst  zweier  durch  ihn 
gezogenen  Secanten,  deren  Pole  verbunden  werden.  —  Construction 
des  Pols  zu  einer  die  Kreislinie  nicht  schneidenden  Geraden  mittelst 
zweier  auf  ihr  angenommenen  Punkte,  deren  Polaren  sich  schneiden.  — 
Die  Sätze  336  und  337  können  auch  so  ausgesprochen  werden:  Bewegt 
sich  ein  Punkt  auf  einer  Geraden  vorwärts,  so  dreht  sieh  seine  Polare 
um  den  Pol  der  Geraden.  —  Dreht  sich  eine  Gerade  um  einen  Punkt,  so 
bewegt  sich  ihr  Pol  auf  der  Polare  des  Punktes  vorwärts. 

Aus  dem  Zusatz  zu  332  folgt  nun: 

Die  Polare  des  Mittelpunktes  eines  Kreises  ist  838. 
die  unendlich  ferne  Gerade. 

138.*  Mehrere  Kreislinien.  —  Die  Polaren  eines  Punktes  P 
in  Bezug  auf  zwei  Kreislinien  schneiden  sich  in  einem  Punkte  Q, 
welcher  der  zugeordnete  harmonische  Pol  zu  P  heisst.  Seien 
S  und  Sj  die  Schnittpunkte  der  beiden  Kreislinien.  Wenn 
lann  eine  beliebige  Gerade  (PQ)  die  eine  Kreislinie  in  A  und  Av 
iie  andre  in  B  und  Bv  die  gemeinsame  Secante  in  M  schnei- 
det, so  ist  nach  257 

MS.  MSX  =  MA  .  MAl=zMB  .  M^ßt 
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Wenn  die  beliebige  Gerade  eine  dritte,  durch  S  und  Sx  gehende 
Kreislinie  in  C  und  Cx  schneidet,  so  ist  ebenso 

MS.MS1=zMC.MCl] 

als  o :  MA .  MA  x  =  MB .  MB  x  =  MC .  MCX ; 

d.  h.  die  Punktepaare  AAV  BBV  CCX  bilden  eine  Involution, 
deren  Mittelpunkt  M  ist  (518).    Man  hat  also  den  Satz: 
339  Alle   Kreislinien,   welche   durch    dieselben   zwei 

Punkte  gehen,  werden  von  einer  beliebigen  Geraden 
in  involutorischen  Punktepaaren  geschnitten,  und 
der  Schnittpunkt  mit  der  gemeinsamen  Secante  ist 
der  Mittelpunkt  der  Involution. 

Da  nun  die  Paare  AAV  BB„  CC1  ein  gemeinsames  har- 
monisches Paar  haben,  und  PQ  das  gemeinsame  harmonische 
Paar  zu  AAX  und  BBX  ist,  so  ist  PQ  auch  zu  CCX  harmonisch; 
d.  h.:  durch  den  Punkt  Q  geht  auch  die  Polare  von  P  in 
Bezug  auf  die  dritte  Kreislinie.    Man  hat  also  den  Satz: 

340.  Die  Polaren  eines  Punktes  in  Bezug  auf  alle 
Kreislinien,  die  sich  in  denselben  zwei  Punkten 
schneiden,  gehen  durch  einen  Punkt. 

Betrachtet  man  auch  die  gemeinsame  Secante  als  Kreis- 
linie des  Systems  aller  durch  zwei  Punkte  gehenden  Kreis- 
linien, so  rückt  für  sie  der  zweite  Schnittpunkt  der  beliebigen 
Geraden  PQ  in  unendliche  Entfernung;  mithin  liegt  der  ihm 
zugeordnete  erste  Schnittpunkt  in  der  Mitte  von  PQ  (252), 
und  man  hat  den  Satz: 

341.  Die  Verbindungsstrecke  zweier  zugeordneter  har- 
monischer Pole  wird  durch  die  gemeinsame  Secante 
des  Systems  halbirt. 

139.*  Aehnlichkeitspolaren.  —  Durch  den  äusseren  Aehn- 
lichkeitspunkt  53  zweier  Kreise  Ox  und  02  sei  eine  Secante 
gezogen,  welche  0}  in  At  und  By  02  in  A%  und  B2  schneidet. 
Da  5L,  Av  Bx  in  gerader  Linie  liegen,  so  schneiden  sich  (336 
und  533)  die  Polare  von  53  in  Bezug  auf  0,,  sowie  die  Tan- 
genten in  A.  und  Bx  in  einem  Punkte  Pv  welcher  der  Pol  der 
Secante  in  Bezug  auf  Ox  ist.  —  Ebenso  schneiden  sich  die 
Polare  von  S3  in  Bezug  auf  02,  und  die  Tangenten  in  A2  und 
Bp  im  Pole  (P2)  der  Secante  in  Bezug  auf  02.  Man  nennt 
die  Polaren  des  äusseren  Aehulichkeitspunktes  zweier  Kreise 
seine  äusseren  Aehnlichkeitspolaren. 

Es  seien  nun  die  Punkte  5,  und  A2  die  Berührungspunkte 
einer  dritten  Kreislinie  0.    Nennt  man  dann  die  aus  dem  Aehn- 
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licbkeitspunkte  zweier  Kreislinien  (öx  und  02)  durch  die  Be- 
rührungspunkte einer  dritten  (0)  gehende  becante  die  Bc- 
rührungssecante  von  0,  so  kann  das  letzte  Resultat  in  dem 
Satze  ausgesprochen  werden: 

Werden  zwei  Kreise  von  einem  dritten  berührt,  34ä. 
so    geht   jede    ihrer    äusseren   Aehnlichkeitspolaren 
durch  den  Pol  der  Berührungssecante  im  zugehöri- 
gen Kreise. 

Die  in  Bx  und  A2  an  0  gezo- 
genen Tangenten  schneiden  sich  in  P 
und  sind  einander  gleich  (186).  Da 
dieselben  gleichzeitig  Tangenten  an 
Ox  und  ö2  sind,  so  ist  hiernach  P 
ein  Punkt  der  Potenzlinie  von  Ox 
und  ö2  (260),  und  die  durch  P  auf 
0^  gefällte  Senkrechte  ist  diese 
Potenzlinie  selbst. 

Nun  sind  in  Bezug  auf  0  und 
02  homolog:  Bx  und  B2,  B2P2  und 
BXP  (als  Parallelen),  P  und  P2  (als 
Schnittpunkte  dieser  Parallelen  mit 
der  homologen  Doppellinie  P/V)»  end- 
lieh  PL  und  P2L2  (als  Parallelen). 
Ebenso  lässt  sich  zeigen,  dass  in 
Bezug  auf  0  und  01  die  Geraden 
PL  und  P.LX  homolog  sind.     Man  hat  also  den  Satz: 

Werden  zwei  Kreise  von  einem  dritten  berührt,  343. 
so    ist    ihre    gemeinsame    Secante    mit    jeder    ihrer 
äusseren  Aehnlichkeitspolaren  homolog  in  Bezug  auf 
den  zugehörigen  und  den  Berührungskreis. 

Wenn  0  ausser  von  Ot  und  02  noch  von  einem  dritten 
Kreise  03  berührt  wird,  so  seien  die  äusseren  Aehnlichkeits- 
punkte 


ar 


0, 


und 


0«,     02  und  03,     0. 


und 


0 


)ann  sind  nach  dem  letzten  Satze  homologe  Linien  in  Bezug 
uf  0  und  0 


2* 


)  die  Polare  von  5*8  zu  02  und  die  Potenzlinie  von  Ox  und  02, 

i)    >       »        >    sx  »  02    »      »  >  »    03    »    02. 

olglich  sind  der  Schnittpunkt  der  Polaren  von  53  und  Sx  zu 
)2  (d.  h.  der  Pol  der  Geraden  S2SX  zu  02)  und  der  Schnitt- 
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punkt  der  Potenzlinien  von  0V  02  und  03,  02  (d.  h.  der  Potenz- 
punkt der  drei  Kreise  0V  02,  0,)  homologe  Punkte  in  Bezug 
auf  0  und  Or  —  Da  nun  die  Verbindungslinie  dieser  homo- 
logen Punkte  (nach  280)  durch  den  inneren  Aehnlichkeitspunkt 
(den  Berührungspunkt)  von  02  und  0  geht,  so  hat  man  den  Satz : 

344.  Werden  drei  Kreise  von  einem  vierten  berührt, 
so  liegt  ihr  Potenzpunkt  in  gerader  Linie  mit  jedem 
Berührungspunkte  und  dem  Pol  ihrer  äusseren  Aehn- 
lichkeitsaxe  in  dem  zugehörigen  Kreise. 

Da  die  drei  in  diesem  Satze  erwähnten  Punkte  in  gerader 
Linie  liegen,  so  gehen  (nach  336)  ihre  Polaren  in  Bezug  auf 
irgend  einen  der  drei  berührten  Kreise  (z.  B.  Ox)  durch  den- 
selben Punkt.  Und  da  die  Polare  des  Berührungspunktes  von 
0  und  O,  die  gemeinsame  Tangente  dieser  Kreise  ist,  so  lautet 
der  zu  344  reciproke  Satz: 

345.  Werden  drei  Kreise  von  einem  vierten  berührt, 
so  geht  ihre  äussere  Aehnlichkeitsaxe  durch  densel- 
ben Punkt  mit  jeder  ihrer  Berührungstangenten  und 
der  Polare  ihres  Potenzpunktes  in  dem  zugehörigen 
Kreise. 

Anm.  Soll  ein  Kreis  construirt  werden,  der  drei  gegebene  Kreise 
berührt,  so  findet  man  mittelst  des  Satzes  344  auf  jedem  der  gegebenen 
Kreise  den  Berührungspunkt,  kann  also  den  gesuchten  Kreis  durch  drei 
seiner  Punkte  finden.  Dagegen  bestimmt  der  Satz  345  zu  jedem  der  drei 
gegebenen  Kreise  die  Berührungstangente,  lehrt  also  den  gesuchten  Kreis 
durch  drei  seiner  Tangenten  finden.  —  Modificirung  dieser  Aufgabe  (Apol- 
lonisches*)  Problem)  einerseits  durch  Hinzufügung  der  „Berührung  von 
innen",  andrerseits  durch  Ausartung  eines  oder  mehrerer  der  gegebenen 
Kreise  in  einen  Punkt  oder  eine  Gerade. 

4)  Die  Projection  als  specieller  Fall  der  Collineation* 

140.*  Die  Collineation  zweier  Gebilde  heisst  Projection, 
wenn  die  Gebilde  in  verschiedenen  Gebieten  liegen.  Ist  eins 
dieser  Gebiete  eine  Stufe  höher  als  das  andere,  so  sagt  man, 
das  im  ersten  liegende  Gebilde  sei  auf  das  zweite  Gebiet  pro- 
jicirt.  Dar.  im  zweiten  Gebiet  liegende  Gebilde  heisst  dann 
die  Projection  des  andern.  —  Sind  beide  Gebiete  von  g* ei- 
cher Stufe,  so  ist  es  gleich,  welches  Gebilde  man  als  ursprü  ig- 
liches,  und  welches  man  als  Projection  betrachtet. 

Anm.     Man  kann  also  Gebilde  der  Ebene  auf  eine  (in  der  Eb  jdo    I 
liegende)  Gerade  projiciren,  ebenso  Punkte  einer  Geraden  auf  eine  ar  ere 
Gerade. 


*)  Apollonius  aus  Perga,   geb.  247  v.  Chr.,  lehrte  in  Alexanc  Leu 
und  Pergamus. 
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Man  projicirt  ein  Gebilde  auf  ein  Gebiet,  indem  man 
aas  einem  gegebenen  Punkte  (Projectionspunkt,  Augen- 
punkt) durch  alle  Punkte  (Eckpunkte)  des  gegebenen  Gebil- 
des Geraden  (Projectionsstrahlen)  zieht.  Dann  bilden  die 
Schnittpunkte  dieser  Geraden  mit  dem  Gebiete  (Projections- 
linie,  Projectionsebene)  die  Projection  des  gegebenen  Gebildes. 
(Schiefe  Projection.) 

Anm.  Wird  nach  diesem  Verfahren  der  dem  Auge  sichtbare  Theil 
[der  Oberfläche  eines  Körpers  auf  eine  Ebene  projicirt,  so  heiset  die  Pro- 
jection das  Bild  des  Körpers. 

Lässt  man  den  Projectionspunkt  in  unendliche  Entfernung 
rücken,  so  sind  die  Projectionsstrahlen  parallel.  (Parallele 
Projection.) 

Anm.  Die  parallele  Projection  ist  also  ein  specieller  Fall  der 
Affinitat. 

Insbesondere  können  die  Projectionsstrahlen  auf  der  Pro- 
jjectionslinie  oder  Projectionsebene  senkrecht  stehen.  (Senk- 
rechte Projection  oder  Projection  im  engeren  Sinne.) 

Aus  dem  Begriffe  der  Projection  folgen  nun  für  die  Geo- 
metrie folgende,  die  senkrechte  Projection  betreffenden 
Sätze: 

Die  Projection  eines  Punktes  (auf  eine  Gerade)  ist  346. 
ider  Fusspunkt  der  von  dem  Punkte  auf  die  Gerade 
(gefällten  Senkrechten. 

I        Die    Projection    einer    Strecke    ist    die    Strecke  347. 
[zwischen  den  Projectionen  ihrer  Endpunkte. 

Anm.    Wann  fallt  ein  Punkt  mit  seiner  Projection  zusammen,  wann 
eine  Strecke  mit  der  ihrigen?    Wann  ist  die  Projection  einer  Strecke  der 
gegebenen  Strecke  gleich  ?    Warum  ist  sie  im  Allgemeinen  kleiner,  und 
i  niemals  grösser?     Wann  ist  sie  gleich  Null? 

Jede  Kathete  eines   rechtwinkligen  Dreiecks  ist  348. 

die  Projection  der  Hypotenuse  auf  die  Eathetenlinie. 
!         Die   Projectionen    paralleler   Strecken    verhalten  349. 

sich  (auch  dem  Vorzeichen  nach)  wie  diese. 
|         Projicirt  man  ein  Stück  des  ersten  Schenkels  eines  360. 

Winkels  auf  den  zweiten,  so  ist  die  Projection  mit  dem 
\ zweiten  Schenkel  gleichgerichtet,  wenn  der  Winkel 
[spi*z,  entgegengesetzt  gerichtet,  wenn  er  stumpf  ist. 
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141.  Vorbemerkung.  —  In  Nr.  20  ist  gezeigt  worden,  dass 
jede  Strecke  durch  eine  Zahl  dargestellt  werden  kann,  indem 
sie  durch  eine  bestimmte  Strecke  gemessen  wird,  deren  Länge 
man  gleich  1  setzt.  Ist  man  nun  im  Stande,  für  jede  Rech- 
nung mit  Strecken  eine  geometrische  Bedeutung  anzugeben,  so 
kann  man  Sätze  und  Aufgaben,  welche  sich  auf  die  Grösse 
von  Strecken  beziehen,  durch  Formeln,  bezw.  Gleichungen  aus- 
drücken. Jede  Umgestaltung  einer  Formel  liefert  dann  einen 
neuen  Satz,  und  die  Auflösung  einer  Gleichung  die  Lösung  der 
geometrischen  Aufgabe. 

Nun  ist  bereits  bekannt,  dass  Summe  und  Differenz  zweier 
Strecken  wieder  eine  Strecke  (15,  16),  ihr  Quotient  aber  eine 
Zahl  ist  (19).  Es  ist  also  noch  zu  untersuchen,  welche  Be- 
deutung das  Product  zweier  Strecken  hat. 

1)  Der  Flächenraum  als  Streckenproduct. 

142.  Masseinheit.  —  Wie  zwei  Strecken,  so'  kann  man  auch 
zwei  Figuren  (Flächenräume)  durch  einander  messen,  indem 
man  bestimmt,  wie  oft  die  eine  in  der  anderen  enthalten  ist. 
An  der  Figur  aber,  welche  man  als  Mass  benutzen  will,  ist 
nicht  nur  die  Grösse,  sondern  auch  die  Gestalt  beliebig.  Es 
ist  allgemein  üblich,  das  Quadrat  als  Massfigur  zu  nehmen. 

Nur  eine  Figur,  das  Rechteck,  lässt  sich  direct  durch  das 
Quadrat  messen,  d.  h  in  Quadrate  zerlegen ;  die  Messung  der 
übrigen  Figuren  wird  durch  Rechnung  bewerkstelligt. 

143.  Das  Rechteck.  —  Es  sei  m  das  gemeinsame  Ma  s 
Fig.  87.     zweier  anstossender  Seiten  (a,  6)  eines  Rechtech  i, 

und  p-mal  in  a,  g-mal  in  b  enthalten,  so  dass 

a  =  jptf»,  b  =  qm 

ist.    Theilt  man   dann  a  in  p  und  b  in  q  gleich  a 
Theile,  und  zieht  durch  die  Theilpunkte  jeder  Sei  3 


l 

^ 
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Parallelen  zur  andern,  so  zerfällt  das  Rechteck  in  congruente 
Quadrate  (M).  —  Setzt  man  m  ==  1,  so  geben  die  Zahlen  p 
und  q  die  Länge  der  Seiten  a  und  b  an,  und  jedes  der  er- 
haltenen Quadrate  hat  die  Längeneinheit  als  Seite.  Setzt  man 
auch  Jf=l,  so  ist  die  Fläche  des  Rechtecks  durch  die  Zahl 
ausgedrückt,  welche  angiebt,  in  wieviel  Quadrate  das  Rechteck 
zerfällt. 

Es  kommt  jetzt  darauf  an,  diese  Zahl  zu  bestimmen. 
Dazu  bieten  sich  der  Reihe  nach  3  Methoden. 

1)  Man  zählt  alle  Quadrate  einzeln. 

2)  Da  alle  Quadrate  in  q  wagerechten  Reihen  stehen,  deren 
jede  p  Quadrate  enthält,  so  genügt  es,  die  Quadrate  einer 
senkrechten  und  einer  wagerechten  Reihe  zu  zählen,  und  die 
erhaltenen  Zahlen  zu  multipliciren. 

3)  Da  jede  senkrechte  Reihe  soviel  Quadrate  enthält,  wie 
die  Seite  b  Längeneinheiten,  und  jede  wagerechte  Reihe  soviel 
Quadrate,  wie  die  Seite  a  Längeneinheiten,  so  genügt  es,  statt 
der  Quadrate  die  Längeneinheiten  der  Seiten  a  und  b  zu  zäh- 
len (a  und  b  durch  m  zu  messen),  und  die  erhaltenen  Zahlen 
zu  multipliciren. 

Die  Anzahl  der  Quadrate  ist  nach  jeder  dieser  Zählungen  pq. 

Anm.  Zur  wirklichen  Ausmessung  eines  Rechteckes  durch  eine  der 
beiden  ersten  Methoden  würde  man  ein  wirkliches  Flächenmass  (etwa  eine 
hölzerne  quadratische  Tafel)  gebrauchen.  (Wie  würde  die  Ausmessung 
nach  diesen  Methoden  bewerkstelligt  werden  ?)  Die  dritte  Methode  erfor- 
dert nur  ein  Längenmass  zur  Messung  der  Strecken  a  und  6,  und  zeigt, 
wie  die  Flächenmessung  duroh  Längenmessungen  und  eine  Rechnung  ersetzt 
werden  kann. 

Man  versteht  nun  unter  dem  Produete  zweier  Strecken, 
die  durch  eine  Längeneinheit  gemessen  sind,  den 
Flächenraum  des  mit  dem  Produete  ihrer  Masszahlen 
multiplicirten  Quadrates,  dessen  Seite  die  Längen- 
einheit ist. 

Anm.  Setzt  man  dieses  Quadrat  =  1,  so  erhält  man  die  in  Nr.  114 
gegebene  vorläufige  Erklärung  des  Productes  zweier  Strecken,  welche  dort 
nur  einen  arithmetischen,  keinen  geometrischen  Sinn  hatte. 

Aus  dieser  Erklärung  und  der  vorher  gegebenen  Bestim- 
mung der  Fläche  des  Rechtecks  folgt  unmittelbar  der  Satz: 

Die  Fläche  eines  Rechtecks  ist  gleich  dem  Pro-  861. 
iuete  zweier  anstossenden  Seiten. 

Sind  die  beiden  Strecken  eines  Productes  einander  gleich, 
50  geht  das  Product  in  das  arithmetische  Quadrat  der  einen 
Strecke  über,  und  aus  351  folgt: 

Schlüge1,  ElementarwMfttltomatik.  II.  ]Q 
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352.  Die  Fläche  eines  Quadrates  ist  gleich  dem  (arith- 
metischen) Quadrat  einer  Seite. 

144.  Das  Parallelogramm.  —  Ein  Parallelogramm  ist  nach 
140  einem  Rechteck  mit  gleicher  Grundlinie  und  Höhe  gleich. 
Sind  a  und  b  zwei  anstossende  Seiten  dieses  Rechtecks,  so 
ist  a  die  Grundlinie,  und  6  die  Höhe  des  Parallelogramms; 
also  folgt  aus  351: 

353.  Die  Fläche  eines  Parallelogramms  ist  gleich  dem 
Producte  aus  Grundlinie  und  Höhe. 

Anm.  Sind  a  und  b  zwei  anstossende  Seiten  eines  Parallelogramms, 
&l  und  *j  die  auf  *,  bezw.  b  stehenden  Höhen,   so  ist  0^=6*5  oder 

-£-=  -?*  ;  in  Worten? 

145.  Das  Dreieck.  —  Aus  141  und  353  folgt: 

354.  Die  Fläche  eines  Dreiecks  ist  gleich  dem  halben 
Product  aus  Grundlinie  und  Höhe. 

Sind  a,  6,  e  die  Seiten  eines  Dreiecks,  hv  A2,  A3  die  bezw. 
darauf  stehenden  Höhen,  so  ist  nach  354: 

oAj  __    6A2  cA3 

2     ~~2     "-~2"' 

a h^  m     b  A3       c_ä1 

b        Aj '     c        A2       a       A3 

355.  d.  h.:  Zwei  Höhen  eines  Dreiecks  verhalten  sich  um- 
gekehrt wie  die  zugehörigen  Seiten. 

146.  Das  Trapez.  —  Ist  von  einem  Dreieck,  dessen  Grund- 
linie a,  dessen  Höhe  A  ist,  durch  eine  Parallele  zu  a  ein 
Dreieck  abgeschnitten,  dessen  Grundlinie  av  Höhe  A,  ist,  so 
ist  die  Fläche  des  übrig  bleibenden  Trapezes  (nach  354): 


""    2        "2 


Nun  ist  (271,  243) 


—  =  ■  t  oder  ahx  =  a.A, 
A        A| 

also    F  =  f  +  *£-  -  ^  -  *&■  =  ?± -* .  (*  -  Al), 

d   h.,  da  A  — A,  die  Höhe  des  Trapezes  ist: 
356.         Die  Fläche  eines  Trapezes  ist  gleich  dem  Pro* 
duct   aus   seiner  Höhe   und   der   halben  Summe   der 
parallelen  Seiten. 
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147.  Polygone.  —  Sind  a,b,c. .  die  Seiten  eines  Polygons, 
welches  einem  Kreise  mit  dem  Radius  q  umbeschrieben  ist, 
so  zerfällt  dasselbe,  wenn  man  den  Mittelpunkt  des  Kreises 
mit  seinen  Ecken  verbindet,  in  Dreiecke,  deren  Grundlinien 
a,  6,  c  . . .  sind,  deren  Höhen  alle  gleich  q  sind.  Demnach  ist 
der  Flächenraum  des  Polygons 

ae       6*  _g(q  +  &  +  ...) 

2   "■"   2    ■■"•••-  2  ' 

oder,  wenn  --  ''"=/?  gesetzt  wird: 

d.  h.:  Die  Fläche  eines  dem  Kreise  umbeschriebenen  867. 
Polygons  ist  gleich  dem  halben  Product  aus  Umfang 
und  Radius. 

Anm.  Andere  geradlinige  Figuren  müssen,  wenn  ihr  Flächenraum 
berechnet  werden  soll,  in  Dreiecke  zerlegt  werden. 

2)  Yergleichung  der  Flächenräume  mehrerer  Figuren* 

148.  Quotient  von  Fläehenräumen.  —  Die  Flächen  zweier 
Dreiecke,  F  und  F. ,  verhalten  sich  (1 47)  wie  die  Producte  aus 
Grundlinie  und  Hone,  also 

Ist  nun  einer  der  an  a  und  Oj  anliegenden  Winkel  in 
beiden  Dreiecken  gleich  (/?  =  /?1),  so  sind  die  diesen  Winkel 
enthaltenden  rechtwinkligen  Dreiecke  ähnlich  (245),  und  es  ist 
(nach  243): 

h  __  c 

hi  "~  ci 
Dies  in  1)  eingesetzt,  giebt: 

F\       aici 
J.h.:  Die  Flächenräume  zweier  Dreiecke,  die  in  einem  368. 
lTinkel  übereinstimmen,  verhalten  sich,  wie  diePro- 
lcte  der  diesen  Winkel  einschliessenden  Seiten. 

Ist  auch  der  andere  an  a  und  ax  anliegende  Winkel  in 
eiden  Dreiecken  gleich  (y  =  yj),  so  sind  sie  ähnlich  (345), 
nd  es  ist  (nach  243): 

c  a 


\ 
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Dies  in  2)  eingesetzt,  giebt: 

F 

3) 


a* 


F  ~~  o  2' 

359.  d.  h.:  Die  Flächen  ähnlicher  Dreiecke  verhalten  sich 
wie  die  Quadrate  homologer  Seiten. 

Theilt  man  zwei  ähnliche  Polygone  durch  Diagonalen,  die 
von  zwei  Ecken  ausgehen,  in  Dreiecke,  so  sind  dieselben  paar- 
weise ähnlich  (271).  Sind  nun  im  ersten  Polygon  a0,  av  a2> 
a3 . . .  die  Seiten,  dv  dv  d3  . . .  die  von  der  Ecke  (a0ax)  aus- 
gehenden Diagonalen,  und  Z),,  D*,  Ds  ...  die  Flächenräume 
der  durch  diese  Diagonalen  der  Keihe  nach  abgeschnittenen 
Dreiecke,  und  ebenso  im  zweiten  bv  62  . . .  die  Seiten,  ev  e%  . . . 
die-Diagonalen,  Ex,  E2 . . .  die  Dreiecksfiächen,  so  ist  (nach  359) 

»i  _  V  -  *i\   L\  _  d*  _  d2\    D3  _  d*  _  d32  . 

A   "  V  "  V     %  "  V    ""    V  '     *   "  V  "  V 

folglich         A  =  A  =  A  =     =  V 

ioigucn  E    —  E    —  E    — 2, 

X>j  -L>2  ^  C/j 

also  (nach  Th.  I,  108) 

D1+D2  +  Z)3  +  __a1*. 
JB1  +  £2  +  £3  +  ..."'  fcj2' 

360.  d.  h.:  Die  Flächen  ähnlicher  Polygone  verhalten  sich 
wie  die  Quadrate  homologer  Seiten  oder  Diagonalen. 

Nach  222  können  Kreislinien  als  regelmässige  Polygone 
betrachtet  werden,  die  nach  284  stets  ähnlich  sind.  Demnach 
folgt  aus  360: 

361.  Die  Flächen  zweier  Kreise  verhalten  sich  wie  die 
Quadrate  ihrer  Durchmesser  oder  Radien. 

149.  Summe  von  Flächenräumen.  —  Sind  a  und  6  die  Ka- 
theten, c  die  Hypotenuse  eines  rechtwinkligen  Dreiecks,  cx  und  c2 
bezw.  die  Projectionen  von  a  und  6  auf  c,  so  ist  [nach  259,  1)]: 

^rrrCjC;    62  =  Ctf, 

362.  also  tt2  +  b2  =  (Cj  +  c2)c=z  c2, 

welche  Formel  den  s^hon  bekannten  Pythagoräischen  Satz  (15(  i 
ausdrückt.  *) 

*)  Die  mit  diesem  Satze  in  Zusammenhang  stehende  Aufgabe:  Dr  i 
ganze  Zahlen  a,  6,  c  zu  finden,  die  der  Bedingung  genügen: 

wird  dadurch  gelöst,  daes  man  in  der  Formel 
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Sind  die  Seiten  a,  6,  c  des  rechtwinkligen  Dreiecks  homo- 
loge Seiten  von  drei  ähnlichen  Polygonen,  deren  Flächenräume 
bezw.  durch  Fv  Fv  F2  ausgedrückt  sind,  so  ist  nach  360: 

"F3~-  c2'     F3"-  c2'    W8°        F3       ~      c2     ' 

oder,  da  nach  362  a2  +  62  =  c2  ist : 

F  +  F  — F  • 

d.  h.:  Bilden  die  homologen  Seiten  dreier  ähnlicher  363. 
Polygone  ein  rechtwinkliges  Dreieck,  so  ist  die  Fläche 
des   Hypotenusen-Polygons    gleich   der   Summe    der 
Flächen  der  Katheten-Polygone. 

Anm.  Von  diesem  Satze  ist  der  pythagoreische  ein  specieller  Fall. 
Statt  der  Polygone  können  (nach  361)  auch  Kreisflächen  eintreten. 

Sind  o,  6,  c  die  Seiten  eines  beliebigen  Dreiecks,  cx  und  c2 
bezw.  die  Projectionen  von  a  und  b  auf  c  (Fig.  88),  und  h  die 
zu  c  gehörige  Höhe,  so  ist  (362) 

a2  =  Ä2  +  c12,  62  =  A2  +  c22, 
also  (wenn  a  >  b  ist) 

a2  —  62  =  c,2  —  c22  =  (Cj  +  c^(ct  -  c2). 
Nun  ist  entweder 

C.    *|      Ca  r^Z  C,         Q.      D»  .      C|    ~  C   —    Cn; 

oder  Cj  —  c2  =  c,    d.  h. :  cx  =  c  +  c2, 

je  nachdem  der  Seite  a  ein  spitzer  oder  ein  stumpfer  Winkel 
gegenüberliegt;  man  erhält  also  durch  Einsetzung  dieser  Werthe: 

a2  -  62  =  c(c  T  2c2)  =  c2  T  2ccr 

oder:  a2  =  b2  +  c2  T  2cc2 ; 

d.  h.:  In  jedem  Dreieck  ist  das  Quadrat  einer  Seite  864, 
gleich  der  Summe  der  Quadrate  der  andern  Seiten, 
vermehrt  oder  vermindert  um  das  doppelte  Product 
aus  einer  dieser  Seiten  und  der  Projection  der  an- 
dern auf  sie,  je  nachdem  die  erste  Seite  einem  stum- 
pfen oder  spitzen  Winkel  gegenüberliegt. 

r  p  und  q  zwei  beliebige  (keinen  gemeinsamen  Factor  enthaltende)  ganze 
ihlen  nimmt  (von  denen  eine  durch  2  theilbar  ist),  und  a  =  p2  —  ql, 
=  2pq,  c  =  p2  -j-  <j2  setzt.  Die  für  a,  &,  c  sich  ergebenden  Zahlengruppen 
lie  man  durch  Muitiplication  jeder  Gruppe  mit  einer  beliebigen  Zahl  ver- 
ielfaltigen  kann)  heissen  Pythagoräische  Dreieckszahlen.  Aufstel- 
ig  derselben  für  die  einziürigen  Werthe  von  p  und  q !  Aufsuchung  zweier 
Icher  Dreiecke,  welche  eine  gleiche  Kathete  haben,  und  Zusammenlegung 
erselben  zu  einem  schiefwinkligen  Dreiecke.  Welche  Eigenschaften  haben 
9  Flache  und  die  Höhen  desselben? 
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Fig.  88. 


Anm.  Dieser  Satz  heisst  der  allgemeine  Pythagoräische.  Er 
geht  in  den  letzteren  Aber,  wenn  der  der  ersten  Seite  gegenüberliegende 
Winkel  ein  rechter  ist.  Der  Wortausdruck  des  Satzes  vereinfacht  sieb, 
wenn  man  die  Protection  einer  Seite  auf  eine  andere  Seite  als  positiv,  auf 
die  Verlängerung  einer  Seite  als  negativ  ansieht. 

Andere  Ableitung  von  364:  Sind  im  Dreieck  abc  (Fig  88)  die  Höhen 
gezogen,  so  folgt  aus  der  Aehnlichkeit  je  zweier  rechtwinkliger  Dreiecke, 
die  einen  Winkel  des  Dreiecks  abc  gemeinsam  haben: 

1)  aa%  =  bb\ ;  2)  bb:i  =  cey  ;  8)  cc^  =  <w3. 
1)  und  dy  addirt  geben: 

<f  (*2  +  tf3)  =  6&1  +cct. 
v     Nun  ist 

V  ai  +  *3  =  <»;  h  =  b  —  h\  «*  =  •  —  •*; 

dies  eingesetzt  giebt: 

a2  =  62  _ .  bbz  +  c2  —  cch 

oder,  mit  Rücksicht  auf  2): 

a2=&2-|-c2  —  2cci. 

Sind  Oj  und  b}  die  Seiten  eines  anderen  Dreiecks,  welches 
die  Grundlinie  c  enthält,  und  dessen  Spitze  auf  h  oder  dessen 
Verlängerung  liegt,  so  ist,  da  die  Projectionen  von  b  und  b1 
zusammenfallen, 

a12  =  612  +  c2  —  2cc2\ 


folglich : 


a. 


-bl2  =  a2-b2. 


Jeder  Punkt  von  h  hat  also  die  Eigenschaft,    dass    die 

Differenz  der  Quadrate  seiner  Abstände  von  den  Endpunkten 

der  Seite  c  beständig  denselben  Werth  hat.    Dies  giebt  den  Satz : 

366.  Der  geometrische  Ort  eines  Punktes,  für  welchen 

die  Differenz  der  Quadrate  seiner  Abstände  von  zwei 

festen   Punkten  (4,  B)   eine  gegebene  Grösse  f1  hat, 

c2  -f2 
ist  die  auf  AB  (=c)  in  der  Entfernung  d=-  ^  —  von 

• 

einem  Endpunkte  errichtete  Senkrechte. 

Anm.    Die  Strecke  d  ist  auf  AB  selbst  oder  auf  der  Verlängerung 
abzutragen,  je  nachdem  c  ^  /",  oder  e  ^  f  ist. 

Die  nach  der  Seite  c  gehende  Mittellinie  t  theilt  das  Dreieck 

c  c 

in  zwei  Dreiecke  mit  den  Seiten  a,  t,   m>  ;  6,  t,  --.     In  dies  n 

Dreiecken  ist  nach  364,  wenn  tx  die  Projection  von  t  auf  c  ii  : 


*,=<,+C0,-^-¥' 


*  — 
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also  durch  Addition: 

a2  +  62  =  2*2  +  2(!)2; 

d.  h.:  In  jedem  Dreieck  ist  die  Summe  der  Quadrate  366. 
zweier  Seiten  gleich  dem  doppelten  Quadrat  der  hal- 
ben dritten  Seite,  vermehrt  um  das  doppelte  Quadrat 
der  nach  der  dritten  gezogenen  Mittellinie. 

Sind  ax  und  b1  die  Seiten  eines  anderen  Dreiecks,  welches 
die  Stücke  c  und  t  enthält,  so  ist 

a*  +  bt*  =  2?  +  2(!  /=  a2  +  62. 

Die  Spitze  eines  aus  c  und  t  gebildeten  Dreiecks  hat  also  die 
Eigenschaft,  dass  die  Summe  der  Quadrate  ihrer  Abstände  von 
den  Endpunkten  der  Seite  c  beständig  denselben  Werth  hat. 
Da  nach  168  der  geometrische  Ort  dieser  Spitze  eine  Kreis- 
linie ist,  so  hat  man  den  Satz: 

Der  geometrische  Ort  eines  Punktes,  für  welchen  367. 
die  Summe  der  Quadrate  seiner  Abstände  von  zwei 
festen  Punkten  (A,  B)  eine  gegebene  Grösse  2f2  hat, 
ist   die   aus    der  Mitte  von  AB(=c)  mit  dem  Radius 

y    /"2  — f  -~j    beschriebene  Kreislinie. 

3)  Construction  der  Wurzeln  einer  Gleichung. 

150.  Vorbemerkung.  —  Sind  zur  Lösung  einer  geometrischen 
Constructionsaufgabe  Strecken  in  fester  Lage  gegeben,  so  lässt 
sich  die  Lösung  der  Aufgabe  oft  auf  die  Aufsuchung  einer  oder 
mehrerer  noch  unbekannter  Strecken  zurückführen.  Gelingt  es 
dann,  zwischen  den  bekannten  und  den  unbekannten  Strecken, 
mittelst  der  in  der  Aehnlichkeitslehre  und  im  Abschnitt  über 
rechnende  Geometrie  aufgestellten  Sätze,  ebensoviele  Gleichun- 
gen aufzustellen  als  Unbekannte  angenommen  sind,  so  erhält 
man  durch  Elimination  dieser  Unbekannten  bis  auf  eine  (nach 
Th.  I,  Nr.  97)  eine  Gleichung,  aus  der  man,  wenn  sie  vom 
ersten  oder  zweiten  Grade  ist  (oder  sich  in  solche  Gleichungen 
zerlegen  lässt),  die  unbekannte  Strecke  construiren  kann. 

151.  Die  Gleichung  vom  ersten  Grade.  —  Bedeuten  x,  a, 
6,  e,  ...  Strecken,  so  ist  die  Normalform  dieser  Gleichung 
(vgl.  Th.  I,  Nr.  92) 

=  bc  (oder  x  =  — J. 


ax 
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Indem  man  beiderseits  durch  ab  dividirt,  folgt: 

x  _  c 

b  ~  V 

Also  kann  x  nach  Aufgabe  10  (S.  106)  als  vierte  Proportio- 
nale zu  a,  6,  c  construirt  werden. 

Eine  allgemeinere  Gestalt  der  Normalform  ist 

a^a* . . .  x  =  66,6,6«  ...  1  oder  x  =  — l  2  ?    "  *  ). 
128  *  2  3        V  aia2a3  •  •  •  * 

In  diesem  Falle  setzt  man 

bb 


c  — 


b*L    (x  =  C&2&3  '  '    \ 


und  construirt  c   in  der  vorher  angegebenen  Weise.     Dann 
setzt  man 

°2       ^  a3  #  '  * 

construirt  d  ebenso,  und  setzt  dieses  Verfahren  fort,  bis  die 
einfache  Normalform  hergestellt  ist. 

152.  Die  rein  quadratische  Gleichung.  —  Dieselbe  lässt  sich 
stets  auf  die  Normalform  bringen: 

x2  =  ab. 

Anm.  Faotoren,  die  etwa  noch  bei  x2  stehen,  werden  durch  das 
soeben  beschriebene  Verfahren  entfernt. 

Demnach  kann  x  nach  Aufgabe  13  (S.  113)  als  mittlere 
Proportionale  zu  a  und  6  construirt  werden. 

Anm.  Da  es  bei  der  Bestimmung  von  Strecken  durch  Gleichungen 
nur  auf  ihre  absolute  Grösse,  nicht  aber  auf  ihr  Vorzeichen  ankommt,  so 
giebt  die  rein  quadratische  Gleichung  nur  eine  Lösung  einer  geometrischen 
Aufgabe. 

153«  Die  gemischt  quadratische  Gleichung.  —  Dieselbe  lässt 
sich  stets  auf  die  Normalform  bringen: 

x2  +  ax  =  b2. 

Anm.  Factoren  bei  **  werden,  wie  oben,  weggeschafft,  während  <*'3 
rechte  Seite  der  Gleichung  sich  durch  das  soeben  beschriebene  Verfahr  i 
stets  als  Quadrat  darstellen  lässt. 

Indem  man  auf  beiden  Seiten  (-,y)  addirt  (vgl.  Th.  , 
Nr.  99),  erhält  man: 


(-+T)v-+(ir- 
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Durch  Vergleichung  mit  362  folgt,  dass  (  x  +  -~- J  Hypotenuse 
desjenigen  rechtwinkligen  Dreiecks  ist,  dessen  Katheten  b  und 
-5-  sind.    Demnach  ist  a?  +  -~-  leicht  zu  construiren. 

Setzt  man  nun  62  +  (  ^j  =c2,  also  #  +  -^=±0,  so  folgt: 

Aus  o?  +  -0  findet  man  also  x,  indem  man  -^-  auf  der  Strecke  e 
ab-,  oder  an  dieselbe  anträgt. 

Anm.    Die  gemischt  quadratische  Gleichung  liefert  also  im  Allge- 

n 
meinen  zwei  Lösungen  einer  geometrischen  Aufgabe.    Da  —  ^e,  so  ist 

eine  der  gefundenen  Strecken  positiv,  die  andere  negativ.  —  Sind  die 
Wurzeln  einer  rein  oder  gemischt  quadratischen  Gleichung  imaginär,  so 
ist  die  Aufgabe  in  dem  beabsichtigten  Sinne  nicht  lösbar,  und  man  be- 
zeichnet die  durch  die  Strecke  9  zu  bestimmenden  Punkte  selbst  als 
imaginäre.  (Beispiel:  Wie  weit  sind  die  Schnittpunkte  einer  Seoante 
von  dem  auf  ihr  senkrechten  Durchmesser  entfernt,  wenn  *  der  Abstand 
der  Secante  vom  Mittelpunkt,  r  der  Radius  des  Kreises,  und  a^r  ist?  — 
Bezeichnet  man  die  gesuchte  Strecke  durch  x,  so  findet  sich:  »*=r* — a*= 
—  («* — r2);  also  sind  die  Wurzeln  der  Gleichung,  die  Strecken  x±  und  a^, 
und  die  Endpunkte  derselben,  d.  h.  die  Schnittpunkte  der  Seoante  mit  der 
Kreislinie,  imaginär.) 

Ist  n  ein  Zahlfactor,  der  bei  einer  Strecke  a  steht,  so  ist  auch  ns 
eine  Strecke,  und  kann  gleich  «j  gesetzt  werden.  Steht  aber  n  bei  einem 
Quadrate,  so  setzt  man  na*  =  a\2,  und  construirt  a±  als  mittlere  Propor- 
tionale zwischen  na  und  a. 

Aus  der  Gleichung 

xk  +  pa2x2  =qaA, 

worin  p  und  q  beliebige  Zahlen  sind,  erhält  man: 

2 


x*  +  |a2  =  a2|/9+P2. 

onstruirt  man  nun       .pa  =  b2]  a.  (  q  +  ^~Ja  =  c2\  ac  =  cß, 

10  geht  die  letzte  Gleichung  über  in 

a?  +  b*  =  (P, 

voraus  x  sich  construiren  lässt. 

10* 


'i 
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4)  Das  regelmässige  Polygon  und  der  Kreis. 

a.  Allgemeine  Polygone* 

154.  Das  einbesehriebene  n-Eck  und  2n-Eek.  —  Sei  sy  die 
Seite   des  n-Ecks,  s2  die  des  2/i-Ecks,   beide  beschrieben   in 


Fig.  89. 


den  Kreis  mit   dem  Radius  r; 
sei   ferner  Fx   die  Fläche    des 

Dreiecks  ÖDÄ  (Fig.  89),  F2  die 

des  Dreiecks  DXDA,    dann    ist 
(nach  354) 

OIKAC  _   rSl 

2         ""4 

_  AD.  ADX  _  s2\4r*-s22 

""         2         ""  2 


*\  = 


F. 


(da  AD*  =  DD*  —  AB*). 

Nun  hat  Dreieck  ODA  gleiche 
Höhe    {AC),'  aber    nur    halbe 

Grundlinie  (OD  =  \DXD)  mit  DJÖI;   folglich  ist  (nach  144): 


oder: 


2FX  =  Fv 
rSj  =  s2\4r2  - 


Indem  man  aus  dieser  Gleichung  sx  oder  s2   bestimmt,   er- 
hält man: 

s,N4r2 - s  2 
1)    «,=  ..       2- 


2)    «. 


=  l/~2r2-  r\"4r2 - Sj2. 


155.  2)as  einbesehriebene  und  umbeschriebene  n-Eck.  —  Ist 
t.  die  Seite  des  dem  Kreise  umbeschriebenen  regelmässigen 

n-Ecks,  so  folgt  aus  der  Aehnlichkeit  der  Dreiecke  OAC  und 

UÄ^D  (Fig.  89): 


j4,D 
DO 


AC 
CO' 


oder: 


h  _ 
2r- 


s, 


-K. 


(da  CO*=zOA*-CA*). 


r" ' 


Indem   man   aus  dieser  Gleichung  tx  oder  sx  bestimmt,   er- 
halt man: 
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3) 


4) 


h  ~   Vij' 


\4 


h  = 


2rt 


l 


\|4r: 


+  ',2 


b.  Specielle  Polygone« 

156.  Das  Sechseck.  —  Der  Centriwinkel  des  regelmässigen 
Sechsecks  ist  (nach  213)  gleich  -|-Ä,  demnach  ist  sein  Be- 
stimmungsdreieck gleichseitig  (103),  und  es  ist 

Anm.  Construction  des  regelmässigen  Sechsecks  in  einen  Kreis,  in- 
dem man  den  Radius  sechsmal  nach  einander  als  Sehne  einträgt. 

157.  Das  Viereck.  —  Der  Centriwinkel  des  regelmässigen 
Vierecks  ist  gleich  R,  demnach  ist  sein  Bestimmungsdreieck 
gleichschenklig  rechtwinklig,  und  man  hat  (362) 


oder: 


42  =  2r2, 


Anm.     Construction  des  regelmässigen  Vierecks  in  einen  Kreis  mit- 
telst zweier  auf  einander  senkrechter  Durchmesser. 

158.  Das  Zehneck.  —  Berechnung.  —  Der  Centriwinkel 
des    regelmässigen    Zehnecks    ist   gleich    |  ff,%  demnach  jeder 


-TT' 


Basiswinkel  seines  Bestimmungsdreiecks  *-R. 
daher  den  Basiswinkel  B  =  2a  des  Bestim- 
mungsdreiecks OÄB  (Fig.  90),  so  ist  DCB 
gleichschenklig  (Umk.  z.  98),  also 

OC=:CB. 

Ferner   ist  ~ÄEC  <x>  AÖB   (245),   <l.   h.,    da 
OA  =  OB,  so  ist  auch 

AB  =  CB. 

Setzt  man  nun  AB—CB  =  0Cz=x,  so  folgt 

aus  der  Aehnlichkeit  von  ABC  und  AOB: 

AC         Aß        .       r-x        x 

--.— -  =    M~  ,  oder =  — 

AB         AO'  x  r 

oder:  x2  +  rx  =  r2. 

Hieraus  findet  man,  da  x  =  sl{)  ist: 

r 


Haihirt   man 
Fig.  90. 


*,.=-i-ofo--i)- 


V 

•■?■• 


;1 

-     < 


?4 
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Construction.  —  Aus  der  Gleichung  x*  +  r x  =  r2  folgt 

Demnach  trage  man  auf  der  Hypotenuse  des  aus  r  und  -~- 

als  Katheten  construirten  rechtwinkligen  Dreiecks  die  kleinere 

Kathete  -^   ab;  der  Rest  ist  *10. 

159.  Theilung  einer  Strecke  nach  dem  goldnen 
Schnitt  (stetige  Theilung).  —  Aus  der  oben  gefundenen  Pro- 
portion 

r  —  x       x 


x  r 

folgt,  wenn  wir  die  Werthe  r— jc=iiC,  x=0C,  r=0A  einsetzen: 

AC  _   OC 

ÖC  ~    ÖA' 

Demnach  ist  die  Strecke  OA  im  Punkte  C  so  getheilt,  dass 
der  grössere  Theil  die  mittlere  Proportionale  ist  zwischen  dem 
kleineren  Theile  und  der  ganzen  Strecke.  —  Diese  Art  der 
Theilung  einer  Strecke  heisst  stetige,  oder  Theilung  nach 
dem  goldnen  Schnitt. 

Die  (Instruction  der  Seite  des  regelmässigen  Zehnecks 
aus  dem  Radius  des  umbeschriebenen  Kreises  ist  hiernach 
gleichzeitig  die  Lösung  der 

Aufgabe  14.  —  Eine  gegebene  Strecke  nach  dem 
goldnen  Schnitt  zu  theilen.     (S.  Fig.  90.) 

Umgekehrt  kann  man  die  Eigenschaft  der  Seite  des  regel- 
mässigen Zehnecks  durch  den  Satz  ausdrücken: 
368.  Die  Seite  eines  regelmässigen  Zehnecks  ist  gleich 

dem  grösseren  Abschnitt  des  stetig  getheilten  Radius 
im  umbeschriebenen  Kreise. 

160.  Das  Fünfzehneck.  —  Der  Centriwinkel  des  regel- 
mässigen Fünfzehnecks  ist  gleich  ^fi,  oder,  da  ]*5="3 -  —  -?- 
ist,  gleich  der  Differenz  zwischen  den  Centriwinkeln  des  rege  1- 
mässigen  Sechsecks  und  Zehnecks.  Die  Construction  dis 
regelmässigen  Fünfzehnecks  ist  in  dem  hieraus  folgenden  Sat;  e 
enthalten : 
869.  Die  Seite  eines  regelmässigen  Fünfzehnecks  i*  t 

die  dritte  Seite  des  aus  den  Seiten  des  regelmäss  - 
gen  Sechs-  und  Zehnecks  gebildeten  Dreiecks  im  ui  - 
beschriebenen  Kreise. 
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Die  Berechnung  der  Seite  des  regelmässigen  Fünf- 
zehnecks erfolgt  (wenn  in  dem  eben  beschriebenen  Dreieck  ABC 
die  Seite  des  Sechsecks  AB,  die  des  Zehnecks  AC,  und  der 
Fusspunkt  der  aus  C  auf  AB  gefällten  Höhe  C1  ist)  mittelst 
der  Formeln:  1  /- r  V 

BC         V  r2~h4T 
V=*92  +  *i52-2»6.«C1  (364);    -     '■  = , 


«15 


(da  BCCy  <v  dem  halben  Bestimmungsdreieck  des  Zehnecks.) 
Setzt  man  «6  =  r,  und  zur  Abkürzung  *18  =  x,  *,0  —  y,  so  fin- 
det sich:  1  /- ~ä       „ 

oder,  wenn  man  für  y  seinen  Werth  einsetzt: 

«18  =  l  [jAo  +  2\f5  -  \[iö  +  Näl 

161.  Abgeleitete  Polygone.  —  Mit  Hilfe  der  Sätze  216  und 
217  kann  man  construiren,  und  mittelst  der  Formeln  1)  und  2) 
(Nr.  154)  berechnen: 

aus  dem  regelmässigen  die  regelmässigen  Polygone  von 

Sechseck        .        .  3.       12.    24.    48.  ... 

Viereck          ...  8.    16.    32.  ... 

Zehneck         ...  5.      20.    40.    80.  ... 

Fünfzehneck  .       .       .  30.    60. 120.  ...  Ecken. 

Und  mit  Hilfe  der  Formel  3)  (Nr.  155)  kann  man  aus  jedem 
dieser  Polygone,  wenn  es  in  den  Kreis  einbeschrieben  ist,  das 
entsprechende,  dem  Kreise  umbeschriebene  Polygon  berechnen. 

Anm.  Ausser  den  oben  erwähnten  regelmässigen  Polygonen  lassen 
sich  anf  elementarem  Wege  (d.  h.  mit  Lineal  und  Cirkel)  nur  noch  die- 
jenigen construiren,  deren  Seitenzahl  von  der  Form  2n  +  1,  und  durch 
keine  andere  Zahl  theilbar  ist.  Dies  trifft  zu  für  n  =  2,  4,  8  . . ,  also  fftr 
die  regelmässigen  Polygone  von  6,  17,  267  . . .  Seiten.  —  Für  die  Seiten 
anderer  regelmässiger  Polygone  muss  man  sich  mit  Näherungswerthen  be- 
gnügen. So  ist  die  Seite  des  in  den  Kreis  beschriebenen  regelmässigen 
iebenecks  nahezu  gleich  der  halben  Seite  des  regelmässigen  Dreiecks. 

c.  Der  Kreis. 

162.  Durch  die  oben  erwähnten  Formeln  kann  man  Seite 
nd  Umfang  eines  in  oder  um  den  Kreis  beschriebenen  regel- 
mässigen Polygons  von  beliebig  ^hoher  Seitenzahl  durch  den 
Radius  r  oder  den  Durchmesser  d  ausdrücken,  indem  man  von 
»inem  der  vier  Hauptpolygone  (am  einfachsten  vom  Sechseck) 
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ausgeht.    Nun  folgt  aus  den  Sätzen  220,  223 ;  225,  227,  dass  : 
die  Zahl,   welche  das   Verhältniss   des   Umfangs   eines  regel- 
mässigen Polygons  zum  Durchmesser  des  umbeschriebenen  oder 
einbeschriebenen  Kreises  ausdrückt,  dem  Verhältniss  zwischen 
der  Kreislinie  und  ihrem  Durchmesser  um  so  näher  kommt, 
je  grösser  die  Seitenzahl  ist.    Ferner  bleibt  die  für  ein    um- 
beschriebenes Polygon  berechnete  Verhältnisszahl,  wiewohl  ab- 
nehmend,  stets  grösser,   die  für  das  einbeschriebene  Polygon 
berechnete  stets  kleiner  als  das  Verhältniss  der  Kreislinie  zum 
Durchmesser.  —  Drückt   man    also    alle    diese    (irrationalen) 
Verhältnisszahlen  durch  Decimalbrüche  aus,  so  werden  in  den 
Zahlen  für  den  Umfang  des  einbeschriebenen  und  den  des  um- 
beschriebenen n-Ecks  um  so  mehr  Anfangsstellen  übereinstim- 
men, je  grösser  n  ist.     Diese  übereinstimmenden  Stellen   sind 
daher  genaue  Stellen  derjenigen  Zahl,  welche  das  Verhältniss 
der  Kreislinie  zu  ihrem  Durchmesser  ausdrückt.    Diese  Zahl  wird 
kurz  durch  den  Buchstaben  it  bezeichnet  und  die  L udolp li- 
sch e  Zahl*)  genannt.     Sie  ist  nur  in  der  Form  eines  unend- 
lichen   nicht   periodischen    Decimalbruchs    bekannt,    und    nur 
näherungsweise  zu  bestimmen.     Ihre  ersten  Stellen  sind 

370.  TT  =  3,1415926535... 

Anm,  Näherungswerthe  von  tt  in  kürzerer  Form:  1)  3,1416.  — 
Man  kann  ferner  irgend  einen  abgekürzten  Wertb  des  Pecimalbruches  als 
gewöhnlichen  Bruch  schreiben,  diesen  in  einen  Kettenbruch  verwandeln 
und  dessen  Xäherungswerthe  bestimmen  (Th.  I,  Nr.  144  u.  148)  Solche 
Näherungswertbe  sind  2)  der  Archimedische,**)  -2?,  und  der  Metiua- 

sche,***)  ßlü>.     (Man  verwandle  diese  Brüche  in  Decimalbrüche  und  über- 

113 
zeuge  sich  durch  Vergleichung  mit  370  von  dem  Grade  ihrer  (Genauigkeit.)  — 

Durch  Methoden  der  Funktion slehre  gestaltet  sich  übrigens  die  Berech- 
nung von  7i  unvergleichlich  einfacher,  als  durch  die  oben  beschriebene, 
welche  z.  B.  bei  Benutzung  des  192-Ecks  nur  die  drei  ersten  Decimal- 
steilen  von  n  liefert.     Im  (Janzen  sind  500  Stellen  berechnet. 

163.  Umfang  des  Kreises.  —  Mezeichnet  man  den  Umfang 

des  Kreises  mit  u,   so  ist  nach  dem  Vorhergehenden  -~  =  ^r, 
371   oder  u  =  2rn. 

Ist  a  der  Centriwinkel  eines  Bogens  a,  so  ist  nach  287 


*)  Ludolph  v.  Ceulen  (um  1586)  berechnete  tt  bis  auf  35  Steiler 
**)  Archimedes  aus  Syracus,  287 — 212  fand  die  nach   ihm  benar    ie 
Verhältnisszahl  durch  Berechnung  des  96-Ecks. 
***)  Peter  Metius, '  Prof .  in  Franeker  (um  1550). 
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159 


Anm.     Für  r=l  igt  u=z%7i,  also  der  dem  rechten  Winkel  ent- 

sprechende  Bogen  -    =■  -■  .  —  Für  die  Verwandlung  der   Kreislinie 

in  eine  gerade  Strecke  (Rectification)  gieht  es  verschiedene  Näherungs- 
methoden, die  zum  Tbeil  auf  den  oben  angeführten  Näherungswerthen 
u        22  u        355 

-ör  =  ry" r  oa<er  tt  =      o  r    beruhen.     Ihrer  Einfachheit  und  Genauigkeit 

&  I  6  lld 

wegen  verdient  die  folgende  (von  Ceradini,  gegenwärtig  in  Rom)  den  Vor- 
zug.    Man  zieht  einen  Durchmesser  AB,  dann  in  A  die  Tangente,  trägt 

im  Mittelpunkt  O  an  OA  einen  Winkel  von  -3-Ä  an,  dessen  Schenkel  die 

Tangente  in  C  schneidet,  trägt  von  C  aus  über  A  eine  Strecke  CD  =  3r 

auf  der  Tangente  ab,  und  verbindet  D  mit  B;  dann  ist  ÜB  nahezu  gleich 

u 

TP  (==  r .  3,14153 . . ).  —  Weniger  genau,  aber  noch  einfacher,  und  gleich- 
A 

zeitig  zur  näherungsweisen  Lösung  anderer 
Aufgaben  brauchbar  ist  die  folgende:*)  Ueber 
dem  Durchmesser  AB  (Fig.  91)  wird  ein  gleich- 
seitiges Dreieck  construirt  (SAB).  Auf  der 
zu  AB  parallelen  Tangente  A\B\  wird  dann 
von  den  Verlängerungen  der  Seiten  SA  und 
SB  eine  Strecke  A^B{  abgeschnitten,  welche 

u 

nahezu  gleich  —  ist.  — ,  Jede  durch  S  gehende 

2 

Seoante  SX^   schneidet  einen  Bogen  TX  und 

eine  Strecke  TX^  ab,  welche  um  so  weniger     ,  ,. 

von  einander  verschieden  sind,  je  kleiner  X\T   \x        ^ 

ist.  —  Um  hiernach  in  einen  gegebenen  Kreis 

ein  annähernd  regelmässiges  2n-Eck  zu  zeichnen,  theile  man  AlB^ 

in  n  gleiche  Theile,  verbinde  die  Theilpunkte  mit  S  und  ziehe  durch  die 

auf  dem  Halbkreise_i^TB  liegenden  Theilpunkte  die  Durchmesser.  (Genauere 
Construction  durch  alleinige  Benutzung  des  an  T  grenzenden  Theilbogens.) 
Um  einen  spitzen  Winkel  <p  annähernd  in  n  gleiche  Theile  zu 
theilen,  trage  man  ihn  als  Winkel  TOX  in  Fig.  91  ein,  und  theile  die 
Strecke  X^T  in  n  gleiche  Theile.    Der  nach  dem  zunächst  an  7  liegenden 

Theilpunkte   gehende  Radius   schneidet  am  genausten  —  des  gegebenen 

Winkels  ab.    (Wie  verfährt  man,  wenn  der  gegebene  Winkel  ^  Ä  ist?) 

164.  Fläehenraum  des  Kreises.  —  Nach  357  ist  die  Fläche 
eines  dem  Kreise  umbeschriebenen  Polygons  gleich  dem  Pro- 
duet  aus  Umfang  und  halbem  Radius.  Betrachtet  man  die 
Kreislinie  (nach  222)  selbst  als  regelmässiges  Polygon,  so  ist 
ihr  Umfang  (371)  gleich  2  r/r,  der  Radius  gleich  r,  mithin  der 
Fläehenraum  des  Kreises 

F=2r7t.~  =zr27t.  373b 


>)  ScMömilch's  Ztschr.  Bd.  22,  S.  339. 
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Ist  a  der  Centriwinkel  eines  Sectors  *2,  so  ist  nach  287 

-  o  -  =  -7D,  oder  *2  =  r27r .  -  -b. 
r%        4/r  4Ä 

Setzt  man  hierin  aus  372  den  Werth  ttc  .  ^^  =  a  ein,  so  folgt: 

AK 

8  -    2  ' 
874.  d.  h.:  Die  Fläche  eines  Sectors  ist  gleich  dem  Pro- 
duct  aus  dem  Bogen  und  dem  halben  ßadius. 

Anm.  Ein  specieller  Fall  von  374  ist  873.  Mit  Berücksichtigung 
von  354  lässt  sich  ein  Dreieck  angeben,  welchem  der  Sector  oder  der 
ganze  Kreis  fläohengleich  ist.  —  Die  Fläche  eines  Segments  wird  ala 
Differenz  von  Sector  and  Dreieck  berechnet. 


A&h&ag. 

Die  Curven  zweiter  Ordnung. 

165.  Vorbemerkung.  —  In  der  elementaren  Geometrie  be- 
trachtet man  nur  diejenigen  Gebilde  (ausser  dem  Punkte), 
welche  durch  eine  einfache  Bewegung  entstehen  (vgl.  Einl.  d), 
nämlich  die  gerade  und  die  Kreislinie.  Zwar  ist  die  Bewegung 
des  Punktes,  welcher  die  letztere  beschreibt,  eine  zusammen- 
gesetzte, aber  die  Strecke,  deren  Endpunkt  dieser  Punkt  ist, 
führt  durch  ihre  Drehung  eine  einfache  Bewegung  aus.  Man 
sagt  daher  auch,  elementar  seien  diejenigen  Gebilde  und  Con- 
structionen,  welche  durch  Lineal  und  Cirkel  hergestellt  werden 
können. 

Alle  anderen  Linien  (Curven)  ausser  der  Geraden  und  der 
Kreislinie  entstehen  durch  eine  zusammengesetzte  Bewegung 
und  unterscheiden   sich   durch  das  Gesetz   dieser  Bewegung. 
Von  diesem  Gesetze  sei  hier  nur  bemerkt,  dass  es  sich  durch 
eine  Gleichung  mit  2  Unbekannten  ausdrücken  lässt,  und  dass 
die  Curve  algebraisch  oder  transcendent  genannt  wird,  je  nach- 
dem diese  Gleichung  algebraisch  oder  transcendent  ist.    (Vgl. 
Th.  I,  Nr.  91.)    Man  theilt  die  algebraischen  Curven  ein  nach 
der  Zahl  der  Punkte,  in  welchen  sie  von  einer  Geraden  ge- 
schnitten werden  können  (oder  auch  nach  der  Zahl  der  Tan- 
genten, die  man  von  einem  Punkte  an  sie  ziehen  kann),   und 
sagt,  eine  Curve  sei  von  der  n**  Ordnung,  wenn  sie  von  einer 
Geraden  in  n  Punkten  geschnitten  werden  kann  (von  der  n*2? 
Klasse,  wenn  von  einem  Punkte  n  Tangenten  an  sie  gezogen 
irden  können).    Hiernach  ist  die  Gerade  eine  Curve  1^  Ord- 
mg  (der  Punkt,  als  Grenzfall  des  Kreises  betrachtet,   eine 
urve  1*£  Klasse),  die  Kreislinie  eine  Curve  2*f  Ordnung  (und 
£  Klasse). 

Es  sollen  nun  im  Folgenden  die  übrigen  Curven  2*£  Ord- 
_ng  nach  ihrer  Entstehung  und  ihren  wichtigsten  Eigenschaf- 
m  betrachtet  werden.     Zu  diesem  Zwecke  ist  das  Gesetz, 


I 


l<r 


r. 
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welches  der  Entstehung  der  Kreislinie  zu  Grande  lag,  zu  ver- 
allgemeinern, 

166.  Allgemeines  Bewegungsgesetz  der  Curven  2*Z  Ordnung.  — 
Die  Kreislinie  war  durch  das  Gesetz  bestimmt,  dass  der  Ab- 
stand eines  ihrer  Punkte  (X)  von  einem  festen  Punkte  0  eine 
Strecke  von  bestimmter  Grösse  (r)  sei. 

Dieses  Gesetz  wird  verallgemeinert,  wenn  man  einen  zwei- 
ten festen  Punkt  P  annimmt,  und  bestimmt,  dass  Summe 
oder  Differenz  der  Abstände  (rt  und  r2)  eines  Punk- 
tes (X)  von  den  beiden  festen  Punkten  (tf  und  P)  eine 
Strecke  von  bestimmter  Grösse  (r)  sei.  Dieses  Gesetz 
wird  also  lauten 

rx±rt  =  r.    (OX±XP=r.) 

(Fallen  die  Punkte  0  und  P  zusammen,  so  ist  rx=rv  und 

für  das  obere  Zeichen  2rx  —r,  oder  rx  =  —.    In  diesem  Falle 

ist  also  der  geometrische  Ort  des  Punktes  X  wieder  eine  Kreis- 
linie. Und  die  Kreislinie  ist  hierdurch  als  specieller  Fall  der- 
jenigen Curve  gekennzeichnet,  welche  der  Punkt  X  bei  dem 
Bewegungsgesetze  rj  +  r2  =  r  beschreibt.) 

Beschreibt  man  um  0  eine 
Kreislinie  mit  dem  Radius  r,  welche 
die  Strecke  OX  oder  ihre  Verlän- 
gerung in  A  schneidet  (Fig.  92), 
so  ist  XA=:r2=zXP.  Man  kann 
also  die  Lage  des  Punktes  X  auch 
durch  das  Gesetz  bestimmen,  dass 
die  Abstände  desselben  von 
einem  festen  Punkte  P  und 
einer  festen  Kreislinie  (um  0 
mit  r  beschrieben)  einander  gleich  seien.  In  der  Gleichung 
rx±r„zzzr  gilt  das  obere  oder  das  untere  Zeichen,  je  nach- 
dem P  innerhalb  oder  ausserhalb  des  aus  0  mit  r  beschrie- 
benen Kreises  liegt.  (Der  Uebergangsfall,  wobei  P  auf  der 
Kreislinie  liegt,  giebt  die  durch  0  und  P  bestimmte  Gera**« 
als  geometrischen  Ort  des  Punktes  J.) 

1)  Bewegungsgesetz  rt  +  r2^r.  —  Die  Ellipse. 

167.  Entstehung  der  Ellipse.  —  Wenn   eine  Strecke  u 
einen  ihrer  Endpunkte  0  eine  ganze  Umdrehung  macht,  ou 

;n  auf  ihr  liegender  Punkt  X  sich  inzwischen  so  auf  ihr  b 
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wegt,  das8  er  von  einer  aus  0  beschriebenen  Kreislinie  und 
einem  innerhalb  derselben  liegenden  Punkte  P  stets  gleich- 
weit entfernt  ist,  so  beschreibt  dieser  Punkt  X  eine  krumme 
Linie,  welche  Ellipse  genannt  wird. 

Jeder  Richtung  der  sich  drehenden  Geraden   entspricht 
ein  Punkt  A  der  Kreislinie  und  ein  Punkt  X  der  Ellipse.    Zu 


Fig.  93. 


jedem  Punkte  der  Kreislinie 
gehört  also  ein  Punkt  der 
Ellipse.  Wir  nennen  daher 
diese  Kreislinie  den  Leit- 
kreis der  Ellipse,  und  den 
Punkt  A  den  Leitpunkt 
zu  X. 

Da  XA  =  XP,  so  geht 
die  in  der  Mitte  (B)  von 
AP  auf  dieser  Strecke  er- 
richtete Senkrechte  durch  X 
(119).  Da  Xauch  auf  OA 
liegt,  so  kann  man  hiernach 
zu  jedem  Punkte  A  der 
Kreislinie  den  zugehörigen 
Punkt  der  Ellipse  X  con- 
8truiren,  indem  man  A  mit 
0  und  P  verbindet,  und  in 

der  Mitte  von  AP  die  Senkrechte  errichtet,  welche  OA  in  X 
schneidet 

Kehrt  der  Punkt  A  nach  einer  ganzen  Umdrehung  in 
seine  frühere  Lage  zurück,  so  thut  X  dasselbe.  Und  da  aus 
dem  Gesetze  rj+r,  =  r  folgt,  dass  r2  und  r«  < r,  also  kein 
Punkt  der  Ellipse  um  mehr  als  r  von  0  und  P  entfernt  ist, 
so  ist  die  Ellipse  ebenso  wie  die  Kreislinie  eine  im  Endlichen 
bleibende,  in  sich  zurückkehrende  Curve. 

168.  Seeanten.  —  Gelangt  der  Punkt  A  durch  eine  halbe 

Umdrehung  der  Geraden  in  die  Lage  Av  so  erhält  man  einen 

"sprechenden  Punkt  der  Ellipse  (X2\  welcher  auf  0A2  liegt. 

iher  schneidet  jede  durch  0  gezogene  Gerade  die  Ellipse  in 

ei  Punkten.    Allgemein: 

Die  Ellipse  wird  von  jeder  Geraden,  die  durch  375. 
cien    innerhalb    ihres    Umfanges    liegenden    Punkt 
ht,  in  zwei  Punkten  geschnitten. 

Die  durch   0  und  P  gehende  Sehne  der  Ellipse  (deren 
dpunkte  S  und  S}  sind)  heisst  die  grosse  Axe, 
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Vervollständigt  man  das  Dreieck  OJÖPzum  Parallelogramm 

OXPXv  so  ist  (nach  126) 

OX1+X1P=Oi4  =  r. 

Demnach  ist  auch  Xx  ein  Punkt  der  Ellipse.     (Der  zugehörige 

Kreispunkt  A.  ist  der  Schnittpunkt  der  verlängerten  Strecke 

OXj  mit  der  Kreislinie.)    Fällt  insbesondere  X  mit  S,  und  in 

Folge  dessen  X^  mit  S1  zusammen,    so   geht   die  Beziehung 

OX  =  PX  über  in 

1  OS1  =  PS. 

Da  der  Mittelpunkt  (M)  des  Parallelogramms  gleichzeitig  Mitte 
der  Strecke  OP,  also  für  jeden  Punkt  X  der  Ellipse  Mittel- 
punkt des  Parallelogramms  und  ausserdem  nach  der  letzten 
Formel  auch  Mitte  der  grossen  Axe  ist,  so  hat  man  den  Satz : 

376.  Jede    durch    den   Mittelpunkt    der    grossen    Axe 

gehende  Sehne  der  Ellipse  wird  in  diesem  Punkte 
halbirt. 

Der  Mittelpunkt  der  grossen  Axe  heisst  demnach  Mittel- 
punkt, und  jede  durch  ihn  gehende  Sehne  Durchmesser 
der  Ellipse. 

Wie  die  Punkte  X  und  Xv  so  kann  man  nun  auch  die 
Punkte  0  und  P  mit  einander  vertauschen,  da  sie,  wie  jene, 
symmetrisch  zu  M  liegen.  Dieselbe  Ellipse  kann  daher  auch 
mittelst  eines  aus  P  mit  r  beschriebenen  Leitkreises  construirt 
werden.  Die  Punkte  0  und  P  führen  nun  den  gemeinsamen 
Namen  Brennpunkte,  und  die  aus  beliebigen  Punkten  der 
Ellipse  nach  einem  der  Brennpunkte  gezogenen  Strecken:  Leit- 
strahlen (Radien  Vectoren).  Das  Bewegungsgesetz  der  Ellipse 
lässt  sich  hiernach  auch  so  aussprechen: 

877.  Für  jeden  Punkt  der  Ellipse  hat  die  Summe  der 

aus  ihm  gezogenen  Leitstrahlen  denselben  Werth. 

Anm.     Auf  dieser   Eigenschaft   beruht   die   sogenannte  Fadencon- 
8truotion  der  Ellipse. 

Ferner  hat  man  den  Satz: 

378.  Die  aus  den  Endpunkten  eines  Durchmessers  ge- 
zogenen Leitstrahlen  bilden  ein  Parallelogramm. 

Für  den  Punkt  S  geht  die  Formel  XA  =  XP  über  in 

ST=  SP; 

379.  d.  h.:  Jeder  Endpunkt  der  grossen  Axe  liegt  in.de  ■ 
Mitte   zwischen   seinem   Leitpunkt    und    d ein j eilige  i 
Brennpunkte,   welcher   nicht   Mittelpunkt   des  Lei; 
kreises  ist. 
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Ist  Sx  der  zweite  Endpunkt  der  grossen  Axe,  und  Tx  sein 
Leitpunkt,  so  ist  nach  379 

51T1  =  iS1P. 
Dies  zur  vorigen  Formel  addirt,  giebt: 

oder:  2r-SSl=iSSv 

oder:  r  =  SSv 

d.  h.:  Die  grosse  Axe  der  Ellipse  ist  gleich  dem  Ra-  380. 
dius  des  Leitkreises  oder  gleich  der  Summe  der  bei- 
den Leitstrahlen  eines  Punktes  der  Ellipse. 

Der  auf  der  grossen  Axe  senkrecht  stehende  Durchmesser 
der  Ellipse  heisst  die  kleine  Axe. 

Anm.     Ist  X  Endpunkt  der  kleinen  Axe,   so  ist  das  Dreieck  ÖPÄ 
bei  P  rechtwinklig. 

169.  Eine  Tangente.  —  Aus  der  oben  gegebenen  Con- 
struction  eines  Punktes  der  Ellipse  folgt,  dass  diese  Curve 
der  Weg  des  Schnittpunktes  der  durch  die  Strecken  OA  und 
BX  bestimmten  Geraden  ist.  Da  aus  jeder  Strecke  OA  nur 
eine  Strecke  BX  und  ein  Punkt  X  hervorgeht,  so  schneiden 
auch  die  Strecken  OA  und  BX  die  Ellipse  nur  in  dem  einen 
Punkte  X.  Bei  der  Umdrehung  um  0  kommt  aber  OA  zwei- 
mal in  dieselbe  Gerade  zu  liegen  (nämlich  das  zweitemal  nach 
einer  Drehung  um  2R),  während  die  Strecke  BX,  welche  sich 
um  den  ausserhalb  liegenden  Punkt  0  dreht,  erst  nach  einer 
ganzen  Umdrehung  in  die  ursprüngliche  Gerade  zurückkehrt. 
Daher  hat  die  durch  OA  bestimmte  Gerade  (wie  schon  be- 
kannt) zwei  Punkte,  dagegen  die  durch  BX  bestimmte  Gerade 
nur  einen  Punkt  mit  der  Ellipse  gemeinsam,  ist  also  Tan- 
gente an  dieselbe. 

Wie   der   Punkt  X  bei   Umdrehung  der  Strecke  OA  die 

Ellipse  beschreibt,  so  die  Tangente  BX  die  ganze  Fläche  der 

Ebene  mit  Ausnahme    der  von   der  Ellipse    eingeschlossenen 

"igur.     Man  kann  daher  die  Tangente  ebenso  wie  den  Punkt 

s  das  die  Ellipse  erzeugende  Gebilde  ansehen,  und  sagt,  dass 

e  Tangente   in   ihren  verschiedenen  Richtungen   die  Ellipse 

nhüllt.    Man  sagt  von  einem  Punkte,  er  liege  auf  der  con- 

exen  oder  concaven  Seite  der  Ellipse,  je  nachdem  er  von 

gend  einer  Tangente  getroffen  wird  oder  nicht.     Man  kann 

iso  nur  von  einem  Punkte,  welcher  auf  der  convexen  Seite 

r  Ellipse  liegt,  eine  Tangente  an  diese  Curve  ziehen. 
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Da  die  Tangente  BX  den  Winkel  AXP  halbirt,  so  ist 
auch  CXO  =s  ßXP,  und  die  in  X  auf  der  Tangente  errichtete 
Senkrechte  halbirt  den  Winkel  OXP.    Also: 

381.  Die  Tangente  in  einem  Punkte  der  Ellipse  steht 
senkrecht  auf  der  Halbirungslinie  des  Winkels  der 
zugehörigen  Leitstrahlen,  und  bildet  mit  diesen  letz- 
teren gleiche  Winkel. 

Hieraus  folgt  weiter: 

382.  Die  Tangente  in  einem  Endpunkte  der  kleinen 
Axe  ist  der  grossen  Axe  parallel,  und  umgekehrt. 

Da  OM=MP  (Fig.  93)  und  PB=BA,  so  ist  MBWOA, 

und  aus  der  Aehnlichkeit  der  Dreiecke  OAP  und  MBP  folgt, 
dass  MB=z  ^OA.  Da  dies  für  jede  Lage  der  Punkte  A  und 
B  gilt,  und  da  B  der  Fusspunkt  der  aus  dem  Brennpunkte  P 
auf  die  Tangente  gefällten  Senkrechten  ist,  so  hat  man  den  Satz : 

383.  Die  Fusspunkte  der  aus  einem  Brennpunkte  der 
Ellipse  auf  beliebige  Tangenten  gefällten  Senkrech- 
ten liegen  auf  der  aus  dem  Mittelpunkte  der  Ellipse 
mit  der  halben  grossen  Axe  beschriebenen  Kreislinie. 

Diese  Kreislinie  geht  durch  die  Endpunkte  der  grossen 
Axe,  und  hat  dort  mit  der  Ellipse  gemeinsame  Tangenten. 
Man  sagt  daher,  dass  die  Kreislinie  und  die  Ellipse  sich  in 
diesen  Punkten  berühren. 

Ist  L  ein  beliebiger  Punkt  der  Tangente  BC,  so  ist  das 

Dreieck  LBP  rechtwinklig,  also  liegt  B  auf  der  über  LP  als 
Durchmesser  beschriebenen  Kreislinie,  und  ist  Schnittpunkt 
dieser  und  der  über  SSX  als  Durchmesser  beschriebenen  Kreis- 
linie. Im  Allgemeinen  also  liefert  ein  Punkt  zwei  Tangenten 
an  die  Ellipse,  ebenso  wie  reciprok  eine  Gerade  zwei  Durch- 
schnittspunkte mit  derselben. 

Anm.  Hieraus  folgt  die  Construotion  der  Tangenten  aus  einem  be- 
liebigen Punkte  L  an  die  Ellipse,  da  der  Punkt  B,  wie  eben  gezeigt,  durch 
zwei  geometrische  Oerter  bestimmt  ist. 

Rückt  L  in  unendliche  Ferne,  so  wird  PL  der  Tangen*  ~ 
parallel,  und  die  über  PL  beschriebene  Kreislinie  geht  über 
die  durch  P  senkrecht  auf  PL  gezogene  Gerade. 

Anm.  Durch  diese  Veränderung  gebt  die  vorige  Aufgabe  in  f 
gende  Aber:  An  eine  Ellipse  die  Tangenten  zu  ziehen,  die  einer  gegeben 
Richtung  parallel  sind. 

Ist  XY  der  Endpunkt  des  durch  X  gezogenen  Durchmesse] 
so  sind  die  Halbirungslinien  der  Winkel  OXP  und  OXyP  pari 
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lel,   mithin  auch  die  auf  diesen  Linien  senkrecht  stehenden 
Tangenten,  und  man  hat  den  Satz: 

Die  beiden  in  den  Endpunkten  eines  Durchmes-  384. 
sers  gezogenen  Tangenten  sind  parallel. 

Nach  383  liegen  die  Fusspunkte  B,  C,  Bv  Cx  der  aus  den 
Brennpunkten  auf  diese  Tangenten  gefällten  Senkrechten  auf 
der  die  Ellipse  in  S  und  Sx  berührenden  Kreislinie.  Da  nun 
BC1  stets  eine  Sehne  derselben  ist,  so  hat  das  Product  PB .  PCX 
für  jeden  Punkt  B  der  Kreislinie  denselben  Werth.  Nun  schnei- 
det die  durch  den  Mittelpunkt  des  Rechtecks  BCBlC1  gezogene 
Gerade  OP  die  Gegenseiten  BXC  und  BCX  so,  dass  OC=zPCx 
ist  (134).  Also  hat  auch  PB .  OC  für  jede  Tangente  denselben 
Werth;  d.  h.: 

Das  Product  der  von  den  Brennpunkten  auf  eine  386. 
beliebige  Tangente  gefällten  Senkrechten  hat  stets 
denselben  Werth. 

170.  Zwei  Tangerden.  —  Es  seien  X  und  Xt  (Fig.  94), 
die  Berührungspunkte  der  aus  L  an  die  Ellipse  gezogenen 
Tangenten,  A  der  Leitpunkt  von  X  in  dem  aus  P,  und  C  der 
Leitpunkt  von  Xx  in  dem  aus  0  gezogenen  Leitkreise.  Dann 
ist  OA  =  PC=:r}  LO=LC, 


LA=LP,  also  Dreieck  OLA 

^CZF,  Winkel  OLA=CLP, 
und,  durch  Subtraction  von 
OIP,  PLA  =  CLO,  PLX= 
OLXx]  d.  h.: 

Die  von  einem 
Punkte  an  die  Ellipse 
gezogenen  Tangenten 
bilden  mit  den  nach 
den  Brennpunkten  ge- 
zogenen Geraden  glei- 
che Winkel. 

Specieller  Fall. — 
1  LX=R.  Dann  ist  auch 
C  i4-Ä,  mithin  01?  + 
1  la  =  Oil2,  oder: 

LO*  +  LP2  =  r2. 


Fig.  94. 


386. 


B  n  ist  nach  367  der  geometrische  Ort  des  Punktes  L  die 
a     M  mit  ML  =  y    — —  OM2  beschriebene  Kreislinie.  Setzt 
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man  die  halbe  grosse  Axe  gleich  a,  die  halbe  kleine  Axe 
gleich  6,  so  ist  (380)  2a  =  r,   OT=TP=a,  Oilf*  =  a*  —  6*, 

also  ML  =  \  a2  +  62  =  TS.    Man  hat  also  den  Satz : 

397.  Der   geometrische   Ort   eines  Punktes,  von    dem 

aus  zwei  auf  einander  senkrecht  stehende  Tangenten 
an  die  Ellipse  gehen,  ist  die  aus  dem  Mittelpunkte 
der  Ellipse  mit  der  Entfernung  der  Endpunkte  der 
beiden  Axen  beschriebene  Kreislinie. 

Ist  Ax  der  Leitpunkt  von  X  in  dem  aus  0  beschriebenen 
Leitkreise,  so  ist  LA=zLP  (120),  und  aus  demselben  Grunde 
LAX  =  LP,  mithin  LA1  =-  LA;   ferner  OL  =  OL,  OAx  =  OA, 

OLAx  ^  Ott;  und  Winkel  LOX=LOXv  d.  h.: 

388  Gehen  von  einem  Punkte  zwei  Tangenten  an  die 

Ellipse,  so  bildet  jeder  Leitstrahl  des  Punktes  gleiche 
Winkel  mit  den  nach  demselben  Brennpunkte  gezo- 
genen Leitstrahlen  der  Berührungspunkte. 

Specieller  Fall.  —  X1OX=2R.  Dann  ist  LOA  =  R, 
mithin :  LA2  -  OL2  =  OA2,  oder: 

LP2-OL2  =  r2. 

Nun  ist  nach  365  der  geometrische  Ort  des  Punktes  L  die 

OP2—r* 

auf  der  Verlängerung  von  OP  in  der  Entfernung  OK=  — 

von   O  oder  P  errichtete  Senkrechte.     Ferner  ist,  wenn  man 

den  halben  Abstand  der  Brennpunkte  OM  gleich  c  setzt,  OP=  2c, 

c2  —  o2  b2 

ausserdem  r  =  2a;  also  OJf= = .    Man  hat  also 

c  c 

den  Satz: 

389.  Der   geometrische  Ort   eines   Punktes,  von   dem 

aus  zwei  Tangenten  an  die  Ellipse  gehen,  deren  Be- 
rührungspunkte mit  einem  Brennpunkte  in  gerader 
Linie  liegen,  ist  die  auf  der  Verlängerung  der  grossen 

b2 
Axe  in  der  Entfernung        von    diesem   Brennpunkte 

c 

errichtete  Senkrechte. 

Diese  Senkrechte  heisst  die  zu  dem  Brennpunkte  gehöri  ;e 
Directrix  der  Ellipse.  Jedem  Brennpunkte  entspricht  a  o 
eine  Directrix.  Die  durch  den  Brennpunkt  gehende,  der  ]  i- 
rectrix  parallele  Sehne  heisst  der  Parameter  der  Ellipse. 

Wenn  die  in  X  gezogene  Tangente  die  beiden  Directr  ;- 
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linien  in  L  und  Lx  schneidet,  so  ist  LOX—I^PXz^R,  und 
L,XO=LtXP  (381),  also  Dreieck  TUT^TJJ^T,  und 
OX        LX 


PX  ""  LXX' 

Wenn  ferner  die 
durch  X  zur  grossen 
Axe  gezogene  Paral- 
lele die  beiden  Di- 
rectrixlinien  in  H  und 
H1    schneidet,   so   ist 

Dreieck  HLXcvHJj^X,   h 
also: 

IX         hX 


Fig.  96. 


LXX 


HYX' 


OA 
PX 


oder: 


oder  --    ,-  = 


_   hH\ 


H{X' 


folglich  durch  Verglei- 
chung  mit  der  vorigen 
Proportion: 

OX  __    HX 
PX  ~    HXX' 
Hieraus  folgt  weiter: 

OX+PX  _  HX+HrX 
PX        ~~        HXX     "' 

XP    _    OA 
XH}  ~~   UR~' 

d.  h.:  Für  jeden  Punkt  der  Ellipse  ist  das  Vcrhältniss  390. 
seiner  Entfernungen  von  einem  Brennpunkt  und  der 
zugehörigen     Directrix     gleich      dem      Verhältniss 
zwischen  der  grossen  Axe  und  der  Entfernung  der 
beiden  Directrixlinien. 

Anm.     Welchen  Satz  über  den  geometrischen  Ort  von  X  (als  Mittel- 
punkt einer  Kreislinie)  liefert  die  Umkehrung  von  390? 

Die  Entfernung  der  Directrixlinien  ist  gleich  KO  +  OP  + 

p,        26*  2(62  +  c2)      2a2      n  .     .  f    . 

PI    =  —  +  2c  =  — =  — .     Demnach   ist   das   eben 


ge  annte  Verhältniss 


c 
XP 


c 
XO 

XH 


XHX         au         a 

Da  XXt  X  LO,  so  sind  die  Berührungspunkte  Y  und  Yx 
de    aus  K  an  die  Ellipse  gezogenen  Tangeuten  die  Endpunkte 

11* 
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des  Parameters.  Ferner  ist  die  Entfernung  des  Punktes  Y  von 
der  zu  O  gehörigen  Directrix  gleich  OK.  Also  ist  nach  der 
letzten  Formel: 

Y0  =±.    Y0=b\±=b\ 
OK       a '  c  '  a        a' 

262 
Die  Grosse  des  Parameters  IT,  ist  also  — 

1  a 

Anm.  Die  Grösse  -=— ,  d.  h.  das  Verhältniss  des  Abstandes  der 
Brennpunkte  zur  grossen  Axe,  heisst  die  Excentricität  der  Ellipse. 

171.  Speeielle  Fälle  der  Ellipse.  —  1)  Rückt  P  nach  O, 
während  r  unverändert  bleibt,  so  wird  rx  =  r2.  Das  Bewegungs- 
gesetz  der  Ellipse  heisst  dann  2rx  =  r.  Demnach  geht  die 
Ellipse  über  in  den  aus  0  mit  r  beschriebenen  Leitkreis.  Die 
Kreislinie  kann  hiernach  als  Ellipse  mit  zusammenfallenden 
Brennpunkten  betrachtet  werden. 

2)  Entfernt  sich  P  von  0,  bis  OP=zr  ist,  so  ist  in  dem 

Dreieck  ÖXP  OX+XP=OP.  Demnach  ist  der  geometrische 
Ort  von  X  die  Strecke  OP,  und  die  Ellipse  geht  über  in  diese, 
aus  zwei  zusammenfallenden  Strecken  bestehende  Strecke. 

3)  Rücken  die  Brennpunkte  einer  Ellipse  vom  Mittelpunkte 
aus  nach  beiden  Seiten  in  unendliche  Entfernung,  während  die 
kleine  Axe  unverändert  bleibt,  so  geht  die  Ellipse  über  in  das 
in  den  Endpunkten  der  kleinen  Axe  senkrecht  zu  derselben 
stehende  Parallelenpaar. 

Alle  drei  besonderen  Arten  der  Ellipse  zeigen  noch  die 
den  Curven  zweiter  Ordnung  eigenthümliche  Eigenschaft,  von 
einer  Geraden  in  2  Punkten,  bezw.  einem  Doppelpunkte,  ge- 
schnitten zu  werden. 

2)  Bewegungsgesetz  rx—r2  =  r.  —  Die  Hyperbel. 

172.  Entstehung  der  Hyperbel.  —  Wenn  eine  Gerade  um 
einen  ihrer  Punkte  0  eine  ganze  Umdrehung  macht,  und  t 
auf  ihr  liegender  Punkt  X  sich  inzwischen  so  auf  ihr  bewe 
dass  er  von  einer  aus  0  beschriebenen  Kreislinie  und  ein* 
ausserhalb  derselben  liegenden  Punkte  P  stets  gleichw« 
entfernt  ist,  so  beschreibt  dieser  Punkt  X  eine  krumme  Lin 
welche  Hyperbel  genannt  wird. 

Jeder  Richtung   der  sich  drehenden  Geraden  entsprk 
ein  Punkt  A  der  Kreislinie  und  ein  Punkt  X  der  Hyper^ 
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Zu  jedem  Punkte  der  Kreislinie  gebort  also  ein  Punkt  der 
Hyperbel  Wir  nennen  daher  diese  Kreislinie  den  Leitkreis 
der  Hyperbel,  und  den  Punkt  XQdcn  Leitpunkt  zu  X. 

Da  XA  =  XP,  so  geht  die  gp^  96 

in  der  Mitte  (£)  von  .4P  auf 
dieser  Strecke  errichtete  Senk- 
rechte durch  X.  Da  X  auch 
auf  der  Geraden  OA  liegt,  so 
kann  man  hiernach  zu  jedem 
Punkte  A  der  Kreislinie  den 
zugehörigen  Punkt  der  Hyper- 
bel X  construiren,  indem  mau 
A  mit  0  und  P  verbindet,  und 
in  der  Mitte  von  AP  die  Senk- 
rechte errichtet,  welche  die 
Verlängerung  von  OA  in  X 
schneidet. 

Kehrt  der  Punkt  A  nach 
einer  ganzen  Umdrehung  in 
seine  frühere  Lage  zurück,  so 
thut  X  dasselbe.     Da  aber  in 

rier  Formel  rt  —  r2  =  r  die  beiden  Strecken  r,  und  r„  ins 
Unendliche  wachsen  können,  ohne  dass  ihre  Differenz  sich  än- 
dert, so  folgt,  dass  die  Curve  sich  ins  Unendliche  erstreckt. 

Soll  X  ein  unendlich  ferner  Punkt  werden  (in  Fig.  96 
nach  1.  hin  vorrücken),  so  muss  XPWXO  werden,  und  da  Win- 
kel XAP=;XPA,  so  müssen  diese  Winkel  Rechte  werden,  d.  h. 
PA±OA  stehen.  Folglich  muss  PA  Tangente  an  den  Leit- 
kreis sein.     Man  hat  also  die  Sätze: 

Der   Leitpunkt    eines    unendlich    fernen   Punktes  391. 
der  Hyperbel  ist  der  Berührungspunkt  einer  von  dem 
festen  Punkte  (P)  an  den  Leitkreis   gezogenen  Tan- 
gente. 

Jede  Hyperbel  hat  zwei  unendlich  ferne  Punkte.  392. 

Nachdem  der  Schnittpunkt  der  Geraden  XP  und  XO  nach 
..  hin  in  unendliche  Entfernung  gerückt  ist,  kommt  er  von 
intgegengesetzter  Seite  her  (vgl.  Nr.  58),  nämlich  von  2.  her, 
ms  unendlicher  Entfernung  wieder  heran  und  beschreibt  einen, 
von  dem  ersten  völlig  getrennten.  Zweig  der  Curve.  Auf  die- 
sem rückt  er  (nach  3.  hin)  abermals  in  unendliche  Entfernung 
(nämlich  dann,  wenn  A  auf  dem  Leitkreise  in  den  zweiten 
Berührungspunkt  der  aus  P  gezogenen  Tangenten  tritt),  und 
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kommt  (von  4.  her)  auf  dem  ersten  Zweige  aus  unendlicher 
Entfernung  wieder  in  die  ursprüngliche  Lage  zurück. 

Die  Hyperbel  ist  also  eine  zweimal  durch  einen  unend- 
lich fernen  Punkt  gehende  und  auf  diesem  Wege  in  sich  zu- 
rückkehrende Curve.  Sie  besteht  aus  zwei  Zweigen,  welche 
bezw.  den  Gesetzen  rx—r2=:+r  und  r.—r^  —  r  entsprechen, 
während  für  die  unendlich  fernen  Punkte,  welche  die  Grenzen 
beider  Zweige  bilden,  gleichzeitig  rx—rt=z±r  ist. 

Anm.  Ebenso  kann  man  von  der  Geraden  sagen,  sie  sei  eine  Curve, 
welche  einmal  durch  einen  unendlich  fernen  Punkt  geht  und  auf  diesem 
Wege  in  sich  zurückkehrt. 

173.  Secanten.  —  Gelangt  der  Punkt  A  durch  eine  halbe 
Umdrehung  der  Geraden  in  die  Lage  A2,  so  erhält  man  einen 
entsprechenden  Punkt  der  Hyperbel  (X2),  welcher  auf  OA2  liegt. 
Daher  schneidet  jede  durch  0  gezogene  Gerade  die  Hyperbel 
in  zwei  Punkten.  Allgemein: 
893.  Die  Hyperbel  wird  von  jeder  Geraden,  die  durch 

einen  mit  0  auf  derselben  Seite  der  Curve  liegenden 
Punkt  geht,  in  zwei  Punkten  geschnitten. 

A  nm.    Wann  liegen  diese  Punkte  auf  demselben,  wann  auf  verschie- 
denen Zweigen  der  Hyperbel? 

Die  durch  Öund  P  gehende  Sehne  der  Hyperbel'  (deren 
Endpunkte  S  und  Sx  sind)  heisst  die  Hauptaxe. 

Vervollständigt  man  das  Dreieck  OXP  zum  Parallelogramm 

OXPXv  so  ist 

PXX  _  OXk  =  OA  =  r. 

Demnach  ist  auch  Xx  ein  Punkt  der  Hyperbel.  (Der  zuge- 
hörige Kreispunkt  A1  ist  der  Schnittpunkt  der  rückwärts  ver- 
längerten Strecke  OXx  mit  der  Kreislinie.  Fällt  insbesondere 
X  mit  S,  und  in  Folge  dessen  Xx  mit  Sx  zusammen,  so  geht 
die  Beziehung  OXx  =  PX  über  in 

0  >j  =  PS. 

Da  der  Mittelpunkt  (M)  des  Parallelogramms  gleichzeitig  Mitte 
der  Strecke  OP,  also  für  jeden  Punkt  X  der  Hyperbel  Mitte 
des  Parallelogramms,  und  ausserdem  nach  der  letzten  Forme 
auch  Mitte  der  Hauptaxe  ist,  so  hat  man  den  Satz: 
394.  Jede  durch  den  Mittelpunkt  der  Hauptaxe  gehend 

Sehne  der  Hyperbel  wird  in  diesem  Punkte   halbirt 
Der  Mittelpunkt  der  Hauptaxe  heisst  demnach  Mittel 
punkt,  und  jede  durch  ihn  gehende  Sehne  Durchmesse 
der  Hyperbel. 
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Wie  die  Punkte  -X  und  Xv  so  kann  man  nun  auch  die 
Punkte  0  und  P  mit  einander  vertauschen,  da  sie,  wie  jene, 
symmetrisch  zu  M  liegen.  Dieselbe  Hyperbel  kann  daher  auch 
mittelst  eines  aus  P  mit  r  beschriebenen  Leitkreises  construirt 
werden.  Die  Punkte  0  und  P  führen  nun  den  gemeinsamen 
Namen  Brennpunkte,  und  die  aus  beliebigen  Punkten  der 
Hyperbel  nach  einem  der  Brennpunkte  gezogenen  Strecken: 
Leitstrahlen  (Radien  Vectoren).  Das  Bewegungsgesetz  der 
Hyperbel  lässt  sich  hiernach  auch  so  aassprechen: 

Für  jeden  Punkt  der  Hyperbel  hat  die  Differenz  395. 
der  aus  ihm  gezogenen  Leitstrahlen  denselben  Werth. 

Ferner  hat  man  den  Satz: 

Die  aus  den  Endpunkten  eines  Durchmessers  ge-  306. 
zogenen  Leitstrahlen  bilden  ein  Parallelogramm. 

Für  den  Punkt  £  geht  die  Formel  XA  =  XP  über  in 

ST=SP> 

d.  h.:  Jeder  Endpunkt  der  Hauptaxe  liegt  in  der  Mitte  397. 
zwischen  seinem  Leitpunkt  und   demjenigen  Brenn- 
punkte, welcher  nicht  Mittelpunkt  des  Leitkreises  ist. 
Ist  Sj  der  zweite  Endpunkt  der  grossen  Axe,  und  Tx  sein 
Leitpunkt,  so  ist  nach  397 

Von  dieser  Formel  die  vorige  subtrahirt,  giebt: 

oder:  2r  -  SSX  =  SSV 

oder :  r  =  SSX ; 

d.  h.:  Die  Hauptaxe  der  Hyperbel  ist  gleich  dem  Ra-  308. 
dius   des  Leitkreises   oder   gleich   der   Differenz   der 
beiden  Leitstrahlen  eines  Punktes  der  Hyperbel. 

Die  in  der  Mitte  der  Hauptaxe  senkrecht  stehende  Gerade 
heisst  die  Neben  axe  der  Hyperbel. 

174.  Eine  Tangente.  —  Aus  der  oben  gegebenen  Con- 
st^ietion  eines  Punktes  der  Hyperbel  folgt,  dass  diese  Curve 
d(  Weg  des  Schnittpunktes  der  durch  die  Strecken  OA  und 
;■  B  bestimmten  Geraden  ist.  Man  gelangt  nun  durch  eine 
w  tliche  Wiederholung  der  an  entsprechender  Stelle  bei  der 
E  pse  angestellten  Betrachtung  zu  dem  Resultat,  dass  die 
di  ch  BX  bestimmte  Gerade  nur  einen  Punkt  mit  der  Hyper- 
bi    gemeinsam  hat.     Sie  ist  also  Tangente  an  dieselbe. 

Wie  der  Punkt  X  bei  Umdrehung  der  Strecke  0.1   die 
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Hyperbel  beschreibt,  so  die  Tangente  BX  die  ganze  Fläche 
der  Ebene,  mit  Ausnahme  der  beiden  von  den  Hyperbelzweigen 
begrenzten  Räume,  in  welchen  die  Brennpunkte  liegen.  Man 
kann  daher  die  Tangente  ebenso  wie  den  Punkt  als  das  die 
Hyperbel  erzeugende  Gebilde  ansehen,  und  sagen,  dass  die 
Tangente  in  ihren  verschiedenen  Richtungen  die  Hyperbel  um- 
hüllt. Man  sagt  von  einem  Punkte,  er  liege  auf  der  con- 
vexen  oder  concaven  Seite  der  Hyperbel,  je  nachdem  er  von 
irgend  einer  Tangente  getroffen  wird  oder  nicht.  Man  kann 
also  nur  von  einem  Punkte,  welcher  auf  der  convexen  Seite 
der  Hyperbel  liegt,  eine  Tangente  an  diese  Curve  ziehen. 

Da  die  Tangente  BX  den  Winkel  AXP  halbirt,   so   hat 
man  den  Satz: 

399.  Die  Tangente  in  einem  Punkte  der  Hyperbel  hal- 
birt den  Winkel  der  zugehörigen  Leitstrahlen. 

Hieraus  folgt  weiter: 

400.  Die  Tangente  in  einem  Endpunkte  der  Hauptaxe 
ist  der  Nebenaxe  parallel. 

Da  0M  =  MP  (Fig.  96)  und  AB  =  BP,  so  tat  MBWOA,  und 

aus  der  Aehnlichkeit  der  Dreiecke  OAP  und  MEF  folgt,  dass 
MB=z-\0A.  Da  dies  für  jede  Lage  der  Punkte  A  und  B  gilt, 
und  da  B  der  Fusspunkt  der  aus  dem  Brennpunkte  P  auf  die 
Tangente  gefällten  Senkrechten  ist,  so  hat  man  den  Satz: 

401.  Die  Fusspunkte  der  aus  einem  Brennpunkte  der 
Hyperbel  auf  beliebige  Tangenten  gefällten  Senk- 
rechten liegen  auf  der  aus  dem  Mittelpunkte  der 
Hyperbel  mit  der  halben  grossen  Axe  beschriebenen 
Kreislinie. 

Diese  Kreislinie  geht  durch  die  Endpunkte  der  Hauptaxe, 
und  hat  dort  mit  der  Hyperbel  gemeinsame  Tangenten.  Man 
sagt  daher,  dass  die  Kreislinie  und  die  Hyperbel  sich  in  diesen 
Punkten  berühren. 

Ist  L  ein  beliebiger  Punkt  der  Tangente  BC,  so   ist  das 

Dreieck  LBP  rechtwinklig ,  also  liegt  B  auf  der  über  LP  als 
Durchmesser  beschriebenen  Kreislinie,  und  ist  Schnittpunkt  lie- 
ser und  der  über  SSX  als  Durchmesser  beschriebenen  Kreis]  lie. 
Im  Allgemeinen  also  liefert  ein  Punkt  zwei  Tangenten  an  die 
Hyperbel,  ebenso  wie  reciprok  eine  Gerade  zwei  Durchsdr  tts- 
punkte  mit  derselben. 

Anm.  Hieraus  folgt  die  Construction  der  Tangenten  aus  eineu  be- 
liebigen Punkte  £  an  die  Hyperbel,  da  der  Punkt  B,  wie  eben  gezeigt,  '  irch 
zwei  geometrische  Oerter  bestimmt  ist. 
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Rückt  L  in  unendliche  Ferne,  so  wird  PL  der  Tangente 
parallel,  und  die  über  PL  beschriebene  Kreislinie  geht  über 
in  die  durch  P  senkrecht  auf  PL  gezogene  Gerade. 

Anm.  Darob  diese  Veränderung  geht  die  vorige  Aufgabe  in  fol- 
gende über:  An  eine  Hyperbel  die  Tangenten  zu  ziehen,  die  einer  gege- 
benen Richtung  parallel  sind.  Da  P  ausserhalb  des  Berührungskreises 
Hegt,  so  wird  die  in  P  auf  YL  errichtete  Senkrechte  die  Kreislinie  nicht 
immer  schneiden;  die  Aufgabe  hat  demnach,  wie  leicht  zu  sehen,  zwei, 
eine,  oder  keine  Lösung,  je  nachdem  der  spitze  Winkel,  welchen  die  ge- 
gebene Gerade  mit  der  Hauptaxe  bildet,  grösser,  gleich,  oder  kleiner  ist, 
als  der  spitze  Winkel,  den  die  Tangente  eines  unendlich  fernen  Punktes 
mit  der  Hauptaxe  bildet. 

Die  zu  den  beiden  unend-  Fig.  W. 

lieh  fernen  Punkten  der  Hyper- 
bel gehörigen  Tangenten  heissen 
Asymptoten.  Da  die  Asymptote 
diejenige  durch  B  gezogene  Ge- 
rade ist,  welche  mit  OA  (Fig.  97) 
parallel  ist  (denn  beide  Geraden 
stehen  auf  AP  senkrecht),  so  geht 
sie  auch  durch  M,  weil,  wie  oben 
bemerkt,  MB  stets  II  OA.  Man 
hat  also  den  Satz: 

Die  beiden  Asymptoten  /  /"\\  \A  40». 

schneiden    sich    im   Mittel- 
punkte der  Hyperbel. 

Anm.  Die  Asymptoten  sind  hier- 
nach die  aus  dem  Mittelpunkte  an  die 
Hyperbel  gelegten  Tangenten.  —  Aus 
der  Definition  der  unendlich  fernen  Punkte  und  der  Tangenten  der  Hyper- 
bel folgt  die  Construction  der  Asymptoten.  Man  lege  aus  dem  Brenn- 
punkte P  die  Tangenten  VA  an  den  Leitkreis  und  errichte  in  der  Mitte 
derselben  (B)  die  Senkrechten.  —  Die  Hyperbelzweige  nähern  sich  den 
Asymptoten  fortwährend,  ohne  sie  jedoch  in  endlicher  Entfernung  zu  er- 
reichen. 

Ist  Xx  (Fig.  96)  der  Endpunkt  des  durch  X  gezogenen 
Durchmessers,  so  sind  die  Halbirungslinien  der  Winkel  OXP 
und  OXxP  parallel.  Dies  sind  aber  die  Tangenten  in  X  und  X, ; 
man  hat  also  den  Satz: 

Die  beiden  in  den  Endpunkten  eines  Durchmes-  403. 
sers  gezogenen  Tangenten  sind  parallel. 

Nach  401  liegen  die  Fusspunkte  B,  C,  Bv  Cx  der  aus 
den  Brennpunkten  auf  diese  Tangenten  gefällten  Senkrechten 
auf  der  die  Hyperbel  in  5"  und  Sx  berührenden  Kreislinie.  Da 
nun  BCX  stets  eine  Sehne  derselben  ist,  so  hat  das  Product 
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PB.PC1  für  jeden  Punkt  B  der  Kreislinie  denselben  Werth. 

Nun  schneidet  die  durch  den  Mittelpunkt  des  Rechtecks  BCB,C. 
gezogene  Gerade  OP  die  Verlängerungen  der  Gegenseiten  B+C 
und  BCX  so,  dass  OC - PCt  ist.  Also  hat  auch  PB.OC  für 
jede  Tangente  denselben  Werth;  d.  h.: 

404.  Das  Product  der  von  den  Brennpunkten  auf  eine 
beliebige  Tangente  gefällten  Senkrechten  hat  stets 
denselben  Werth. 

175.  Zwei  Tangenten.  —  Derjenige  Winkel  der  Asymptoten, 
zwischen  dessen  Schenkeln  ein  Zweig  der  Hyperbel  liegt,  heisst 
^symptotenwinkel.  Von  den  durch  den  Mittelpunkt  gezo- 
genen Geraden  schneiden  nur  diejenigen,  welche  die  Asymptoten- 
winkel theilen,  die  Curve  in  2  Punkten;  die  Asymptoten  selbst 
(als  Tangenten)  treffen  die  Curve  in  je  einem  Punkte;  alle 
übrigen  durch  Af  gezogenen  Geraden  treffen  sie  gar  nicht.  Je 
nach  der  Beschaffenheit  des  Asymptotenwinkels  heisst  die  Hy- 
perbel rechtwinklig,  spitzwinklig,  stumpfwinklig.  — 
Aus  dem  Begriff  der  Asymptoten  folgt  ferner: 

405.  Zwei  Tangenten,  die  an  denselben  Hyperbelzweig 
gezogen  sind,  schneiden  sich  in  einem  Punkte,  der 
mit  diesem  Zweige  zwischen  den  Schenkeln  dessel- 
ben Asymptotenwinkels  liegt;  zwei  Tangenten,  die  an 
verschiedene  Hyperbelzweige  gezogen  sind,  schnei- 
den sich  in  einem  Punkte,  der  ausserhalb  der  Schen- 
kel der  Asymptotenwinkel  liegt. 

406.  Umgekehrt:  Die  Tangenten,  welche  von  einem 
Punkte  innerhalb  der  Schenkel  des  Asymptotenwin- 
kels ausgehen,  treffen  beide  den  in  demselben  Räume 
liegenden  Hyperbelzweig;  die  Tangenten,  welche  von 
einem  Punkte  ausserhalb  der  Schenkel  des  Asym- 
ptotenwinkels ausgehen,  treffen  jede  einen  anderen 
Zweig  der  Hyperbel. 

Anm.  Die  folgende  Betrachtung  wird,  wie  Fig.  98  zeigt,  den  zwei- 
ten dieser  beiden  Fälle  voraussetzen.  Der  erste  unterscheidet  sich  nur 
dadurch,  dass  man  statt  des  Winkels  der  Tangenten  den  Nebenwinkel  zu 
setzen  hat,  wodurch  Analogie  mit  den  Sätzen  der  Ellipse  entsteht. 

Es  seien  X  und  Xx  (Fig.  98)  die  Berührungspunkte  d< 
aus  L  an  die  Hyperbel  gezogenen  Tangenten,  A  der  Leitpuul 
von  X  in  dem  aus  P,  und  C  der  Leitpunkt  von  X^  in  de 
aus  0  gezogenen  Leitkreise.     Dann  ist  OA^PC^zr,  LO  =  L 

LA  =  PI,  also  Dreieck  DIA  ^  CLP,  Winkel  OLA  =  CLP,  un, 
durch  Addition  von  CLA,  OLC=ALP,  OLXt=PLX-}  d.  h.: 
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Die  von  einem  Punkte  an  die  Hyperbel  gezogenen  ±07. 
Tangenten  bilden   mit   den   nach    den  Brennpunkten 
gezogenen  Geraden  gleiche  Winkel. 


Specieller  Fall.  — 
XJLX  =  R.  Dann  ist  auch 
OLA  =  R,  mithin  OL2  +  LA2 
=  0il2,  oder: 

L02  +  LP2  =  r2: 

Nun   ist  nach  367  der   geo- 
metrische Ort  des  Punktes  L  die 


Fig.  98. 


aus  M  mit  ML 


=w- 


OM2 


beschriebene  Kreislinie.  Setzt 
man  die  halbe  Hauptaxe  gleich  a, 
und  OM2  -  o2  =  65,  so  ist  (398) 

2a  =  r,  also  ML  =  \a*~b2. 
Man  hat  also  den  Satz: 

Der  geometrische  Ort 
eines   Punktes,   von   dem 
aus  zwei  auf  einander  senkrecht  stehende  Tangenten  408. 
an  die  Hyperbel  gehen,  ist  die  aus  dem  Mittelpunkte 

der  Hyperbel  mit  dem  Kadius  Na2  —  b2  beschriebene 
Kreislinie. 

Anm.  Der  Radius  V«*2  —  *2  ist  reell,  imaginär,  oder  Null,  je  nach- 
dem a  ^,  ^,  =  i  iflt.  —  Im  letzten  Falle  ist  M  der  einzige  Punkt,  in 
welchem  sich  zwei  Tangenten  unter  rechtem  Winkel  schneiden.  Mithin 
sind  diese  Tangenten  die  Asymptoten,  und  die  Hyperbel  ist  rechtwinklig.  — 
Da  der  Asymptotenwinkel  stets  kleiner  ist,  als  der  Winkel  zweier  an  den- 
selben Hyperbelzweig  gehender  Tangenten,  so  kann  der  letztere  nur  dann 
ein  rechter  sein,  wenn  der  erstere  spitz  ist.  Und  da  der  Nebenwinkel 
des  Asymptotenwinkels  stets  grösser  ist,  als  der  Winkel  zweier  an  ver- 
schiedene Hyperbelzweige  gehender  Tangenten,  so  kann  der  letztere  nur 
dann  ein  rechter  sein,  wenn  der  erstere  stumpf  ist.  Ueberhaupt  also  kann 
der  Winkel  zweier  Tangenten  nur  dann  ein  rechter  sein,  wenn  der  Asym- 
ptotenwinkel spitz  ist.  Dem  Falle  a  ^  b  entspricht  also  die  spitzwinklige, 
<*<*ni  Falle  a  <  b  die  stumpfwinklige  Hyperbel.  (Die  rechtwinklige  Hyper- 
entsprioht  als  specieller  Fall  der  allgemeinen  Hyperbel  ebenso  wie 
1  Kreis  der  Ellipse.) 

Ist  Ax  der  Leitpunkt  von  X  in  dem  aus  0  beschriebenen 
itkreise,  so  ist  LAz=LP  (120),  und  aus  demselben  Grunde 
lx  =  LP,   mithin  LAX  =  LA;  ferner   OL  =  OL,  OAt  =  OA, 

JA^ULX,  Winkel  LOA  =  LOA v  und  LOX+  LOXx  =  2Ä, 

h.:  Gehen  von  einem  Punkte  (ausserhalb  der  Sehen- 400. 

'eklegol,  KlemenUr-MatliomAtik.  ir.  \% 
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kel   des  Asymptotenwinkels)   zwei  Tangen 
Hyperbel,  so  bildet  jeder  Leitstrahl  des  Punktes  mit 
den   nach   demselben    Brennpunkte  gezogenen  Leit- 
strahlen der  Berührungspunkte  zwei  Winkel,  deren 
Summe  2R  ist. 

Specieller  Fall  —  XtOX=0.  Dann  ist  LOA  =  Ä, 
mithin:  LA9  —  OL*  =  OA\  oder: 

Lpi-O&^r*. 
Nun  ist  nach  365  der  geometrische  Ort  des  Punktes  I*  die 

OP2— r2 
auf  OP  in  der  Entfernung  OK= — z>ijp—  T°n  0  oder  P  er- 
richtete Senkrechte.    Ferner  ist,  wenn  man  den  halben  Abstand 
der  Brennpunkte  OM  gleich  c  setzt,  OP~'2c,  ausserdem  r—  2a; 

also  OJT=- — - —  =  — .    Man  hat  also  den  Satz: 
c  c 

i.  Der   geometrische  Ort  eines   Punktes,  von    dem 

aus  zwei  Tangenten  an  die  Hyperbel  gehen,  deren 
Berührungspunkte  mit  einem  Brennpunkte  in  gerader 
Linie  liegen,  ist  die  auf  der  Hauptaxe  in  der  Entfer- 

nung  —  von  diesem  Brennpunkte  errichtete  Senk- 
rechte. 

Diese  Senkrechte  heisst  die  zu  dem  Brennpunkte  gehörige 
Directrix  der  Hyperbel.  Jedem  Brennpunkte  entspricht  also 
eine  Directrix.    Die  durch  den  Brennpunkt  gehende,  der  Di- 


Kig.  »9. 


rectrix  parallele  Sehne  heisst  der 
Parameter  der  Hyperbel. 

Wenn  die  in  X  gezogene 
Tangente  die  beiden  Directris- 
ltnieh  in  L  und  L,  schneidet,  so 
ist  LOX=LlPX=R,  und  LXO 
=L1XP(399),  also  Dreieck  WS 
e*EJ%  und 

OX  _  LX 

PX  ~  L\X' 
Wenn   ferner   die   durch  X    ur 
Hauptaxe  gezogene  Parallele   lie 
beiden  Directrixlinien  iu  H  uni1  ■/, 
schneidet,  so  ist  Dreieck  HL.  <v    , 
HjLjX,  also 
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LX  _   HX 

folglich  durch  Vergleichung  mit  der  vorigen  Proportion: 

OX  _  HX 

PX  ~~  H.X  ' 

„.  -  .  .       ..      OX-PX     HX-H.X     ,       OA        HH. 

Hieraus  folgt  weiter  — py —  =  —  ~     *    ,  oder  -™-  =  ~ifx> 

XP   _    °^  ' 

°der:  XHX  -  HHX  ' 

d.  h.:  Für  jeden  Punkt  der  Hyperbel  ist  das  Verhält-  in. 
tiiss  seiner  Entfernungen  von  einem  Brennpunkt  und 
der    zugehörigen   Directrix   gleich    dem    Verhältniss 
zwischen  der  Hauptaxe  und  der  Entfernung  der  bei- 
den Directrixlinien. 

Anm.    Welchen  Satz  über  den  geometrischen  Ort  von  X  (als  Mittel- 
punkt einer  Kreislinie)  liefert  die  Umkehrung  von  411? 

Die  Entfernung  der  beiden  Directrixlinien  ist  gleich  OP  — 

OK  —  PK.  =  2<? =  — = .     Demnach   ist   das 

1  e  c  e 

eben  genannte  Verhältniss  -« =-  =  w=  =  — . 

XHl       XH       a 

Da  XXy  jl  10,  so  sind  die  Berührungspunkte   7  und  7, 

der  aus  K  an  die  Hyperbel  gezogenen  Tangenten  die  Endpunkte 

des   Parameters.     Ferner  ist  die  Entfernung  des  Punktes   F 

von   der  zu  0  gehörigen  Directrix  gleich  OK.    Also  ist  nach 

der  letzten  Formel: 

OK~  a'         J_  c'  a  ~-a' 

262 

Die  Grösse  des  Parameters  YY.  ist  also  . 

1  a 

e 
Anm.     Die   Grösse   r-,  d.  h.    das  Verhältniss   des  Abstandes   der 

Brennpunkte  zur  grossen  Axe,  heisst  die  Excentrioität  der  Hyperbel. 

176.  Speeielle  Fälle  der  Hyperbel  —  1)  Rückt  P  nach  0, 
sc  r/ird  Tj  =  r2,  also  r  =  0.  Die  Hyperbel  geht  über  in  ein 
di    ih  0  gehendes  Paar  von  Geraden. 

2)  Entfernt  sich  P  von  0,  bis  0P~r  ist,  so  ist  in  dem 

D  ;ieck  OXP  OX  —  XP=zOP.     Demnach  ist  der  geometrische 

0  von  X  die  durch  OP  bestimmte  Gerade  mit  Ausnahme  der 

Si  rcke*0P.     Die  beiden  Theile  der  Geraden,  welche  zu  beiden 

Si  &n  von  OP  liegen,  entsprechen  den  beiden  Hyperbelzweigen. 
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3)  Bewegnngsgesetz  r,±ra  =  co.  —  Die  Parabel. 
177.  Entstehung  der  Parabel.  —  Die  Entstehung  der  Ellipse 
und  der  Hyperbel  beruhte  auf  der  gemeinsamen  Voraussetzung, 
dass  der  Radius  des  Leitkreises  eiue  endliche  Grösse  habe. 
Halten  wir  den  Schnittpunkt  dieser  Kreislinie  mit  der  Strecke 
OP  oder  ihrer  Verlängerung  (o)  fest,  lassen  aber  den  Punkt  O 
sich  von  diesem  Schnittpunkte  auf  der  Geraden  o  ins  Unend- 
liche entfernen,  so  geht  der  Leitkreis  in  eine  auf  der  letzteren 
senkrecht  stehende  Gerade  über,  r  wächst  ins  Unendliche,  und 
die  Lage  eines  Punktes  .X"  der  zu  construirenden  Curve  wird 
jetzt  durch  das  Gesetz  bestimmt,  dass  die  Abstände  des- 
selben von  einem  festen  Punkte  P  und  einer  festen 
Geraden  (Leitlinie)  einander  gleich  seien.  Da  in  der 
Lage  des  Punktes  P  zu  dieser  Geraden  kein  Gegensatz  zwischen 
„innerhalb"  und  „ausserhalb"  mehr  stattfindet,  so  bildet  die 
von  X  beschriebene  Curve  einen  speciellen  Fall  sowohl  der 
Ellipse  als  der  Hyperbel.*)  Ferner  ist  klar,  dass  die  durch 
O  und  X-  gehende  Gerade,  welche  früher  um  den  Punkt  O  sich 
drehte,  jetzt  parallel  mit  der  Geraden  o  vorwärts  rucken  wird. 
Wenn  eine  Gerade  parallel  mit  einer  festen  Geraden  o 
sich  verschiebt,  und  ein  auf  ihr  liegender  Punkt  X  Bicb  in- 
Fig.  ioo  zwischen  so  auf  ihr  bewegt,  dass 

s~  .  er  von  einer  auf  o  senkrecht 
stehenden  festen  Geraden  und 
einem  auf  o  liegenden  Punkte  P 
stets  gleichweit  entfernt  ist,  so 
beschreibt  dieser  Punkt  X  eine 
krumme  Linie,  welche  Parabel 
genannt  wird. 

Jeder  Lage  der  sich  verschie- 
benden   Geraden    entspricht    ein 
Punkt  A    der  Leitlinie    und  ein 
Punkt  X  der  Parabel.     Zu  jedem 
Punkte  der  Leitlinie  gehört  also 
ein    Punkt    der  Parabel.     Dahr 
.  heisst  A  der  Leitpunkt  zu 
Zu  einem  gegebenen  Punkte  A  der  Leitlinie  findet  man 
indem  man  durch  A  die  Parallele  zu  o  zieht,  und  in  der  Mil 

*)  Die  Parabel  geht  also  z.  B.  aus  der  Ellipse  hervor,  wenn  m 
den  einen  Brennpunkt  der  letzteren  in  unendliche  Entfernung  rfloken  liu 
Mittelst  dieser  Bemerkung  lasten  sich  Sätze,  welche  von  der  Ellipse  gelb 
ohne  Weiteres  auf  die  Parabel  übertragen. 
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von  AP  die  Senkrechte  errichtet,  welche  jene  Parallele  in  X 
schneidet. 

Aus  der  Entstehung  der  Curve  folgt,  dass  bei  unbegrenz- 
ter Vorwärtsbewegung  der  Geraden  auch  X  sich  mit  derselben 
ins  unendliche  von  o  entfernt,  ebenso  aber  auch  von  der  Leit- 
linie. Die  Parabel  ist  also  eine,  wie  die  Ellipse,  aus  einem 
Zweige  bestehende,  aber,  wie  die  Hyperbel,  unbegrenzte 
Curve, 

Betrachtet  man  die  Leitlinie  als  eine,  durch  ihren  unend- 
lich fernen  Punkt  in  sich  selbst  zurückkehrende  Curve,  so  ent- 
spricht diesem  unendlich  fernen  Punkte  ein  unendlich  ferner 
Punkt  der  Parabel.    Also:  9 

Jede  Parabel  hat  einen  unendlich  fernen  Punkt  412. 
welcher  gleichzeitig  der  unendlich  ferne  Punkt  der 
sich  verschiebenden  Geraden  ist. 

Secanten,  —  Aus  375  folgt: 

Die  Parabel  wird  von  jeder  Geraden,   die  durch  413. 
einen  mit  P  auf  derselben  Seite  der  Curve  liegenden 
Punkt  geht,  in  zwei  Punkten  geschnitten. 

Die  Gerade  o  heisst  die  Axe  der  Parabel. 

Aus  412  folgt  weiter: 

Jede  Parallele  zur  Axe  schneidet  die  Parabel  in  414. 
einem  endlich  und  in  dem  unendlich  fernen  Punkte. 

Mit  dem  Punkte  0  rückt  auch  der  Mittelpunkt  der 
Strecke  OP  in  unendliche  Entfernung.    Daher: 

Der  Mittelpunkt  der  Parabel   ist   ihr  unendlich  415. 
ferner  Punkt. 

Aus  415  folgt,  dass  die  zur  Axe  gezogenen  Parallelen  die 
Stelle  der  Durchmesser  vertreten. 

Der  Punkt  P  heisst  Brennpunkt  der  Parabel,  und  die 
aus  beliebigen  Punkten  der  Curve  nach  dem  Brennpunkte  oder 
parallel  zur  Axe  gezogenen  Geraden:  Leitstrahlen. 

Für  den  Endpunkt  der  Axe  S  (Scheitel  der  Parabel) 
geht  die  Formel  XA  =  XP  über  in 

ST=SP, 

i    h.:   Der   Scheitel    der   Parabel   liegt  in  der  Mitte  416. 
z    ischen  seinem  Leitpunkt  und  dem  Brennpunkt. 

178.  Eine  Tangente.  —  Während  die  sich  verschiebende 
(  *ade  sammt  dem  Punkte  A  in  fortwährender  Lagenänderung 
t  3rifFen  ist,  dreht  sich  die  Gerade  BX  um  den  Punkt  P,  ohne 
j    nals  in  eine  vorige  Richtung  zurückzukehren.    Denn  in  dem 
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Masse,  als  A  nach  der  einen  oder  andern  Seite  sich  von  T 
entfernt,  nähert  sich  BX  der  zu  o  parallelen,  bezw.  entgegen- 
gesetzten Richtung,  und  macht  also  überhaupt  nur  eine  halbe 
Umdrehung,  während  A  die  ganze  Leitlinie  durchläuft.  Dem- 
nach kann  auch  BX  in  jeder  Richtung  nur  einen  Punkt  mit 
derCurve  gemeinsam  haben,  und  heisst  daher  Tangente  der 
Parabel. 

Die  Tangente  beschreibt  im  Verlauf  ihrer  Drehung  den- 
jenigen von  der  Parabel  begrenzten  Theil  der  Ebene,  welcher 
den  Brennpunkt  nicht  enthält.  Sie  umhüllt  in  ihren  ver- 
schiedenen Richtungen  die  Parabel  und  kann  als  das  dieselbe 
erzeugende  Gebilde  angesehen  werden.  Ein  Punkt  der  Ebene 
liegt  auf  der  convezen  oder  der  concaven  Seite  der  Para- 
bel, je  nachdem  er  von  irgend  einer  Tangente  getroffen  wird 
oder  nicht.  Man  kann  also  nur  von  einem  auf  der  convexen 
Seite  der  Parabel  liegenden  Punkte  eine  Tangente  an  diese 
(Jurve  ziehen. 

Aus  381  folgt: 

Die  Tangente  in  einem  Punkte  der  Parabel  steht 
senkrecht  auf  der  Halbirungslinie  des  Winkels  der 
zugehörigen  Leitstrahlen,  und  bildet  mit  diesen  letz- 
teren gleiche  Winkel 

Die  Scheitel  tan  gen  te  steht  auf  der  Axe  senkrecht 

Da  die  Kreislinie,  welche  die  Ellipse,  bezw.  Hyperbel  in 
den  Endpunkten  ihrer  Hauntaxe  berührte,  für  die  Parabel  in 
ihre  Scheiteltangente  übergeht,  so  folgt  weiter  (383)  der  Satz: 
i.  Die  Fusspunkte    der   aus  dem   Brennpunkte  der 

Parabel  auf  beliebige  Tangenten  gefällten  Senkrech- 
ten liegen  auf  der  Scheiteltangente. 

Ist  L  ein  beliebiger  Punkt  der  Tangente  BX,  so  ist  das 
Dreieck  LBP  rechtwinklig,  also  liegt  B  auf  der  über  LP  als 
Durchmesser  beschriebenen  Kreislinie,  und  ist  Schnittpunkt 
dieser  und  der  Scheiteltangente.  Im  Allgemeinen  also  liefert 
ein  Punkt  zwei  Tangenten  an  die  Parabel. 

Anm.  Hieraus  folgt  die  Constraction  der  Tangenten  im*  einem  L- 
liebigen  Punkte  £  an  die  Parabel 

Rückt  L  in  unendliche  Ferne,  so  geht  die  über  PL  b 
Bchriebene  Kreislinie  über  in  die  durch  P  senkrecht  auf  I 
gezogene  Gerade.  Da  diese  nur  einen  Punkt  mit  der  Scheit* 
tangente  gemeinsam  hat,  so  kann  man  parallel  zu  einer  geg> 
benen  Richtung  nur  eine  Tangente  an  die  Parabel  ziehen. 

Anm.  Die  Constraotion  dicaer  Tangente  folgt  aun  dem  eben  Geaagh  i 
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179.  Zwei  Tangenten.  —  Aus  386  folgt: 
Die  von  einem  Punkte  an  die  Parabel  gezogenen  420. 
Tangenten   bilden   mit   der  nach   dem  Brennpunkte, 
und  der  parallel  zur  Axe  gezogenen  Geraden  gleiche 
Winkel.    (PLX -  OLXx ,  Fig.  101.) 

Specieller    Fall.   —  Fig.  löi. 

XjLiX^z  R.   —   Addirt    man 
PLX  =  OLXx    und    XXLP  = 
XkLAv  so  folgt:  XxLX=zOLAv 
Ist  nun  XXLX=R,  so  ist  auch 
OJLAl=zR,  d.  h.  die  drei  Punkte 
LAAX  liegen  auf  derselben  Ge- 
raden, und  zwar  auf  der  Leit- 
linie.   Man  hat  also  den  Satz : 
Die  von  irgend  einem 
Punkte   der   Leitlinie   an 
die     Parabel     gezogenen 
Tangenten    bilden    einen 
rechten  Winkel. 
Aus  388  folgt: 
Gehen      von       einem 
Punkte    zwei    Tangenten 
an  die  Parabel,  so  bildet 
der  Leitstrahl  des  Punktes  gleiche  Winkel  mitjden 
Leitstrahlen  der  Berührungspunkte.  (LPX=LPXV  Fig.  101.) 
Specieller    Fall.  —  XXPX=2R.     Dann   ist   LPX  = 
LPXX  =  R,  und  CLP=R.    Da  nun  PLX=OLXv  oder,  mit  2 
multiplicirt,   PLA=zOLC,  oder,  durch  Subtraction  von  OLP, 
ALO=PLC  ist,  so  folgt  aus  LPXX  =  R,  dass  auch  PLC  und 
ALO  =  R  ist;  d.  h.:  der  Punkt  L  liegt  wieder  auf  der  Leit- 
linie, und  man  hat  den  Satz*. 

Die  Berührungssehne*)  der  von  einem  Punkte  der  428. 
Leitlinie  an  die  Parabel  gezogenen  Tangenten  geht 
durch  den  Brennpunkt. 

Arno.  Hiernach  gehen  die  beiden,  an  entsprechender  Stelle  bei  der 
ipse  und  Hyperbel  angenommenen  speoiellen  Fälle  für  die  Parabel  in 
<  en  einzigen  über.  Und  wenn  wieder  die  ans  dem  zweiten  dieser  Fälle 
1  vorgehende  Gerade  die  Directrix  der  Parabel  genannt  wird,  so  kann 
]  q  sagen,  dass  für  die  Parabel  die  Directrix  mit  der  Ivöitlinie  zusam- 
]  iföllt.  —  Da  der  Punkt  C  der  Leitpunkt  von  Xt  in  dem  aus  P  be- 
i  nebenen  Leitkreise  ist,  und  da  dieser  Leitkreis  ebenso  wie  der  aus  dem 
adlich  fernen  Punkte  0  beschriebene  eine  Gerade  sein  muss,  so  kann 


422. 


*)  Sehne,  welche  die  Berührungspunkte  verbindet. 


184 


179.  180.   Die  Curven  zweiter  Ordnung. 


es  nur  die  unendlich  ferne  Gerade  sein,  mithin  ist  C  selbst  der  unendlich 
ferne  Punkt  der  Geraden  PX{. 

Die  durch  den  Brennpunkt  gehende,  der  Directrix  paral- 
lele Sehne  heisst  der  Parameter  der  Parabel. 

Aus  dem  Zusammenfallen  der  Directrix  mit  der  Leitlinie 
folgt  nach  der  Entstehung  der  Parabel  der  mit  390  analoge  Satz: 
4*4.  Für  jeden  Punkt  der  Parabel  sind  die  Entfernun- 

gen vomBrennpunkt  und  der  Directrix  einander  gleich. 

Anm.  Welchen  Satz  über  den  geometrischen  Ort  von  X  (als  Mittel- 
punkt einer  Kreislinie)  liefert  die  Umkehrung  von  424? 

180«  Krümmung  und  Krümmungskreis.  —  Aus  einem  Punkte 
Oj  der  Axe  sei  mit  dem  Radius  r  eine  Kreislinie  beschrieben, 
welche  die  Parabel  in  den  vier  Punkten  Xv  X2}  X3,  X4  schnei- 
det.   Bewegt  sich  diese  Kreislinie  so  vorwärts,  dass  ihr  Mittel- 

Yfa  102.  punkt,  auf  der  Axe  fort- 

rückend,  sich  dem  Schei- 
tel S  der  Parabel  nähert, 
so  nähern  sich  auch  die 
Schnittpunkte  X2  und  X3 
dem  Punkte  £,  und,  da 
sie  in  Folge   der   Sym- 
metrie der  ganzen  Figur 
zur  Axe  stets  gleichweit 
von  S  entfernt  sind,  so 
fallen  sie  mit  S  zusam- 
men, wenn  02S=zr  ist 
Dann   also    berührt    die 
Kreislinie  die  Parabel  im 
Punkte  5,  und  schneidet 
sie   ausserdem   in    zwei 
neuen  Punkten  Xx  und  X4.  —  Wenn  von  diesem  Augenblicke 
an  die  Kreislinie,  indem  sie  beständig  die  Parabel  in  5  be- 
rührt, sich  durch  Verkleinerung  ihres  Radius  zusammenzieht, 
so  rückt  ihr  Mittelpunkt  noch  weiter  an  S  heran.    Die  Punkte 
Xj  und  X4,  welche,  wie  X  und  X3,  stets  gleichweit  von  S 
entfernt  sind,  nähern  sich  ebenfalls  dem  Punkte  S,  und  fallen 
für  einen  gewissen  Werth  von  r,  der  q  heissen  möge  (S03=:p), 
ebenfalls  mit  S  zusammen. 

Die  Kreislinie,  deren  Radius  q  ist,  berührt  also  die  1  i- 
rabel  in  vier,  in  «S  zusammenfallenden  Punkten.  Verklein  rt 
sich  die  Kreislinie  noch  weiter,  so  werden  zwei  dieser  Pun  « 
imaginär,  die  beiden  anderen  fallen  nach  wie  vor  im  Be-  i- 
rungspunkte  5  zusammen. 


180.  Die  Curven  zweiter  Ordnung.  Xg5 

Aus  der  Entstehung  der  Kreislinie  03  folgt,  dass  dieselbe 
unter  allen,  die  Parabel  in  S  berührenden  Kreislinien  sich  am 
genauesten  an  diese  Curve  anschliesst.  Man  sagt  daher,  dass 
die  Parabel  im  Punkte  S  dieselbe  Krümmung  habe  wie  die 
Kreislinie  Os,  und  versteht  unter  der  Grosse  der  Krümmung 

einer  Kreislinie  den  umgekehrten  Werth  ihres  Radius  f — J. 

Sine  Kreislinie  hat  in  jedem  ihrer  Punkte  gleich  grosse  Krüm- 
mung. Die  Krümmung  einer  Geraden,  welche  als  Kreislinie 
mit  dem  Radius  oo  betrachtet  werden  kann,  ist  hiernach  gleich 

oder  Null.  —  Die  Strecke  q  heisst  der  Krümmungs- 


radius der  Parabel  im  Punkte  5,  die  Kreislinie  Oa  der  Krüm- 
mungskreis. 

Construirt  man  in  einem  beliebigen  Punkte  X  der  Parabel 
die  zur  Tangente  senkrechte  Gerade,  und  lässt  auf  dieser,  statt 
auf  der  Axe,  den  Mittelpunkt  eines  Schnittkreises  sich  bewegen, 
so  fallen  die  beiden  nächsten  Schnittpunkte  wieder  gleichzeitig 
in  einen  Berührungspunkt  zusammen.  Verkleinert  man  dann 
den  Radius  des  Berührungskreises,  wie  vorher,  so  fällt  nur 
einer  der  noch  übrigen  beiden  Schnittpunkte  mit  dem  Berüh- 
rungspunkte zusammen,  nicht  aber  beide.  Man  erhält  also 
eine  Kreislinie,  welche  die  Parabel  in  drei  zusammenfallenden 
Punkten  berührt  und  ausserdem  in  einem  Punkte  schneidet 
Diese  Kreislinie  heisst  der  Krümmungskreis  des  Punktes  X, 
und  der  umgekehrte  Werth  ihres  Radius  die  Krümmung  der 
Parabel  im  Punkte  X. 

Diese  Betrachtungen  lassen  sich  für  die  Ellipse  und  Hy- 
perbel (wie  für  Curven  im  Allgemeinen)  ebenso  anstellen,  wie 
für  die  Parabel.  Man  sagt,  dass  zwei  Curven  in  einem  Punkte 
eine  Berührung  (n  — 1)S  Ordnung  haben,  wenn  sie  n  in 
diesem  Punkte  zusammenfallende  Punkte  gemeinsam  haben. 
Demnach  hat  der  Krümmungskreis  im  Scheitel  der  Parabel 
eine  Berührung  dritter,  in  jedem  anderen  Punkte  der  Parabel 
«*ne  solche  zweiter  Ordnung  mit  dieser  Curve.  Die  gewöhn- 
te zweipunktige  Berührung  ist  eine  Berührung  erster  Ordnung. 

Anm.  In  der  Nähe  des  Endpunktes  der  grossen  Axe  unterscheidet 
)h  die  vierpunktig  berührende  Ellipse  so  wenig  von  der  Parabel,  dass 
[  der  Berechnung  von  sehr  langgestreckten  Kometenbahnen  aus  dem  in 
r  Nähe  jenes  Punktes  beobachteten  Stücke  eine  parabolische  Bahn,  statt 
ner  elliptischen,  sich  ergiebt.  —  Aus  der  Eigenschaft  des  KrOnunungs- 
3is68  im  Scheitel  der  Parabel  folgt,  dass  ein  sphärischer  Hohlspiegel 
len  parabolischen  vertreten  kann. 

12* 


Uebungssätze  und  Aufgaben. 

Vorbemerkung. 

TJebersIeht  der  wichtigsten  Methoden  tnr  Losung  geometrischer 
Constraottonsnnfgnben. 

a)  Die  Methode  der  geometrischen  Oerter.  —  Hängt 
die  Lösung  einer  Aufgabe  von  der  Bestimmung  eines  Punktes 
ab,  so  lassen  sich  oft  aus  den  gegebenen  Stucken  zwei  geo- 
metrische Oerter  für  diesen  Punkt  constrairen,  wodurch  er  be- 
stimmt ist  (Sätze  Über  geometrische  Oerter:  86,  87,  120,  122, 
167-170,  192—197,  236,  237,  255,  263,  267,  295,  365,  367  etc.) 

b)  Die  analytische  Methode.  —  Man  stellt  eine  vor- 
läufige Zeichnung  von  der  gegenseitigen  Lage  der  gegebenen 
und  der  gesuchten  Stücke  her.  Findet  es  sich  dann,  dass  die 
Lösung  der  Aufgabe  von  der  Bestimmung  eines  einzigen 
StDckes  x  abhängt,  so  führt  der  zwischen  x  und  den  bekann- 
ten Stücken  entweder  schon  bestehende,  oder  durch  eine  Hilfs- 
linie herzustellende  Zusammenhang  auf  ein  andres  unbekanntes 
Stück  y,  der  Art,  dass,  wenn  y  gefunden  wäre,  die  Construction 
von  x  nach  einem  bekannten  geometrischen  Satze  (oder  einer 
schon  bekannten  Aufgabe)  sofort  ausführbar  wäre.  Von  y  ge- 
langt man  auf  demselben  Wege  zu  einem  Stück  z,  u.  s.  w., 
bis  schliesslich  ein  Stuck  u  erreicht  wird,  von  welchem  sofort 
zu  erkennen  ist,  dass  man  es  unmittelbar  aus  den  gegebenen 
Stücken  construiren  kann.  Hiermit  ist  die  „Analysis"  der  Auf- 
gabe beendet,  und  die  Lösung  besteht  nun  darin,  dass  man 
nach  einander  (den  Weg  der  Analysis  rückwärts  verfolgend) 
u,  . . .  z,  y,  x  construirt.  —  Die  Schwierigkeit  dieser  Methode 
besteht  in  der  richtigen  Auswahl  der  sich  darbietenden  Be- 
ziehungen und  der  möglichen  Hilfslinien. 

c)  Die  Methode  der  Aehnlichkeit.  —  Verlangt  die 
Aufgabe  die  Construction  einer  Figur  aus  gegebenen  Stücken 
(Bedingungen),  so  reichen  mitunter  die  übrigen  Stücke,  mit 
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Ausnahme  eines  einzigen,  zur  Bestimmung  der  Gestalt  der  ge- 
suchten Figur  aus.  Man  kann  dann  aus  diesen  Stücken  eine 
der  gesuchten  ähnliche  Figur  construiren,  und  zwar  in  belie- 
biger oder  in  ähnlicher  Lage,  je  nachdem  die  gesuchte  Figur 
beliebige  oder  bestimmte  Lage  haben  soll.  Aus  der  Hilfsfigur 
lässt  sich  dann  die  gesuchte  in  ähnlicher  Lage  construiren. 

d)  Die  Methode  der  Umkehrung.  —  Soll  eine  Figur  x 
in  bestimmter  Lage  zu  einer  gegebenen  Figur  a  gezeichnet 
werden,  so  zeigt  die  nach  b)  ausgeführte  vorläufige  Zeichnung 
mitunter,  dass  die  umgekehrte  Aufgabe,  a  in  Zusammenhang 
mit  einer  gegebenen  Figur  x  zu  zeichnen,  leicht  lösbar  ist. 
Kann  man  nun  aus  den  Bedingungen  der  Aufgabe  eine  mit  x 
ähnliche  Figur  x1  zeichnen,  so  construirt  man  die  zugehörige 
Figur  av  und  vervollständigt  die  Figur  a  zu  einer  Figur  (ar), 
welche  mit  (a^)  ähnlich  ist. 

e)  Die  Methode  der  Drehung.  —  Handelt  es  sich,  wie 
in  d),  um  den  Zusammenhang  einer  gegebenen  und  einer  ge- 
suchten Figur,  so  kann  man  mitunter  in  der  vorläufigen  Zeich- 
nung die  letztere  durch  eine  Drehung  von  bestimmter  Grösse 
in  eine  Stellung  bringen,  in  welcher  sie  leicht  zu  construiren  ist. 

f)  Die  algebraische  Methode.  —  Lässt  sich  die  Lö- 
sung einer  Aufgabe  auf  die  Bestimmung  einer  oder  mehrerer 
unbekannter  durch  bekannte  Strecken  zurückfuhren  (durch  die 
letzteren  müssen  die  gegebenen  Stücke  oder  Bedingungen  voll- 
ständig ersetzt  werden!),  so  kann  man  zwischen  allen  diesen 
Strecken  ebensoviel  (aus  Sätzen  der  Aehnlichkeitslehre  oder 
der  rechnenden  Geometrie  zu  entnehmende)  Gleichungen  auf- 
stellen, als  Unbekannte  vorhanden  sind,  dann  die  letzteren 
algebraisch  bestimmen,  und  schliesslich  construiren.  —  In  der 
Allgemeinheit  ihrer  Anwendbarkeit  steht  diese  Methode  auf 
gleicher  Stufe  mit  b).  Oft  lässt  sich  eine  Aufgabe  nach  bei- 
den Methoden  lösen.  Dann  ist  die  Lösung  nach  b)  gewöhn- 
lich in  der  Construction  einfacher,  aber  schwieriger  zu  finden, 
als  die  nach  f). 

In  der  folgenden  Aufgabensammlung  giebt  die  Rand- 
nummer sowohl  bei  den  zu  lösenden  Aufgaben,  wie  bei  den 
abzuleitenden  Sätzen  denjenigen  Satz  des  Buches  an,  auf  wel- 
chem vorzugsweise  die  Lösung,  bezw.  Ableitung  beruht.  Wei- 
tere Sätze  sind  zur  Erleichterung  in  einzelnen  Fällen  hinter 
der  Aufgabe  angegeben.  Die  Nummern,  vor  welchen  ein  A 
steht,  verweisen  auf  eine  frühere  Aufgabe. 


A.  Systematisch  geordnete  Sätze  and  Aufgaben. 
Aus    gegebenen   Strecken  a,  b,  e   eine   Strecke   x    zu 

15.  zeichnen  unter  der  Bedingung:  1)  x  —  a+b,  2)  x  —  aib\-e, 
3)  x  =  2a,  4)  x  =  3a  etc. 

16.  6)  *==o— ö,  6)  x=a+b-e,  7)  x=a—b+e,  8)  x=a— b— e. 
Wenn  0  der  Mittelpunkt,  r  der  Radius,  A,  B  Punkte  der 

Kreislinie  Bind,  eine  Kreislinie  zu  zeichnen  aus  den  ge- 

48.  gebenen  Stücken  9)  0,  r,  10)  A,  r.  —  In  einer  gegebenen 
Kreislinie  11)  den  Radius,  12)  den  Durchmesser  zeichnen,  der 
(oder  dessen  Verlängerung)  durch  einen  gegebenen  Punkt  P 
geht,  13)  durch  zwei  gegebene  Punkte  A,  B  die  Sehne  zu 
ziehen,  14)  eine  gegebene  Strecke  a  aus  einem  gegebenen 
Punkte  A  als  Sehne  einzutragen. 

66.  15.  Die  HalMrungslinien  zweier  Nebenwinkel  stehen   auf 

einander  senkrecht  —  16.  Jede  durch  den  Scheitel  eines  rech* 
ten  Winkels  ausserhalb  desselben  gezogene  Gerade  bildet  mit 
den  Schenkeln  Winkel,  deren  Summe  gleich  Ä  ist. 

69.  17.  Die  im  Scheitel  eines  Winkels  auf  den  Schenkeln  nach 

aussen  errichteten  Senkrechten  bilden  einen  Winkel,  welcher 
mit  dem  gegebenen  zusammen  9.R  betragt. 

66.  18.  Die  Halbirungslinien  zweier  correspoodirender  oi 
Wechselwinkel  sind  parallel. 

71.  19.  Sind  zwei  verschränkte  oder  Gegenwinkel  gleich, 
steht  diu  schneidende  Gerade  zu  den  Parallelen  senkrecht. 

76.  20.  Die  Halbirungslinien  zweier  verschrankten  oder  Gflg< 
winkel  stehen  auf  einander  senkrecht.  —  21.  Ist  im  Drei« 
a  +  ß  =  y,  so  ist  y=B. 

78.  23.  Der  Winkel  der  Senkrechten,  welche  von  einem  Punkte  . 
auf  zwei  sich  schneidende  Geraden  gefällt  werden,  ist  gleich 
einem  der  Winkel,  welche  die  Geraden  bilden.  —  23.  Die 
Senkrechte,  welche  im  rechtwinkligen  Dreieck  aus  dem  Scheitel 
des  rechten  Winkels  auf  die  Gegenseite  gefällt  wird,  theilt  das 
Dreieck  in  zwei  neue  Dreiecke,  deren  Winkel  denen  des  eratM 
gleich  sind. 

BS.  24.  Die  Summe  der  fünf  spitzen  Winkel  eines  Stern-Fünfecks; 

(vgl.  das  Stern-Siebeneck  Fig.  27)  beträgt  2fl. 

84.  25.  Der  Winkel  der  Senkrechten,  welche  von  einem  Punkte' 

zwischen  den  Schenkeln  eines  Winkels  auf  die  Schenkel  gefallt 
werden,  beträgt  mit  dem  gegebenen  Winkel  zusammen  2B.  — • 
26.  Die  Halbirungslinien  der  vier  Aussenwinkel  eines  Vierecks 
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bilden  ein  Viereck,  in  welchem  je  zwei  gegenüberliegende  Win- 
kel zusammen  2Ä  betragen. 

Ein  Dreieck  zu  construiren  aus  den  gegebenen  Stücken:  94. 
27)  a,  6,  (?,  28)  a,  a,  &,  29)  a,  a,  a,  30)  a,  b,  y,  31)  a,  ft  y, 
32)  a,  /?,  a  (77),  33)  congruent  zu  einem  gegebenen  Dreieck.  — 
34)  Einen  Winkel  construiren,  welcher  it-mal  so  gross  ist  als 
ein  gegebener.  —  Durch  einen  gegebenen  Punkt  eine  Gerade 
zu  ziehen,  welche  35)  eine  geg.  Gerade  unter  einem  geg.  Win- 
kel schneidet  (65),  36)  von  den  Schenkeln  eines  geg.  Winkels 
gleiche  Stücke  abschneidet. 

37.  Im  gleichschenkligen  Dreieck  sind  die  Aussen-  98. 
winkel  an  der  Basis  einander  gleich.  —  38.  Im  gleichsch.  I). 
sind  durch  einen  Winkel  die  übrigen   bestimmt  (Rechnungs- 
beispiele!). —  39.  Ist  in  zwei  gleichsch.  D.  der  Winkel  an  der 
Spitze,  oder  ein  Basiswinkel  gleich,  so  sind  auch  die  anderen 
Winkel  gleich.  —  40.  Im  gleichsch.-rechtwinkligen  D.  ist  jeder 
spitze  Winkel  gleich  \R.  —  41.  Im  gleichsch,  D.  schneidet 
eine  zu  einer  Seite  gezogene  Parallele  ein  neues  gleichsch.  D. 
ab.  —  42.  Verlängert  man  einen  Schenkel  des  gleichsch.  D. 
über  die  Basis  um  eine  beliebige  Strecke,  und  trägt  auf  dem 
andern  Schenkel  von  der  Basis  aus  die  gleiche  Strecke  ab,  so 
wird  die  Basis  durch  die  Verbindungslinie  der  Endpunkte  dieser 
Strecken  halbirt.  —  43.  Ist  im  gleichsch.  D.  ein  Basiswinkel 
doppelt  so  gross  als  der  Winkel  an  der  Spitze,  so  theilt  die 
Halbirungslinie  des  Basiswinkels  das  Dreieck  in  zwei  gleichsch.  D. 
—  44.  Verlängert  man  jede  von  zwei  Seiten  eines  Dreiecks 
über  den  gemeinsamen  Endpunkt  um  die  andere,  so  sind  die 
Geraden,   welche   die   Endpunkte   dieser  Verlängerungen   mit 
denen  der  dritten  Seite  verbinden,  einander  parallel. 

46)  Durch  einen  Schnittpunkt  zweier  Kreislinien  eine  Ge- 
rade so  zu  ziehen,  dass  die  Gentriwinkel  der  abgeschnittenen 
Bogen  gleich  sind  (70). 

46.  Der  Winkel,  welchen  die  Basis  eines  gleichsch.  D.  99. 

mit  der  auf  einen  Schenkel  gefällten  Höhe  bildet,  ist  gleich 

r*°m  halben  Winkel  an  der  Spitze.  —  47.  Ist  in  einem  Dreieck 

i  Verbindungslinie  einer  Ecke  mit  der  Mitte  der  Gegenseite 

»ich  der  Hälfte  dieser  Seite,  so  ist  der  Winkel  an  jener  Ecke 

sich  R. 

48.  Bildet  eine  von  der  Spitze  eines  gleichsch.  D.  nach  100. 
r  Basis  gezogene  Strecke  mit  letzterer  einen  Winkel  von 
5,  so  ist  diese  Strecke  gleich  der  Summe  (oder  Differenz) 
18  den  Abschnitten  der  Basis.  —  49.  Ist  in  einem  recht- 
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winkligen  Dreieck  ein  spitzer  Winkel  doppelt  so  gross  als  der 
andere,  so  ist  die  Hypotenuse  doppelt  so  gross  als  die  kleinere 
Kathete.  — -  50.  Trägt  man  auf  den  Seiten  eines  gleichseitigen 
Dreiecks  von  den  Ecken  aus  drei  gleiche  Strecken  ab,  und  ver- 
bindet die  Endpunkte  derselben,  so  entsteht  ein  neues  gleich- 
seitiges Dreieck.  —  51.  Ist  in  A.  50  die  abgetragene  Strecke 
gleich  Vs  der  Seite,  so  stehen  die  Seiten  des  einen  Dreiecks 
auf  denen  des  andern  senkrecht  (A.  49). 

52)  In  ein  gegebenes  gleichseitiges  Dreieck  ein  zweites 
so  zu  zeichnen,  dass  die  Seiten  des  einen  auf  denen  des  an- 
dern senkrecht  stehen.  —  53)  Einen  rechten  Winkel  in  3  gleiche 
Theile  zu  theilen.  —  54)  Durch  vier  gegebene  Punkte,  von 
denen  keine  drei  in  gerader  Linie  liegen,  drei  Geraden  zu 
ziehen,  welche  ein  gleichseitiges  Dreieck  bilden. 
101.  55.  Die  Halbiruogslinie  des  Aussenwinkels  an  der  Spitze 

eines  gleichscb.  D.  ist  der  Basis  parallel.  —  56.  Liegen  auf 

den  Schenkeln  eines  Winkels  0  die  Punktreihen  Ä,  B,  C, 

und  Av  Bv  C,  ...  so,  dass  0A  =  AAl  =  A1B  =  BBi  =5,(7  = 
CC,...  ist,  so  ist,  wenn  A0Al  =  a  gesetzt  wird,  AlAB  =  2a, 
BA1B.:=Za,  B,B.€  =  4a,  etc.  —  57.  Verlängert  man  einen 
Schenkel  des  gleichsch.  D.  über  die  Spitze  hinaus  um  sich 
selbst,  und  verbindet  den  Endpunkt  der  Verlängerung  mit  dem 
der  Basis,  so  steht  diese  Linie  auf  der  Basis  senkrecht  (vgl. 
A.  49).  —  58.  Verlängert  man  eine  Seite  (o)  eines  Dreiecks 
über  jeden  ihrer  Endpunkte  hinaus  um  die  dort  anstossende 
Seite  und  verbindet  die  Endpunkte  mit  der  dritten  Ecke,  so  ist 
der  Winkel  der  Verbindungslinien  gleichfff+'Ac.  —  59.  Trägt 
man  auf  einer  Seite  (a)  eines  Dreiecks  eine  andere  Seite  (6) 
ab  (an)  und  verbindet  den  Endpunkt  mit  der  Spitze,  so  bildet 
diese  Linie    mit   der   dritten    Seite   den  Winkel  iVt(ß  —  y), 

[^60)  Die  Senkrechte  im  Endpunkt  einer  Strecke  zu  errich- 
ten, ohne  die  Strecke  zu  verlängern.. 

Im  gleichschenkligen  Dreieck  sind  die  nach  den  Schenkeln 
106.  gehenden  61.  Höhen,  62.  Mittellinien,  63.  die  Hulbirangsliiir" 
der  Basiswinkel,  64  die  Strecken,  welche  die  Endpunkte  d 
Basis  mit  zwei  gleichweit  von  ihnen  entfernten  Punkten  d< 
Schenkel  verbinden,  einander  gleich.  —  65.  Die  aus  zwei  Eckt 
eines  Dreiecks  auf  die  zwischen  ihnen  liegende  Mittellinie  g. 
fällten  Senkrechten  sind  einander  gleich.  —  66.  Betragen  di 
Winkel  an  der  Spitze  in  zwei  gleichsch.  D.  zusammen  2ff,  i 
betragen    zwei    ihrer  Basiswinkel   zusammen  1Ä.  —  67.  D> 
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Winkel,  welchen  in  einem  Dreieck  die  Halbirungslinie  des 
Winkels  a  mit  der  ans  derselben  Ecke  gefällten  Höhe  bildet, 
ist  *(ß-y). 

68)  Zu  einer  gegebenen  Geraden  eine  Parallele  zu  ziehen, 
so  dass  die  Summe  der  von  zwei  gegebenen  Punkten  auf  die- 
selbe gefällten  Senkrechten  gleich  einer  gegebenen  Strecke  ist. — 
69)  Auf  einer  geg.  Geraden  einen  Punkt  zu  bestimmen,  dessen 
Verbindungslinien  mit  zwei  gegebenen  Punkten  gleiche  Winkel 
mit  der  Geraden  bilden  (99).  —  70)  In  einem  gegebenen  Dreieck 
zu  einer  Seite  diejenige  Parallele  zu  ziehen,  welche  gleich  der 
Summe  (Differenz)  der  zwischen  den  Parallelen  liegenden  Ab- 
schnitte ist.  —  Ein  gleichseitiges  Dreieck  zu  zeichnen  aus*) 
71)  hv  72)  a+Ar  73)  a— Ar  —  Ein  rechtwinkliges  Dreieck 
zu  zeichnen  aus  74)  a  +  6,  c,  75)  a  — 6,  c,  76)  a  +  6,  a, 
77)  a-6,  a,  78)  a  +  c,  6,  79)  a  +  c,  a,  80)  c-a,  6,  81)  c—a,  a, 
82)  c,  a-ß,  83)  p,  a,  84)  p,  a-ß  85)  pv  a,  86)  a  +  A3,  a, 
87)  a  — A3,  a,  88)  p,  a  =  2ß.  —  Ein  gleichschenkliges 
Dreieck  zu  zeichnen  aus  89)  er,  A2,  90)6  +  A1,  er,  91)6— hv  er, 
92)  6  +  A2,  ft  93)  6-A^  ß,  94)  a  +  6,  a,  95)  a-6,  a,  96)  a,  fc,, 
97)  6,  lv  98)  p,  Aj,  99)  p,  a.  —  Ein  schiefwinkliges  Dreieck 
zu  zeichnen  aus  100)  o,  6+c,  a,  101)  6+c,  er,  /?,  102)  6— a,  c,  a, 
103)  6-a,  c,  y,  104)  a+6,  /S-a,  y,  105)  p,  a,  £  106)  p,  a-ß  y, 
107)  p2,  er,  ß9  108)  a,  ß  m^,  109)  a,  6-c,  /S-y.  —  110)  Ein 
Viereck  zu  zeichnen  aus  einer  Seite,  der  Summe  der  anderen 
Seiten  und  den  Winkeln. 

111.  In  jedem  Dreieck  ist  die  Summe  der  Höhen  kleiner  los. 
als  der  Umfang.  —  112.  Im  schiefwinkligen  Dreieck  ist  die 
Summe  der  Höhen  kleiner  als  die  der  Mittellinien. 

113.  Verbindet  man  einen  Punkt  innerhalb  eines  Dreiecks  no. 
mit  den  Ecken,  so  ist  die  Summe  der  Verbindungsstrecken 
kleiner  als  der  ganze,  und  grösser  als  der  halbe  Umfang  des 
Dreiecks.  —  114.  In  jedem  Viereck  ist  die  Summe  zweier 
Gegenseiten  kleiner  als  die  der  Diagonalen.  —  115.  Verbindet 
man  einen  Punkt  innerhalb  eines  Sechsecks  mit  allen  Ecken, 
s  ist  die  Summe  der  Verbindungslinien  grösser  als  die  von 
c  ?i  nicht  anstossenden  Seiten.  — 116.  Jede  Seite  eines  Dreiecks 
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(Polygons)  ist  kleiner  als  der  halbe  Umfang.  —  117.  liegen 
die  Ecken  eines  Dreiecks  auf  den  Seiten  eines  zweiten,  so  ist 
der  Umfang  des  ersten  kleiner  als  der  des  zweiten« 

119.  118)  In  ein  gegebenes  Dreieck  ein  gleichschenkliges  Dreieck 
von  gegebener  Höhe  so  einzuzeichnen,  dass  die  Basis  des  letz- 
teren einer  Seite  des  ersteren  parallel  ist.  —  119)  Die  Hai- 
birungslinie  des  Winkels  zweier  Geraden  zu  construiren,  ohne 
die  Geraden  bis  zu  ihrem  Schnittpunkte  zu  verlängern. 

120.  120)  Auf  einer  geg.  Geraden  einen  Punkt  zu  finden,  der 
von  zwei  geg.  Punkten  gleichweit  entfernt  ist.  —  121)  Einen 
Punkt  zu  finden,  der  von  drei  geg.  Punkten  gleichweit  ent- 
fernt ist. 

122.  122)  Auf  einer  Seite  eines  Dreiecks  einen  Punkt  zu  fin- 
den, der  von  den  beiden  anderen  Seiten  gleichweit  entfernt 
ist.  —  123)  Den  Drehpunkt  eines  Spieltisches  zu  bestimmen 
(Punkt,  um  welchen  man  ein  aus  zwei  congruenten  Quadraten 
bestehendes  Rechteck  drehen  muss,  damit  nach  einer  viertel 
Umdrehung  die  längere  Seite  in  die  Lage  und  Richtung  der 
kürzeren  komme). 

126.  124.  Schneidet  man  auf  den  Seiten  eines  Parallelogramms 
von  den  Ecken  aus  vier  gleiche  Stücke  ab,  und  verbindet  die 
Endpunkte  der  Reihe  nach,  so  entsteht  ein  neues  Parallelo- 
gramm. —  125.  Verbindet  man  die  Halbirungspunkte  zweier 
Gegenseiten  eines  Parallelogramms  mit  den  Endpunkten  einer 
Diagonale,  so  wird  dadurch  die  andere  Diagonale  in  drei  gleiche 
Theile  getheilt.  —  126.  Zieht  man  in  einem  gleichsch.  D.  aus 
einem  Punkte  der  Basis  Parallelen  zu  den  Schenkeln,  so  ist 
die  Summe  derselben  gleich  einem  Schenkel.  —  127.  Fällt 
man  in  einem  gleichsch.  D.  aus  einem  Punkte  der  Basis  Senk- 
rechten auf  die  Schenkel,  so  ist  die  Summe  derselben  gleich 
einer  zum  Schenkel  gehörigen  Höhe.  —  128.  Fällt  man  aus 
einem  beliebigen  Punkte  innerhalb  eines  gleichseitigen  D.  Senk- 
rechten auf  die  drei  Seiten,  so  ist  ihre  Summe  gleich  der  Höhe 
des  Dreiecks. 

Eine  gegebene  Strecke  zwischen  die  Schenkel  eines  gege- 
benen Winkels  so  einzutragen,  dass  sie  129)  auf  einem  Sei  *n- 
kel  senkrecht  steht,  130)  von  beiden  Schenkeln  gleiche  Stil  ke 
abschneidet,    131)  einer  gegebenen  Geraden   parallel   ist.  — 

132)  Zwischen  zwei  gegebene  Parallelen  eine  gegebene  Strr  ke 
so  einzutragen,  dass  sie  durch  einen  gegebenen  Punkt  geht   — 

133)  Durch  einen  von  drei  gegebenen  Punkten  eine  GenuL  so 
zu  ziehen,  dass  sie  von  den  beiden  anderen  Punkten  gle  &- 
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weit  entfernt  ist.  —  134)  Von  zwei  gegebenen  gleichwinkligen 
Dreiecken  das  kleinere  so  in  das  grössere  zu  zeichnen,  dass 
die  Seiten  des  inneren  von  denen  des  äusseren  gleichen  Ab- 
stand haben  (122).  —  135)  Ein  Viereck  zu  zeichnen,  von  wel- 
chem drei  Seiten  und  die  Winkel  an  der  vierten  gegeben  sind. 

Im  gleichschenkligen  Trapez  sind  136.  je  zwei  an  127. 
einer  der  parallelen  Seiten  liegende  Winkel  einander  gleich, 
137.  die  Diagonalen  einander  gleich.  —  Ein  Viereck  ist  ein 
gleichschenkliges  Trapez,  wenn  138.  die  Diagonalen  und  zwei 
Gegenseiten  gleich,  139.  die  Diagonalen  gleich  und  zwei  Gegen- 
seiten parallel,  140.  die  anliegenden  Winkel  einer  Seite  sowie 
die  ihrer  Gegenseite  einander  gleich  sind.  —  141.  Die  Ver- 
bindungslinie der  Mitten  der  nicht  parallelen  Seiten  (die  Mittel- 
linie) eines  gleichschenkligen  Trapezes  ist  gleich  der  halben 
Summe,  und  das  zwischen  den  Diagonalen  liegende  Stück  dieser 
Linie  gleich  der  halben  Differenz  der  parallelen  Seiten.  — 
142.  Die  Mitten  der  Seiten  jedes  Vierecks  sind  die  Ecken 
eines  Parallelogramms. 

143)  Durch  einen  Punkt  zwischen  den  Schenkeln  eines 
gegebenen  Winkels  diejenige  Strecke  zu  zieheq,  welche  in 
diesem  Punkte  halbirt  wird.  —  Ein  Dreieck  zu  zeichnen,  wenn 
gegeben  sind  144)  die  Mitten  der  drei  Seiten,  145)  die  Mitten 
zweier  Seiten  und  der  Fusspunkt  irgend  einer  Höhe.  —  146) 
Ein  Fünfeck  zu  zeichnen,  wenn  die  Mitten  seiner  Seiten  gege- 
ben sind  (A.  142).  —  147)  Ein  Viereck  zu  zeichnen,  wenn 
gegeben  sind  seine  Seiten  und  die  Verbindungsstrecke  der 
Mitten  zweier  Gegenseiten  (A.  142). 

148.  Construirt  man  aus  den  Stücken  eines  gegebenen  128. 
Dreiecks,  ein  rechtwinkliges  Dreieck  so,   dass   die  Hypotenuse 
gleich  a±6  und  ein  Winkel  gleich  y  ist,  so  ist  die  dem  Win- 
kel y  gegenüberliegende  Kathete  gleich  A2:fcAj. 

Ein  Parallelogramm  zu  zeichnen  aus*)  149)  a,  6,  y, 
150)  a,  6,  c,  151)  a,  c,  y,  152)  o,  6,  hv  153)  c,  /L,  y.  154)  Ein 
gleichsch.  D.  zu  zeichnen  aus  a,  hx  ±  A2  (A.  148). 

155,  Die  Mitten  der  Seiten  eines  gleichschenkligen  Trapezes  ia9. 
sj    1  die  Ecken  eines  Rhombus. 

Einen  Rhombus  zu  zeichnen  aus  156)  a,  y,  157)  a,  c, 
1   J)  o,  hv 

159.  Die  Halbirungslinien   der  Winkel   eines   Parallelo-  130. 


*)  Bezeichnungen  im  Parallelogramm:   ab  Seiten,  y  Winkel, 
Jb]      Höhen,  cd  Diagonalen,  S  Winkel  der  Diagonalen. 
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gramms  schliessen  ein  Rechteck  ein.  —  160.  Die  Mitten  der 
Seiten  eines  Rhombus  sind  die  Ecken  eines  Rechtecks  (A.  66).  — 
161.  Die  Mitten  der  Seiten  eines  Rechtecks  sind  die  Ecken 
eines  Rhombus  (105).  —  162.  Schneidet  man  auf  der  Dia- 
gonale AC  eines  Quadrates  ABCD  eine  Seite  bis  E  ab,  sodass 
AB  =  AE,  und  errichtet  in  E  auf  der  Diagonale  die  Senkrechte, 
welche  BC  in.  F  schneidet,  so  ist  BF=:FE  =  EC. 

Ein  Rechteck  zu  zeichnen  aus  163)  a,  b,  164)  o,  c;  ein 
Quadrat  aus  165)  a.  —  166)  In  ein  gegebenes  Quadrat  ein 
zweites  so  zu  zeichnen,  dass  eine  Ecke  des  letzteren  in  einem 
auf  einer  Seite  des  erstereo  gegebenen  Punkte  liegt. 

131.  167.  Zieht  man  durch  einen  beliebigen  Punkt  einer  Dia- 

gonale eines  Parallelogramms  Parallelen  zu  den  Seiten,  so  sind 
diejenigen  der  neuen  Parallelogramme,  durch  welche  die  Dia- 
gonale nicht  gebt,  inhaltsgleich.  —  168.  Verbindet  man  einen 
beliebigen  PuDkt  innerhalb  eines  Parallelogramms  mit  den 
Ecken,  so  sind  die  Summen  der  nicht  benachbarten  Dreiecke 
einander  gleich.  —  169.  Von  den  beiden  Diagonalen  eines 
Parallelogramms  ist  diejenige  die  längere,  welche  die  Scheitel 
der  spitzen  Winkel  verbindet.  —  170.  Die  durch  die  Ecken 
eines  Vierecks  zu  den  Diagonalen  gezogenen  Parallelen  bilden 
ein  Parallelogramm,  dessen  Fläche  doppelt  so  gross  ist  als  die 
des  Vierecks. 

188.         Ein  Dreieck  zu  zeichnen  aus  171)  &,  e,  tv  172)  a,tvhv 

173)  o,  fc,,  t2,  —  Ein  Parallelogramm    zu   zeichnen   aus 

174)  a,  e,  d,  175)  e,  d,  ö,  176)  a,  e,  <J,  177)  e,  d,  hy  —  178)  Drei 
gegebene  Strecken  von  einem  Punkt  aus  so  zu  legen,  dass  ihre 

'Endpunkte  (B,  C,  D)  in  gerader  Linie  liegen,  und  BC=CD  ist 
184.  179)  In  ein   gegebenes   Dreieck   ein  Parallelogramm   zu 

zeichnen,  von  welchem  der  Schnittpunkt  der  Diagonalen  gege- 
ben ist.  —  180)  Durch  die  Ecken    eines    geg.  Vierecks  ein 
Parallelogramm   zu  legen,  dessen  Mittelpunkt  ein  im  Innern 
des  Vierecks    gegebener  Punkt  ist  —  181)   Innerhalb    eines 
Rechtecks  ABCD  sind  zwei  Punkte  P  und  Q  gegeben.     Man 
soll  auf  AB,  BC,  CD  die  Punkte  Av  B.,  C    so  bestimmen,  da"" 
PA1A  =  B1A1B,  A1BlB  =  C,B1C,  BfiCmÜCfl  ist     (Anwe 
düng  auf  den  Weg  einer  Welle,  die  von  den  Wänden  eii 
rechteckigen  Raums  zurückgeworfen  wird,  sowie  auf  die  Theoi 
des  Billards.) 
186.  182)  Ein  Parallelogramm  zu  zeichnen,  dessen  Mittelpun  . 

gegeben  ist,  und  dessen  Ecken  auf  den  Seitenlinien  eines  ge  . 
Vierecks  liegen  (A.  143). 
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Ein  Parallelogramm  ist  ein  Rhombus,   wenn  183.  die  136. 
Diagonalen  auf  einander  senkrecht  stehen,  184.  eine  Diagonale 
einen  Winkel  halbirt.  —  185.  Die  Fusspunkte  der  vom  Schnitt- 
punkt der  Diagonalen  eines  Rhombus  auf  die  Seiten  gefällten 
Senkrechten  sind  die  Ecken  eines  Rechtecks. 

Einen  Rhombus  zu  zeichnen  aus  186)  y,  <?,  187)  <?,  d, 
188)  a,  (?±d,  189)  y,  eid.  —  In  ein  geg.  Dreieck  einen 
Rhombus  zu  zeichnen,  sodass  190)  derselbe  einen  Winkel  mit 
dem  Dreieck  gemeinsam  hat,  191)  eine  Seite  des  Rhombus  in 
eine  Seite  des  Dreiecks  und  eine  Ecke  in  einen  auf  einer  an- 
dern Seite  des  Dreiecks  gegebenen  Punkt  fällt. 

192.  Ein  Parallelogramm  ist  ein  Rechteck,  wenn  die  137. 
Diagonalen  einander  gleich  sind.  —  193.  Werden  die  Seiten- 
linien eines  Quadrates  durch  zwei  auf  einander  senkrechte 
Geraden  geschnitten,  so  ist  das  von  zwei  Gegenseiten  auf  der 
ersten  Geraden  abgeschnittene  Stück  gleich  dem  von  den 
andern  Gegenseiten  auf  der  zweiten  Geraden  abgeschnittenen 
Stücke.  —  194.  Stehen  zwei  gleich  lange  Strecken  senkrecht 
auf  einander,  so  ist  jedes  Rechteck,  dessen  Seiten  durch  ihre 
vier  Endpunkte  gehen,  ein  Quadrat. 

Ein  Quadrat  zu  zeichnen  aus  195)  <?,  196)  o±a;  dgl. 
ein  Rechteck  aus  197)  a,  d,  198)  ef  d.  —  199)  In  ein  geg. 
Quadrat  ein  gleichseitiges  Dreieck  zu  zeichnen,  so  dass  eine 
Ecke  des  Dreiecks  mit  einer  Ecke  des  Quadrats  zusammen- 
fällt. —  200)  Ein  Quadrat  zu  zeichnen,  dessen  Seiten  durch 
die  Ecken  eines  gegebenen  Vierecks  gehen  (A.  194). 

Ein  Parallelogramm  in  ein  andres  verwandeln  201)  uo. 
mit  gleicher  Grundlinie  und  gegebenem  Winkel,  202)  mit  glei- 
cher Grundlinie  und  gegebener  Seite  (3  Fälle),  203)  mit  glei- 
chem Winkel  und  gegebener  Seite  (A.  202,  201),  204)  mit 
gegebenem  Winkel  und  gegebener  Seite  (A.  202,  201).  — 
205)  Ein  Parallelogramm  durch  Parallelen  zu  einer  Seite  in 
n  gleiche  Theile  zu  theilen. 

206.  Wenn  die  eine  Diagonale  eines  Vierecks  die  andere  H2. 
Mlbirt,  so  halbirt  sie  auch  die  Fläche  des  Vierecks.  —  207.  Die 
t>eren  Abschnitte  der  Mittellinien  eines  Dreiecks  theilen  das- 
slbe  in  drei  flächengleiche  Dreiecke. 

Ein  Dreieck  in  ein   anderes   verwandeln   208)  mit 

sicher  Grundlinie  und  gegebenem  anliegenden  Winkel,  209) 

it  gleicher  Grundlinie  und  gegebener  Seite  (3  Fälle),  210)  mit 

3g.  Seite  und  geg.  anliegendem  Winkel  (A.  209,  208),  211)  mit 

leicher  Grdl.,  sodass  eine  Seitenlinie  durch  einen  geg.  Punkt 


196  Aufgaben  312—833 

gebt,  212)  mit  gleicher  Grdl.,  sodass  die  Spitze  auf  einer  geg. 
Geraden  liegt,  213)  mit  gleichem  Winkel  und  geg.  Grundlinie 
oder  Höhe,  214)  mit  geg.  Spitze,  so  dass  die  Grundlinie  mit 
der  des  geg.  Dreiecks  in  derselben  Geraden  liegt  und  einen 
Endpunkt  gemeinsam  hat  (A.  213).  —  215)  Ein  Polygon  in 
ein  andres  zu  verwandeln,  welches  eine  Seite  weniger  bat.  — 
216)  Ein  Parallelogramm  in  einen  Rhombus  (mit  Beibehaltung 
einer  Diagonale)  zu  verwandeln.  —  217)  Ein  Dreieck  ABC  in 
ein  andres  AlBlCi  zu  verwandeln,  so  dass  C,  ein  auf  AB  ge- 
gebener Punkt  ist,  und  AlBl  auf  einer  durch  C  gehenden  geg. 
Geraden  liegt.  —  218)  Dgl.,  so  dass  -4.  mit  A  zusammenfallt 
und  BjCj  auf  einer  beliebig  geg.  Geraden  liegt.  —  219)  Ein 
Dreieck,  220)  ein  Parallelogramm  durch  Linien,  die  von  einer 
Ecke  ausgehen,  in  n  gleiche  Theile  zu  theilen;  221)  dgl.  ein 
Dreieck  durch  Linien,  die  von  einem  geg.  Punkt  einer  Seite 
ausgehen.  —  222)  Innerhalb  eines  Dreiecks  ABC  ist  ein  Punkt  P 
gegeben.  Man  soll  auf  BC  einen  Punkt  X  so  bestimmen,  dass 
die  Strecken  PA  und  PX  die  Fläche  des  Dreiecks  halbireo 
(A.  219,  214).  —  Ein  Viereck  zu  halbiren  durch  eine  223) 
von  einer  Ecke,  224)  von  einem  geg.  Punkte  einer  Seite  aus- 
gehende Gerade  (A.  219).  —  225)  Durch  zwei  auf  den  Seiten 
eines  Dreiecks  geg.  Punkte  zwei  Strecken  zu  ziehen,  welche 
die  Fläche  des  Dreiecks  in  drei  gleiche  Theile  theilen  (A.  221), 
Ein  Dreieck  in  n  Theile  zu  theilen,  die  ein  gegebenes 
Verhältniss  haben,  durch  Linien,  welche  ausgehen  226)  von 
einer  Ecke,  227)  von  einem  auf  einer  Seite,  228)  von  einem 
innerhalb,  229)  ausserhalb  des  Dreiecks  gegebenen  Punkte. 

i.  230.  Unter  allen  Strecken,  die  von  einem  Punkte  nach 
einer  Kreislinie  gezogen  werden  können,  ist  diejenige  die 
längste,  welche  durch  den  Mittelpunkt,  und  diejenige  die  kür- 
zeste, deren  Verlängerung  durch  den  Mittelpunkt  geht  (109). 

i  231.  Die  Geraden,  welche  durch   den  Mittelpunkt   einer 

Kreislinie  und  die  Schnittpunkte  der  einen  von  zwei  parallelen 
Secanten  gezogen  werden,  schneiden  auf  der  anderen  von  den 
Schnittpunkten  aus  gleiche  Stücke  ab.  —  232.  Die  Mitten  all*"1 
parallelen  Sehnen  liegen  auf  einem  Durchmesser.  —  233.  Ge. 
eine  Kreislinie  durch  den  Mittelpunkt  einer  zweiten,  und  ziel 
man  parallel  zur  Verbindungslinie  ihrer  Mittelpunkte  eine  ge 
meinsame  Secante,   so    ist  die  Summe   der   äusseren    beide1 
Abschnitte    derselben    gleich    dem    Durchmesser    der    erste 
Kreislinie. 
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284)  Durch  den  einen  Schnittpunkt  zweier  Kreislinien  eine 
Gerade  so  zu  ziehen,  dass  die  entstehenden  Sehnen  einander 
gleich  sind. 

235.  Fällt  man  aus  den  Endpunkten  eines  Durchmessers  iea. 
Senkrechten  auf  eine  Secante,    so  haben  die  Endpunkte  der 
Sehne  gleichen  Abstand  von  den  Fusspunkten  der  Senkrechten. 

236.  Die  Mitten  aller  gleich  langen  Sehnen  einer  Kreis-  163. 
linie  liegen  auf  einer  Kreislinie.     (Wie  findet  man  den  Radius 
derselben?)  —  237.  Construirt  man  aus   beliebigen  Punkten 
der  einen  von  zwei  Parallelen  Kreislinien  mit  demselben  Radius, 

so    sind  die  auf  der  anderen   entstehenden  Sehnen   einander 
gleich. 

238)  Mit  gegebenem  Radius  eine  Kreislinie  zu  zeichnen, 
welche  jede  von  zwei  gegebenen  Geraden  unter  einer  Sehne 
von  gegebener  Länge  schneidet. 

239.  Der  Winkel  zweier  Sehnen  ist  gleich  der  Summe  der  164. 
Peripheriewinkel,  welche  auf  seinem  und  seines  Scheitelwinkels 
Bogen  stehen. 

240.  Liegen  die  Ecken  eines  Dreiecks  auf  einer  Kreis-  166. 
linie,  so  ist  die  Summe  (Differenz)  aus  einem  spitzen  (stumpfen) 
Dreieckswinkel,  und  dem  Winkel,  welchen  die  gegenüberliegende 
Seite  mit  dem  durch  einen  ihrer  Endpunkte  gehenden  Durch- 
messer bildet,  gleich  R.  —  241.  Ist  im*  rechtwinkligen  Dreieck 
eine  Kathete  halb  so  gross  als  die  Hypotenuse,  so  ist  ihr  Gegen- 
winkel halb  so  gross  als  der  der  anderen.  —  242.  Zieht  man 
aus  dem  einen  Schnittpunkte  zweier  Kreislinien  die  Durch- 
messer, so  liegen  deren  Endpunkte  mit  dem  anderen  Schnitt- 
punkt in  gerader  Linie. 

243.  Zwischen  parallelen  Sehnen  eines  Kreises  liegen  166. 
gleiche  Bogen.  —  244.  Stehen  zwei  Sehnen  senkrecht  auf 
einander,  so  ist  die  Summe  je  zweier  nicht  benachbarter  Bogen 
gleich  einem  Halbkreise.  —  245.  Verbindet  man  einen  Punkt 
innerhalb  (ausserhalb)  der  Kreisfläche  mit  den  Endpunkten 
einer  Sehne,  so  ist  der  Winkel  der  Verbindungslinien  grösser 
(kleiner)  als  der  mit  dem  Punkt  auf  derselben  Seite  der  Sehne 
lie  jende,  zu  ihr  gehörige  Peripheriewinkel.  —  246.  Parallele 
au  >  den  Endpunkten  eines  Durchmessers  gezogene  Sehnen 
sii  d  gleich,  und  ihre  Endpunkte  liegen  mit  dem  Mittelpunkt 
in  gerader  Linie.  —  247.  Fällt  man  von  zwei  Punkten  eines 
B<  gens,  die  gleichen  Abstand  von  seinen  Endpunkten  haben, 
Sc  lkrechten  auf  die  zugehörige  Sehne,  so  sind  dieselben  ein- 
ar  *er  gleich.  —  248.  Liegen   die  Ecken  eines  Dreiecks  auf 


H 
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einer  Kreislinie,  so  schneidet  jede  Mittelsenkrechte  die  Hai- 
birungslinien  des  gegenüberliegenden  Winkels  und  seinel 
Aussenwinkels  in  einem  Punkte  der  Kreislinie.  —  249.  Liegen 

die  Ecken  eines  Sechsecks  (axa2  . .  a6),  in  welchem  a Jl  a4  und 
a«  II  a5  ist,  auf  einer  Kreislinie,  so  ist  auch  a«  II  a6.  —  250.  Ver- 
bindet man  einen  Punkt  der  Kreislinie  mit  den  auf  ihr  liegen- 
den Ecken  eines    gleichseitigen  Dreiecks,  so  ist  die  mittlere 
Verbindungslinie  gleich  der  Summe  der  beiden  anderen.  — 
251.  Bilden  zwei  Sehnen,  die  aus  den  Endpunkten  einer  dritten 
nach  Punkten  desselben  Bogens  gezogen  sind,  gleiche  Winkel 
mit  jener,  so  sind  sie  einander  gleich.  —  252.  Zwei  Sehnet 
(Secanten),  welche  sich  so  schneiden,  dass  ein  Abschnitt  der 
einen  gleich  einem  Abschnitt  der  andern   ist,   sind    einander 
gleich.  —  253.  Errichtet  man  auf  einer  Sehne  in  gleichem 
Abstände  von  ihren  Endpunkten  Senkrechten  nach  derselben 
Seite  bis  zur  Kreislinie,  so  sind  dieselben  einander  gleich.  — 
254.  Gehört  eine  Sehne  zu  zwei  verschiedenen,  auf  derselben 
Seite  liegenden  Kreisbogen,   so  schneiden  die  Schenkel  aller 
zu  dieser  Sehne  gehörigen  Peripheriewinkel  des  äusseren  Bogens 
gleiche  Stücke  auf  dem  inneren  Bogen  ab.  —  255   Werden 
zwei  gleich  lange  Sehnen  von  einer  dritten  so  geschnitten,  dass 
ein  Abschnitt  der  einen  gleich  einem  Abschnitt  der  andern  ist, 
so  sind  auch  die  äusseren  Abschnitte  der  dritten  Sehne  ein- 
ander gleich.  —  256.  Geht  eine  von  zwei  gleich  grossen  Kreis- 
linien durch  den  Mittelpunkt  der  andern,  so  sind  auf  jeder, 
mit  der  Verbindungslinie  der  Mittelpunkte  parallelen,   Sehne 
die  äusseren  Abschnitte  dem  Radius  gleich.  —  257.  Schneidet 
die  Verlängerung  eines  Durchmessers  eine  Secante  so,    dass 
der  äussere  Abschnitt  derselben  gleich  dem  Radius  ist,  so  ist 
einer  der  beiden  Bogen  zwischen  Durchmesser  und  Sehne  das 
Dreifache  des  andern.  —  258.  Zieht  man  durch  den   einen 
Schnittpunkt  zweier  Kreislinien  zwei  gemeinsame  Sehnen  und! 
verbindet   deren  Endpunkte  mit  dem  anderen  Schnittpunkte, 
so   haben   die   beiden  über  den  Sehnen   stehenden  Dreiecke 
gleiche  Winkel  unter  einander  und  mit  dem  Dreieck,  dessen  < 
Ecken  der  erste  Schnittpunkt  und  die  Mittelpunkte  sine"    — 
259.  Zieht  man  in  einem  Dreieck  aus  dem  Scheitel  des   .  in- 
kels  a  die  Linien  hv  mv  r,  so  sind  die  Winkel  (Ä1m1)  =  0  \r) 

ß—y 
=  !I-^-,  und  (&Äj)  =  (<t).  —  260.  Verlängert  man  die  H  len 

eines  spitzwinkligen  Dreiecks  über  ihre  Fusspunkte  hinaus  am 
ihre  unteren  Abschnitte,  so  liegen  die  Endpunkte  der  VA  In- 
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gerungen  mit  den  Ecken  des  Dreiecks  auf  derselben  Kreis- 
linie. —  261.  Beschreibt  man  um  einen  Schnittpunkt  zweier 
gleicher  Kreislinien  eine  Kreislinie,  welche  die  anderen  schnei- 
det, so  liegen  von  den  vier  neuen  Schnittpunkten  zweimal  zwei 
in  gerader  Linie  mit  dem  andern  Schnittpunkte  der  beiden 
Kreislinien. 

262)  In  einer  geg.  Geraden  einen  Punkt  zu  bestimmen,  167. 
von  dem  aus  eine  geg.  Strecke  unter  einem  geg.  Winkel  er- 
scheint. —  Einen  Punkt  zu  finden,  von  dem  aus  263)  zwei 
Seiten  eines  geg.  Dreiecks  unter  geg.  Winkeln,  264)  die  drei 
Seiten  eines  geg.  Dreiecks  unter  gleichen  Winkeln  erscheinen.  — 
Aus  a  und  a  ein  Dreieck  zu  zeichnen,  in  welchem  265)  auf  a 
der  Fusspunkt  von  m1  gegeben  ist,  266)  die  Mittellinie  t,  den 
Winkel  a  im  Verhaltniss  von  p  :  q  theilt.  (Specieller  Fall  von 
A.  263).  —  267)  Ein  Quadrat  von  einer  geg.  Ecke  aus  so  zu 
zeichnen,  dass  die  gegenüberliegenden  Seiten  durch  zwei  geg. 
Punkte  gehen. 

Ein  Dreieck  zu  zeichnen  aus  268)  a,  b,  tv  269)  a,  ß,  tv  168. 
270)  a,  a,  tv 

271)  a,  tv  hv  272)  ß,  tv  hv  273)  a,  a,  hv  274)  a,  6,  Ä3,  169. 
275)  a,  A2,  tv  276)  a,  Ä2,  tv  277)  a,  Ä2,  *3,  278)  a,  A2,  Ä3, 
279)  a,  Ä2,  ä3,  280)  a,  a  und  Differenz  der  durch  hx  gebildeten 
Abschnitte  von  a,  281)  a,  ä2,  t^  (127),  282)  a,  tv  \  (127), 
283)  a,  hv  t2  (133),  284)  &+(?,  hv  ß,  285)  b  -  a,  c,  hv  286)  p,  hv  ß} 
287)  p2,  Ä3,  a,  288)  ä3,  a,  /?,  289)  a  +  fc3,  6,  ß,  290)  a-Ä3,  a,  ß, 
291)  Ä3,  m3,  y,  292)  a,  6,  ÄjdbÄ2  (A.  148),  293)  a,  /?,  ä,±ä2  (A.  148), 
294)  a±6,  Äj ±ä2,  a  (A.  148),  295)  e,  mv  ß-y  (A.  259),  296)  wenn 
geg.  ist  die  Lage  von  a  und  die  Fusspunkte  von  h2  und  hv 
297)  die  Mitte  von  b  und  die  Fusspunkte  von  h%  und  Ä3. 

298.  Die  Mitten  aller  aus  einem  Punkte  der  Kreislinie  170. 
gezogenen  Sehnen  liegen  auf  einer  Kreislinie. 

299.  Von  allen  durch  einen  Punkt  innerhalb  der  Kreis-  176. 
fläche  gehenden  Sehnen  ist  diejenige  die  kleinste,  welche  in 
diesem  Punkte  halbirt  wird. 

300.  Unter  allen  Senkrechten,  die  man  von  Punkten  der  177. 
Kreislinie  auf  eine  ausserhalb  derselben  liegende  Gerade  fällen 
kann,  ist  diejenige  die  grösste,  welche  durch  den  Mittelpunkt 
geht,  diejenige  die  kleinste,   deren  Verlängerung  durch   den 
Mittelpunkt  geht. 

301.  Liegen  die  Ecken  eines  Dreiecks  auf  einer  Kreis-  178. 
linie,  und  fällt  man  aus  einem  Punkte  der  letzteren  die  Senk- 
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rechten  auf  die  Seiten,  so  liegen  die  Fussi 
gerader  Linie  (Umk.  z.  61). 

178.  302)  In  der  Verlängerung  eines  geg.  Durchmessers  i 

Punkt  so  zu  bestimmen,  dass  die  aus  ihm  an  die  Kreislinie 
gezogene  Tangente  gleich  einer  geg.  Strecke  ist.  —  Einen 
Punkt  so  zu  bestimmen,  dass  die  von  ihm  an  zwei  gegebene 
Kreislinien  gezogenen  Tangenten  303)  gleich  geg.  Strecken 
sind,  304)  einen  geg.  Winkel  bilden,  der  durch  die  auf  die 
Verbindungslinie  ihrer  Mittelpunkte  gefällte  Senkrechte  halbirt 
wird  (84). 

160.  In  eine  geg.  Kreislinie  eine  geg.  Strecke  als  Sehne   so 

einzutragen,  305)  dass  sie  durch  einen  innerhalb  der  Kreis- 
fläche geg.  Punkt   geht,    306)  dass  ihre  Verlängerung   da 
einen  ausserhalb  der  Kreisfläche  geg.  Punkt  geht  (163),    3 
dass  sie  einer  geg.  Geraden  parallel  wird,  308)  dass  sie  • 
einer  geg.  Sehne  halbirt  wird.  —  In  eine  geg.  Kreislinie  para 
einer  geg.  Geraden  eine  Sehne  so  zu  zeichnen,  dass  sie  31 
von  einer  geg.  Sehne,  310)  von  einer  geg.  Kreislinie  hall 
wird.  —  311)  Aus  dem  einen  Endpunkt  eines  Durchmess 
bis    zu    der    im   andern   Endpunkt  gezogenen  Tangente    eiuc 
Secaute  so  zu  ziehen,    dass  ihre  beiden  Abschnitte  einander 
gleich  sind  (165). 

186.  312)  Ein  Dreieck  zu  zeichnen,  welches    mit  einem  geg. 

Dreieck  gleiche  Winkel  hat,  und  dessen  Ecken  auf  einer  geg. 
Kreislinie  liegen. 

186.  313.  Zieht  man  aus  einem  Punkte,  dessen  Abstand  vom 

Kreismittelpunkte  gleich  dem  Durchmesser  ist,  die  Tangenten 
an  die  Kreislinie,  so  ist  der  Winkel  derselben  VsR. 

193.  Eine  Kreislinie  zu  construiren  aus  314)  r,  A,  B, 
315)  A,  B,  C,*) 

194.  316)  r,  A,  a,  317)  A,  B,  a, 
196.          318)  o,  «„  A,  319)  a,  o„  B, 

196.  320)  a,  b,  A,  321)  o,  a.,  b, 

197.  322)  r,  A,  b,  323)  r,  a,  b. 

198.  324)  Zu  einer  Seite  eines  geg.  Dreiecks  eine  Parallele  so 
zu  ziehen,  dass  die  Seite  gleich  der  Summe  der  zwischen  n 
Parallelen  liegenden  Abschnitte  ist.  (106) 


*)  Bezeichnungen    im    Kreise:    r  Radius,    0   Mittelpunkt,   A  C 

Punkte  der  Kreislinie,  die  Tangenten  mit  verschiedener  Richtung  ( A  li  ft 

auf  a,   B  auf  b,    u.  s.   w.),    an,   parallele  Tangenten,    A,,  k.t   .  .   gegeb  e 
Kreislinien,   Kj,  K2  .  .  gegebene  Punkte  dieser  Kreislinien. 
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325)  Ein  Dreieck  zu  zeichnen,  von  welchem  die  Fusspunkte  201. 
der  Höhen  gegeben  sind. 

326.  Verbindet  man  zwei  Ecken  eines  Dreiecks  mit  dem  202. 
Mittelpunkte  des  Inkreises,  so  ist  der  Winkel  der  Verbindungs- 
linien gleich  R  +  dem  halben  Winkel  an  der  dritten  Ecke. 

Ein  Dreieck  zu  zeichnen  aus  r  und  327)  a,  6,  328)  a,  hv 
329)  a,  Ä  330)  a,  hv  331)  a,  ft  332)  hv  tv  333)  hv  a,  334)  tv  0, 
335)  6,  /?-y,  336)  c,  /?_y,  337)  o,  ß-y,  338)  6±c,  ft  339)  6-c,  y, 
340)  a,  6±c,  341)  a,  6±c,  342)  a,p,  343)  o,  f2,  344)  a,  t2\  dgl. 
aus;  und  345)  a,  /»,  346)  o,  ro^  347)  o,  ft  348)  o,  A2,  349)  a,  ft^, 
350)  hv  tx\  351)  dgl.  ein  gleichseitiges  Dreieck  aus  rltQ. 

352.  In  jedem  Sehnenpolygon  yon  gerader  Seitenzahl  ist  206. 
die  Summe  des  1,  3,  5*S . .  Winkels  gleich  der  des  2,  4,  6*? . . 
—  353.  Die  auf  einer  Sehne  in  ihren  Endpunkten  errichteten 
Senkrechten  schneiden  auf  jedem  Durchmesser  yon  seinen  End- 
punkten aus  zwei  gleiche  Stücke  ab  (134).  —  354.  Sind  in 
einem  Sehnenviereck  zwei  anstossende  Seiten  gleich,  so  sind 
die  ihnen  anliegenden  Winkel  gleich  den  Winkeln  der  Dia- 
gonalen. —  355.  Die  Halbirungslinien  der  Winkel  eines  Vierecks 
bilden  ein  Sehnenviereck.  —  356.  Verbindet  man  drei  beliebige 
Punkte  auf  den  Seiten  eines  Dreiecks  mit  einander,  so  schnei- 
den sich  die  Umkreise  der  drei  äusseren  Dreiecke  in  einem 
Punkte.  —  357.  Beschreibt  man  um  die  Seiten  eines  Sehnen- 
vierecks als  Durchmesser  Kreislinien,  so  bilden  die  vier  zwei- 
ten Schnittpunkte  je  zweier  benachbarter  Kreislinien  ein  neues 
Sehnenviereck.  358.  Halbirt  man  in  einem  Sehneuviereck  die 
Winkel  an  den  Schnittpunkten  der  Diagonalen  und  der  Ver- 
längerungen je  zweier  Gegenseiten,  so  sind  von  den  6  Hal- 
birungslinien zweimal  drei  parallel.    358.  Construirt  man  über 

jeder  Seite  eines  beliebigen  Dreiecks  (ABC)  nach  aussen  ein 

gleichseitiges  Dreieck  (Ax  BC,  BXAC,  C^ÄB\  so  schneiden  sich 
die  Linien  AAV  BBV  CCX  in  demselben  Punkte  wie  die  Um- 
kreise der  gleichseitigen  Dreiecke. 

360.  In  jedem  Tangentenpolygon  von  gerader  Seitenzahl  207. 
i     die  Summe  der  1,  3,  5*i? . .  Seite  gleich  der  der  2, 4,  (5*S . . .  — 
l    ..  Ist  ein  Rechteck  dem  Kreise   einbeschrieben,  so  bilden 
<    >.  in  seinen  Ecken  gezogenen  Tangenten  einen  Rhombus. 

362.  Verbindet  man  in  einem  regelmässigen  Polygon  von  208. 
,erader  Seitenzahl  (n)  eine  Ecke  mit  den  Endpunkten  der 
'enüberliegenden   Seite,    so   entsteht   ein    gleichschenkliges 

13* 
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Dreieck,  in  welchem  ein  Basiswinkel  ■■■"£—  mal  grösser  ist  als 

der  Winkel  an  der  Spitze. 

all.  363)  In  ein  geg.  gleichseitiges  Dreieck  ein  anderes  von 
geg.  Seite  so  zu  zeichnen,  dass  die  Ecken  des  zweiten  auf 
den  Seiten  des  ersten  liegen. 

2iö.  364.  Tragt  man  auf  jeder  Seite  eiues  Quadrats  van  bei- 

den Endpunkten  aus  die  halbe  Diagonale  ab,  so  sind  die  End- 
punkte die  Ecken  eines  regelmässigen  Achtecks. 

218.  365)  Ein  gleichseitiges  Dreieck  so  abzustumpfen,  dass  ein 

regelmässiges  Sechseck  entsteht. 

229.  366.  Zwei  Kreislinien  können  sich  nicht  gegenseitig  hal- 
biren  (165). 

230.  Schneiden  sich  zwei  gleiche  Kreislinien,  so  sind  367.  die 
abgeschnittenen  Bogen  der  einen  gleich  denen  der  andern,  -und  ' 
die  Centrallinie  wird  durch  die  gemeinsame  Sehne  halbirt; 
368.  jede  durch  den  Schnittpunkt  dieser  Linien  zwischen  den 
äusseren  oder  inneren  Bogen  gezogene  Strecke  wird  in  diesem 
Punkte  halbirt. 

369)  Den  geom.  Ort  für  den  Mittelpunkt  eines  Kreises 
zu  bestimmen,  der  einen  gegebenen  Radius  hat,  und  einen 
geg.  Kreis  unter  einer  Sehne  von  gegebener  Länge  (s)  schnei- 
det. —  Eine  Kreislinie  zu  construireu  aus  3  iO)  r,  A,  i,  371)  r,  o,  *, 
372)  r,  tv  «2. 

231.  373.  Jede  durch  den  Berührungspunkt  zweier  Kreislinien 
gezogene  Secante  schneidet  Bogen  mit  gleichen  Centnwinkeln 
ab.  Die  nach  den  Schnittpunkten  dieser  Geraden  gehenden 
Radien  sind  parallel.  —  374.  Die  Sehnen,  welche  die  Schnitt- 
punkte zweier  durch  den  Berührungspunkt  zweier  Kreislinien 
gehenden  Secanten  verbinden,  sind  parallel. 

376)  Aus  drei  gegebenen  Mittelpunkten  drei  einander  von 
aussen  berührende  Kreislinien  zu  zeichnen  (202).  —  Drei  ein- 
ander von  aussen  berührende  gleiche  Kreislinien  so  zu  zeich- 
nen, dass  jede  376)  eine  gegebene  Kreislinie  von  innen,  377) 
zwei  Seiten  eines  gleichseitigen  Dreiecks  berührt. 

236.  Eine  Kreislinie  zu  construiren  aus  378)  A,  k.,  K,, 

237.  379)  a,  av  i  380)  r,  a,  *,,  381)  r,  A,  hv  382)  r,  *  i. 
383)  K.,  k,  k,  (concentrisch),  384)  A,  k,  kv  38ö)  K,  k,  k  (gleich 
gross),  386)  k,  k,  h,  387)  r,  k,  k. 

23».  388)  Durch   einen   geg.   Punkt   eine   Gerade    zu   zieheD, 

welche  verlängert  durch  den  nicht  gegebenen  Schnittpunkt  von 
zwei  geg.  Geraden  gehen  würde.  —  Durch  einen  zwischen  der 
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Schenkeln  eines  Winkels  geg.  Punkt  eine  Gerade  so  zu  ziehen, 
dass  die  389)  auf  ihr  selbst,  390)  auf  den  Schenkeln  des  Win- 
kels abgeschnittenen  Stücke  ein  gegebenes  Verhältniss  haben. 

Zwei  Dreiecke  sind  ähnlich,  wenn  die  Seiten  des  einen  245. 
391.  denen  des  anderen  parallel  sind,  382.  auf  denen  des  an- 
deren senkrecht  stehen.  —  393.  Zwei  rechtwinklige  Dreiecke 
sind  ähnlich,  wenn  ein  spitzer  Winkel,  394.  gleichschenklige, 
wenn  der  Winkel  an  der  Spitze  oder  ein  Basiswinkel  in  beiden 
gleich  ist.  —  395.  Verlängert  man  die  Seiten  zweier  ähnlicher 
Dreiecke,  bis  je  zwei  homologe  Seiten  sich  schneiden,  so  sind 
die  drei  Winkel  an  diesen  Schnittpunkten  einander  gleich.  — 
396.  Im  gleichschenkligen  Dreieck  verhält  sich  der  Schenkel 
zur  Höhe  auf  der  Basis,  wie  der  obere  Abschnitt  der  Höhe 
auf  dem  Schenkel  zur  Hälfte  der  Basis.  —  397.  Verlängert 
man  die  Höhen  eines  spitzwinkligen  Dreiecks  bis  zur  Peripherie 
des  Umkreises,  so  ist  jede  Verlängerung  gleich  dem  unteren 
Abschnitte  der  zugehörigen  Höhe. 

Ein  Dreieck  zu  zeichnen,  welches  einem  geg.  Dreieck 
ähnlich  ist,  aus  398)  a,  399)  hv  —  400)  Dgl.  ein  rechtwink- 
liges Dreieck  aus  e,  a:b.  —  401)  Dgl.  ein  gleichschenkliges 
aus  hv  a:b.  —  Dgl.  ein  Dreieck  aus  402)  a,  a :  &,  a :  0,  403) 
a,  b  +  e,  b:e,  404)  a,  ß,  b :  <?,  405)  a,  a,  6 :  <?,  406)  a,  r,  b:  e, 
407)  a,  ß,  a  +  hv  408)  a,  hv  b:e.  —  409)  Durch  einen  von 
drei  gegebenen  Punkten  eine  Gerade  so  zu  ziehen,  dass  dieser 
Punkt  gleichen  Abstand  hat  von  den  Fusspunkten  der  Senk- 
rechten, die  man  von  den  beiden  andern  Punkten  auf  die  Ge- 
rade fällen  kann  (33).  —  410)  Ein  gleichseitiges  Dreieck  zu 
zeichnen,  dessen  Ecken  auf  drei  gegebenen  Parallelen  liegen. 
(Ein  Theil  des  Dreiecks  ist  durch  die  in  A.  408  gegebenen 
Stücke  bekannt.)  —  411)  Ein  Dreieck  zu  zeichnen,  wenn  die 
Punkte  gegeben  sind,  in  denen  die  Verlängerungen  seiner  Höhen 
den  Umkreis  treffen  (A.  397). 

Ist  das  Punktepaar  A1B1  harmonisch  mit  AB,  und  M  252. 

Mitte  von  AB,  so  ist  412.  AB .  A.B.  =2AA,  . BBr  = 
At.ABv  413.  AB2  +  A1B*  =  (AAl  +  BB})*,  414.  MAl:MBl 
BA*\BB*  =  AA*\ABf,  415.  AA1.BAl^MA1.AlBv 
3.  MA.AlB1=AAl.BBv 

417.  Wenn  in   einem  Dreieck   die  Halbirungslinie   eines  263. 
ukels  die  Gegenseite   haibirt,    so  ist   das  Dreieck  gleich- 
lenklig.    (Warum  nicht  nach  104?)  —  418.  Wenn  die  Basis 
»es  gleichschenkligen  Dreiecks  in  drei  gleiche  Theile  getheilt 
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ist,  und  die  Theilpunkte  mit  der  Spitze  verbunden  sind,  so 
theilen  die  Verbindungslinien  den  Winkel  an  der  Spitze  nicht 
in  drei  gleiche  Theile. 
265.  419.  Einen  Punkt  zu  bestimmen,  dessen  Abstände  von 
den  Ecken  eines  Dreiecks  sich  wie  drei  geg.  Strecken  ver- 
halten. —  420.  Ein  Dreieck  zu  zeichnen  aus  a,  a  und  dem 
Fusspunkt  der  Halbirungslinie  von  er. 

257.  421.  Sind  durch  einen  Punkt  5  der  Kreislinie  zwei  Secan- 
ten  gezogen,  von  denen  die  erste  durch  den  Mittelpunkt  geht, 
und  ist  in  einem  Punkte  der  ersten  eine  Senkrechte  errichtet, 
so  ist,  wenn  die  Schnittpunkte  der  Secanten  mit  der  Kreislinie 
A  und  B,  mit  der  Senkrechten  Ax  und  Bx  sind :  SA .  SA.  — 
SB  .SBV  —  422.  Wenn  in  einem  Viereck  auf  den  beiden  Dia- 
gonalen oder  auf  zwei  Gegenseiten  die  Producte  aus  den  vom 
Schnittpunkt  ausgehenden  Abschnitten  einander  gleich  sind,  so 
ist  es  ein  Sehnenviereck. 

423)  Zu  drei  gegebenen  Strecken  a,  b,  e  zwei  andre  x1  y 
zu  finden,  so  dass  a :  x  =  y  :  b  und  x  db  y  =  e  ist. 

258.  424.  Ist  im  Dreieck  ABC  auf  der  Verlängerung  von  BC 
ein  Punkt  S  so  gelegen,  dass  SA2  =  SB .  SC,  so  ist  SA  Tan- 
gente an  den  Umkreis  des  Dreiecks.  —  425.  Jede  Tangente 
ist  grösser  als  der  äussere  Abschnitt  einer  aus  ihrem  End- 
punkte gezogenen  Secante,  und  kleiner  als  die  ganze  Secante.  — 

426.  Ist  eine  Tangente  doppelt  so  gross  als  der  äussere  Ab- 
schnitt einer  aus  ihrem  Endpunkte  gezogenen  Secante,  so  ist 
die  ganze  Secante  viermal  so  gross  als  ihr  äusserer  Abschnitt. — 

427.  Haben  die  Endpunkte  zweier  Secanten  gleichen  Abstand 
vom  Mittelpunkte  des  Kreises,  so  ist  das  Product  der  von  den 
Endpunkten  ausgehenden  Abschnitte  auf  der  einen  so  gross 
wie  auf  der  andern. 

Eine  Kreislinie  zu  zeichnen  aus  428)  A,  B,  <?,  429)  a,  6,  C 
430)  a,  6,  Ä,  (A.  429),  431)  A%  B,  kx  (A.  422),  432)  A,  6,  if 
(A.  421,  42z,  428).  —  Dgl.  eine  Kreislinie,  deren  Mittelpunkt 
auf  einer  geg.  Geraden  liegt,  aus  433)  Ay  b  (A.  428),  434)  A.  k. 
(A.  431),  435)  a,  kx  (A.  433),  436)  hv  k„  (A  434).  —  437)  Du  h 
einen  geg.  Punkt  eine  Gerade  so  zu  ziehen,  dass  auf  ihr  dv  ti 
zwei  geg.  concentrische  Kreislinien  drei  gleiche  Stücke  al  >- 
schnitten  werden. 

259.  488.  Errichtet  man  in  den  Endpunkten  der  HypoteL  e 
eines  rechtwinkligen  Dreiecks  Senkrechten,  welche  von  '  q 
Verlängerungen  der  Katheten  a  und  6  die  Stücke  a1  um  x 
abschneiden,  so  ist  e2=zaal^Vbl  und  ab^zafiy  —  439.     t 
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im  gleichschenkligen  Trapez  die  Diagonale  gleich  der  grösseren 
parallelen  Seite  a  (während  b  die  kleinere  parallele  und  c  die 
nicht  parallele  Seite  ist),  so  ist  c2=a(o— 6),  und  ab=za2— c2. 

440.  In  jedem  Sehnenviereck  ist  das  Product  der  Dia- 
gonalen gleich  der  Summe  der  Producte  aus  je  zwei  Gegen- 
seiten (Satz  des  Ptolemäus,*>  166,  245).  —  441.  Wenn  in 
einem  gleichschenkligen  Dreieck  (a  >  b)  die  Schenkel  auf  der 
Basis  yon  ihren  Endpunkten  aus  abgetragen,  und  die  End- 
punkte mit  der  Spitze  verbunden  werden,  so  ist  jede  dieser 
Verbindungslinien  die  mittlere  Proportionale  zwischen  dem 
Schenkel  und  dem  mittelsten  Stück  der  Basis.  —  442.  Wenn 
in  demselben  Dreieck  (A.  441)  die  Basiswinkel  vom  Winkel 
an  der  Spitze  von  beiden  Schenkeln  aus  abgetragen  werden, 
so  ist  jeder  Schenkel  mittlere  Proportionale  zwischen  der  Basis, 
und  dem  Schenkel  des  kleineren  gleichsch.  Dreiecks.  —  443. 
Ist  in  einem  Dreieck  die  Seite  a  durch  mx  in  die  Abschnitte 
ax  und  a2  getheilt,  so  ist  mf^bc  —  aax  (257). 

444)  Durch  den  einen  Schnittpunkt  zweier  Kreislinien  eine 
Gerade  so  zu  ziehen,  dass  die  Summe  der  Sehnen  einer  geg. 
Strecke  gleich  ist  (A.  258,  398). 

Eine  Kreislinie  zu  zeichnen,  die  eine  gegebene  Kreislinie  262. 
rechtwinklig  schneidet,  aus  445)  0,  446)  r,  Ä. 

447)  Eine  Kreislinie  zu  zeichnen,  die  drei  gegebene  Kreis-  263. 
linien  rechtwinklig  schneidet. 

448)  Eine  Kreislinie  zu  zeichnen,   die  eine  gegebene  K.  264. 
berührt,  und  mit  einer  anderen  geg.  K.  eine  gegebene  Gerade 
zur  Potenzlinie  hat. 

449.  Sind  0,  Ov  02  die  Mittelpunkte,  r,  rv  r2  die  Radien  265. 
dreier  Kreislinien,   so  ist,  wenn  die  gemeinsame  Sehne  der 
Kreise  0  und  Ox  gleich  2rv  und  die  von  0  und  02  gleich  2r2 
ist,  00*  _  00*  =  r22  -  r*.    (Kreis  0  schneidet  die  Kreise  Ox 
und  02  „im  Durchmesser".)  —  450.  Der  geom.  Ort  des  Mittel- 
punktes eines  Kreises,   der   zwei   gegebene  Kreise'  in   ihren 
Durchmessern  schneidet,  ist  eine  zur  Centrallinie  dieser  Kreise 
akrechte  Gerade  (ihr  „zweiter  Potenzort"),  deren  Fuss- 
nkt  man  erhält,  wenn  man  den  Abstand  des  einen  Mittel- 
nktes  von  der  Potenzlinie  vom   andern  Mittelpunkt  aus  in 
tgegengesetzter  Richtung   auf   der  Centrallinie   abträgt.  — 
1.  Alle  Kreislinien,  welche  zwei  geg.  Kreislinien  im  Durch«* 


*)  Gl.  Ptolemäus,  alexandriniecher  Astronom  und  Mathematiker,  in* 
reiten  Jahrhundert  n.  Chr. 
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messer  schneiden,  gehen  durch  dieselben  i 
Oentrallinie.  —  452.  Alle  Kreislinien,  die  ein 
im  Durchmesser  schneiden,  und  deren  Mittel] 
Geraden  liegen,  schneiden  sich  in  denselben 
Mittelpunkt  der  geg.  Kreislinie  in  gerader 
Punkten.  —  453.  Liegt  ein  Punkt  auf  dem  z 
zweier  Kreislinien,  so  ist  die  Differenz  seiner  „_____ 

der  doppelten  Differenz  der  Quadrate  der  Radien.  —  454.  Die 
zweiten  Potenzörter  dreier  Kreislinien  schneiden  sich  in  einem 
Punkte.  —  455.  Sind  0,  0V  02  die  Mittelpunkte,  r,  r,,  r2  die 
Radien  dreier  Kreislinien,  so  ist,  wenn  der  Kreis  0  den  Kreis  Ox 
rechtwinklig,  und  den  Kreis  0a  im  Durchmesser  schneidet, 
O0I»_«yfs=r,»  +  rIs.  —  456.  Der  geom.  Ort  des  Mittel- 
punktes eines  Kreises,  der  einen  geg.  Kreis  rechtwinklig,  und 
einen  andern  geg.  Kreis  im  Durchmesser  schneidet,  ist  eine 
zur  Centrallinie  dieser  Kreise  senkrechte  Gerade  (ihr  „dritter 
Potenzort"),  deren  Fusspunkt  0  durch  A.  455  bestimmt  ist.  — 
457.  Alle  Kreislinien,  die  eine  geg.  Kreislinie  rechtwinklig,  und 
eine  andre  geg.  Kreislinie  im  Durchmesser  schneiden,  geben 
durch  dieselben  zwei  Punkte  der  Centrallinie.  —  458.  Liegt 
ein  Punkt  auf  dem  dritten  Poteuzort  zweier  Kreislinien,  so  ist 
die  Differenz  seiner  Potenzen  gleich  dem  doppelten  Quadrat 
des  Radius  des  im  Durchmesser  geschnittenen  Kreises.  — 
459.  Hei  drei  gegebenen  Kreislinien  schneiden  sich  je  zwei 
drit'.e  Potenzörter  mit  einem  zweiten  in  demselben  Punkte, 
ebenso  je  zwei  dritte  Potenzörter  mit  einer  Potenzlinie. 

'.  460)  In  einem  Dreieck  einen  Punkt  zu  bestimmen,  dessei 

Abstände  von  den  drei  Seiten  in  gegebenen  Verhältnisse! 
stehen. 

i.         461.   Der  Schwerpunkt  eines  Dreiecks    liegt   in    gerade) 
Linie   zwischen    dem   Mittelpunkte   des   Umkreises    und    den 
Schnittpunkte  der  Höhen,  und  zwar  doppelt  so  weit  vom  letz- 
teren   als  vom  ersteren.  —  462.  Der  obere  Abschnitt  jeder 
Höhe  im  Dreieck  ist  doppelt  so  gross  als  die  auf  derselber 
Seite  stehende  Mittelsenkrechte.  —  463.  Die  Verbindungslini* 
der  Mitte  einer  Dreieckseite  mit  der  Mitte  des  oberen  t 
Schnittes    der  zugehörigen  Höhe  ist  gleich   dem  Radius  l 
Umkreises.  —  464.  In  jedem  Dreieck  liegen  die  Mitten  i 
Seiten,  die  Fusspunkte  der  Höhen,  und  die  Mitten  der  obei 
Abschnitte  der  Höhen  auf  einer  Kreislinie.     Der  Mittelpur 
derselben  liegt  in  der  Mitte  zwischen  dem  Schnittpunkte  i 
Höhen  und  dem  Mittelpunkte  des  Umkreises;  ihr  Radius 
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! 

!  halb   so   gross   als   der  des  Umkreises.    (Kreis   der  neun 
Punkte.) 

Ein  Dreieck  zu  zeichnen  aus  465)  tv  tv  tv  466) 
tv  t2,  hv  467)  a,  t2,  tv  468)  tv  tv  fc3,  469)  tv  t2  und  Winkel 
(*,*2),  470)  a,  tt±t2,  Winkel  (*j*2),  471)  a,  tx:t2y  Winkel  (txt2).— 
472)  In  einem  geg.  Dreieck  einen  Punkt  so  zu  bestimmen,  dass 
seine  Verbindungslinien  mit  den  Ecken  die  Fläche  des  Dreiecks 
-  in  drei  gleiche  Theile  theilen. 

Eine  Kreislinie  zu  zeichnen  aus  473)  a,  A,  kv  474)  279. 
a,  kv  Kv  475)  hv  Kv  k2. 

Methode  c).  —  476)  In  ein  geg.  Dreieck  ein  Quadrat  280. 
so  zu  zeichnen,  dass  zwei  Ecken  auf  einer  Seite,  die  beiden 
andern  Ecken  auf  den  beiden  andern  Seiten  liegen.  —  477)  In 
;  ein  geg.  Quadrat  ein   gleichseitiges  Dreieck  so  zu  zeichnen, 
!  dass  eine  Ecke  des  Dreiecks  in  eine  Ecke  des  Quadrats,  und 
die  andern  beiden  Ecken  in  zwei  Seiten  des  Quadrates  fallen.  — 
478)  Zwischen  zwei  Seiten  eines  geg.  Dreiecks  eine  Strecke 
zu  ziehen,  welche  gleich  jedem  der  unteren  Abschnitte  dieser 
Seiten  ist.  —  479)  In  ein  geg.  Dreieck  ein  andres  Dreieck  so 
zu  zeichnen,   dass  es  einem  geg.  Dreieck  ähnlich,  und  eine 
;  seiner  Seiten  einer  Seite  des  ersten  Dreiecks  parallel  ist.  — 
;  480)  In  einen  geg.  Halbkreis  ein  Quadrat  so  zu  zeichnen,  dass 
leine  Seite  in  den  Durchmesser  fällt.  —  481)  In  einen  geg. 
;  Quadranten  ein  Quadrat  so  zu  zeichnen,  dass  zwei  Ecken  auf 
dem  Bogen,  zwei  auf  den  Radien  liegen.  —  Ein  Dreieck  zu 
I  zeichnen  aus  482)  a,  ß,  tv  483)  a,  ß,  r,  484)  a,  ß,  mv  485) 
*i>  h:h>  Winkel  (t2t%).  —  Ein  Viereck  zu  zeichnen  aus 
L  486)  einer  Diagonale  und  den  vier  Winkeln,  welche  die  andere 
Diagonale  mit  den  Seiten  bildet,   487)  einer  Seite  und  den 
vier  Winkeln,  welche  die  Diagonalen  an  den  gegenüberliegen- 
den Ecken  mit  den  anderen  Seiten  bilden,  488)  einer  Seite, 
den  anliegenden  Winkeln  und  den  Verhältnissen  der  anderen 
Seiten. 

Methode  d).  —  489)  Ein  Dreieck  aus  gegebenen  Winkeln 
so  zu  zeichnen,  dass  eine  Ecke  in  einem  geg.  Punkte,  und  die 
andern  Ecken  in  zwei  geg.  Geraden  liegen.  —  490)  Aus  einem 
jgeg.  Punkte  drei  geg.  Strecken  so  zu  ziehen,  dass  ihre  End- 
|  punkte  drei  Ecken  eines  Quadrates  sind.  —  491)  Ein  Polygon 
zu  zeichnen,  welches  einem  geg.  Polygon  ähnlich  ist,  und  von 
wel  ;hem  drei  Ecken  auf  den  Seitenlinien  eines  geg.  Dreiecks 
liegen.  —  492)  Durch  zwei  auf  einer  Geraden  geg.  Punkte- 
paa"°  zwei  Parallelenpaare  so  zu  ziehen,  dass  dieselben  ein 
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Quadrat  einschliessen.  —  493)  Ein  Quadrat  zu  zeichnen,  dessen 
Ecken  auf  vier  gleichweit  von  einander  entfernten  geg.  Paral- 
lelen liegen.  —  494)  Ein  Dreieck  zu  zeichnen,  dessen  Ecken 
auf  drei  geg.  concentrischen  Kreislinien  liegen  (255).  —  495)  Ein 
geg.  Dreieck  so  zu  legen,  dass  seine  Ecken  auf  den  Seiten- 
linien eines  anderen  geg.  Dreiecks  liegen  (167,  A.  444). 

289.  496)  An  zwei  gegebene  Kreislinien  die  gemeinsamen  Tan- 
genten zu  ziehen.  —  497)  In  eine  geg.  Kreislinie  eine  geg. 
Strecke  als  Sehne  so  einzutragen,  dass  ihre  Verlängerung  eine 
andere  geg.  Kreislinie  berührt. 

297.         498)  Eine  Kreislinie  zu  zeichnen  aus  A,  kv  k2. 

299.  499.  Die  Mitten  der  Diagonalen  eines  vollständigen  Vierecks 
liegen  auf  einer  Geraden. 

812.  500.  Im  Dreieck  IW  sei  MD  II  AB.  Sei  lf,  der  Schnitt- 
punkt von  MB  und  AD;  A.  der  von  CMl  und  AB.  Ferner  sei 
if«  der  Schnittpunkt  von  MB  und  A<J)\  A2  der  von  CM2  und 
Aß,  u.  s.  w.   Dann  ist  AB  =  2  .  AXB  =  3 .  A*B  =  4 .  A~B,  u.  s.  w. 

846,  501)  (Eine  Kreislinie  zu  zeichnen  aus  kv  kr  kz. 
(Apollonisches  *>  Berührungsproblem.) 

862.  502)  Die  Formeln  (adbi)2  =  o2±2a6  +  62  geometrisch 
darzustellen.    (Vgl.  A.  167.) 

854.  503.  Ist  ein  Dreieck  einem  zweiten,  und  dieses  einem 
dritten  so  einbeschrieben,  dass  die  Seiten  des  ersten  denen 
des  dritten  parallel  sind,  und  sind  Fv  Fv  F3  ihre  Flächen,  so 
ist  F1:F2=iF2: Fr  —  504.  Die  Fläche  eines  Sehnenvierecks, 
dessen  Diagonalen  senkrecht  auf  einander  stehen,  ist  gleich 
der  halben  Summe  der  Producte  je  zweier  Gegenseiten  (A.  440). 
Ein  Dreieck  in  ein  andres  zu  verwandeln,  505)  mit  glei- 
cher Grundlinie  und  gegebenem  Gegenwinkel,  506)  welches 
einem  geg.  Dreieck  ähnlich  ist,  507)  gleichschenklig  mit  geg. 
Winkel  an  der  Spitze,  508)  gleichseitig  (A.  505,  507).  —  Ein 
gegebenes  509)  gleichschenkliges,  510)  ungleichseitiges  Dreieck 
in  ein  Parallelogramm  von  gleichem  Umfang  zu  verwandeln  (145). 

865.  511)  Ein  Dreieck  zu  zeichnen  aus  hv  hr  K  (Meth.  c). 

866.  512«  Trapeze  mit  gleicher  Höhe  und  Mittellinie  e*nd 
flächengleich.  —  513.  Theilt  man  die  Mittellinie  eines  Trape  33 
in  n  gleiche  Theile,  und  zieht  durch  die  Theilpunkte  zwisc  in 
den  parallelen  Seiten  beliebige,  sich  nicht  schneidende  Streck  d, 
so  wird  das  Trapez  in  n  gleiche  Theile  getheilt.  —  514.  r  r- 
bindet  man  einen  beliebigen  Punkt  der  Mittellinie  eines  '   a- 

*)  Apollonius  von  Perga,  alexandrinisoher  Mathematiker,  am  800  v     it. 
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pezes  mit  den  Ecken,  so  ist  die  Summe  der  an  den  Parallelen 
liegenden  Dreiecke  gleich  der  Summe  der  beiden  anderen. 

615)  Ein  Trapez  in  ein  Rechteck  zu  verwandeln.  —  516) 
Ein  Parallelogramm  durch  Strecken,  die  von  einem  auf  einer 
Seite  geg.  Punkt  ausgehen,  in  7»  gleiche  Theile  zu  theilen. 

517.  Die  Flächen  zweier  Dreiecke  verhalten  sich,  wenn  358. 
zwei  ihrer  Winkel  Supplementwinkel  sind,  wie  die  Producte 
der  diese  Winkel  einschliessenden  Seiten.  —  518.  Zwei  Dreiecke 
sind  flächengleich,  wenn  sie  in  zwei  Seiten  übereinstimmen, 
und  die  eingeschlossenen  Winkel  Supplementwinkel  sind.  — 
519.  Gonstruirt  man  über  jeder  Seite  eines  Dreiecks  nach 
aussen  ein  Quadrat  und  verbindet  die  Endpunkte  je  zweier 
von  derselben  Ecke  des  Dreiecks  ausgehender  Quadratseiten, 
so  sind  die  entstehenden  Dreiecke  unter  sich  und  mit  dem 
gegebenen  flächengleich.  —  520.  Ein  Viereck,  dessen  Fläche 
durch  jede  seiner  Diagonalen  halbirt  wird,  ist  ein  Parallelo- 
gramm. —  521.  Die  Fläche  jedes  Dreiecks  ist  gleich  dem 
Producte  seiner  drei  Seiten,  dividirt  durch  den  doppelten 
Durchmesser  des  Umkreises.  —  522.  Die  Diagonalen  eines 
Sehnenvierecks  verhalten  sich  wie  die  Summen  der  Producte 
aus  je  zwei  an  einem  ihrer  Endpunkte .  zusammenstossenden 
Seiten. 

523)  Von  einem  geg.  Dreieck  eine  Seite  einer  geg.  Ge- 
raden parallel  zu  machen,  ohne  dass  der  Inhalt  geändert  wird. 

524.  Stehen  die  Diagonalen  eines  Vierecks  auf  einander  362. 
senkrecht,  so  sind  die  Summen  der  Quadrate  aus  je  zwei 
Gegenseiten  einander  gleich,  und  die  Summe  der  Quadrate 
der  Diagonalabschnitte  ist  halb  so  gross  als  die  Summe  der 
Quadrate  der  Seiten.  —  525.  Sind  von  einem  Punkte  P  aus 
Senkrechten  PAV  PBV  PCX  auf  die  Seitenlinien  BC,  CA,  AB 
eines  Dreiecks  gefällt,  so  ist  ABX2  +  CAf  +  BC1*  =  ACf  + 
BAj2  +  CBX2.  —  526.  Fällt  man  im  gleichschenkligen  Dreieck 
die  Höhe  auf  einen  Schenkel,  so  ist  die  Basis  mittlere  Pro- 
portionale zwischen  der  Summe  der  Schenkel  und  dem  unteren 
>schnitt  des  einen. 

Ein  Quadrat  zu  zeichnen,  welches  527)  gleich  der  Summe, 
'S)  gleich  der  Differenz  zweier  gegebener  Quadrate,  529)  »-mal 
gross  als  ein  gegebenes  Quadrat  ist. 

530.  Beschreibt  man  über  der  Hypotenuse  eines  recht-  363. 
inkligen  Dreiecks  nach  innen,  und  über  den  Katheten  nach 
wen  Halbkreise,  so  ist  die  Summe  der  Flächen  der  beiden 

loblegel,  Bl«m«ntar-)UthanAtik.  IL  14 
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mondförmigen  Figuren  (lunulae  Hippocratis*')  gleich  der  tiäcue 
des  Dreiecks. 

531)  Ein  Polygon  zu  zeichnen,  welches  gleich  der  Summe 
zweier  gegebener  Polygone  ist 

532.  Errichtet  man  über  den  Seiten  eines  Dreiecks  nach 
aussen  Quadrate,  und  fällt  aus  jeder  Ecke  des  Dreiecks  die 
Senkrechte  auf  die  zur  Gegenseite  parallele  Seitenlinie  des 
Quadrates,  so  sind  von  den  entstehenden  6  Rechtecken  je  zwei 
an  derselben  Ecke  des  Dreiecks  liegende  flächengleich  (141,  91). 
;,  533.  Die  Summe  der  Quadrate  der  Seiten  eines  Vierecks 
ist  gleich  der  Summe  der  Quadrate  der  Diagonalen,  vermehrt 
um  das  vierfache  Quadrat  der  Verbindungsstrecke  der  Mitten 
der  Diagonalen.  —  534.  Die  Summe  der  Quadrate  der  Seiten 
eines  Parallelogramms  ist  gleich  der  Summe  der  Quadrate  sei- 
ner Diagonalen. 

B.  Sätze  und  Aufgaben  aus  der  rechnenden  Geometrie. 

535.  Das  Dreieck,  welches  aus  den  Seiten  des  demselben 
Kreise  einbescbriebenen  Fünfecks,  Sechsecks  und  Zehnecks  ge- 
bildet wird,  ist  rechtwinklig.  —  536.  Verlängert  man  die  Höhe 
eines  gleichseitigen  Dreiecks  über  die  Spitze  hinaus  um  die 
Länge  einer  Seite,  theilt  die  Verlängerung  in  sechs  gleiche 
Theile  und  verbindet  die  Theilpunkte  mit  den  Endpunkten  der 
Grundlinie,  so  sind  die  Endpunkte  der  Verlängerung  die  Mittel- 
punkte des  regelmässigen  6-  und  12-Ecks  über  der  Grundlinie 
als  Seite,  die  Theilpunkte  aber  näherungsweise  die  Mittelpunkte 
des  über  derselben  Seite  stehenden  7,  8,  9, 10, 11-Ecks.  (Fort- 
setzung dieser  Gonstruction  1)  —  537.  Die  Kreislinie  ist  nähe- 
rungsweise gleich  dem  Umfange  eines  rechtwinkligen  Dreiecks, 
desBen  Katheten  %  und  8/s  des  Durchmessers  sind.  —  538.  In 
jedem  Dreieck  ist  die  Fläche  gleich  Nppip2p3,  der  Radius  des 

Umkreises    gleich       .-  =-.=.  —  539.  Im  Sehnenviereck  ist 
540.  Ist  ein  Viereck  gleichzeitig  Sehnen-  und  Tangentenvierec 

*)  Hippokratee  von  Chioa,  griechischer  Mathematiker,  um  450  v.  Q 
**)  Bezeichnungen  im  Viereck:    oi«,^  Seiten  (der  Reihe  nacl 
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Die  Fläche  eines  rechtwinkligen  Dreiecks  zu  berech- 
nen aus  541)  a,  6,  542)  a,c,  543)  a,  A3,  544)  a±b,c\  dgl.  die 
Fläche  eines  gleichseitigen  Dreiecks  aus  545)  a,  546)  Aj, 
547)  a±hv  548)  r  —  p;  dgl.  die  Fläche  eines  gleichschenk- 
ligen Dreiecks  aus  549)  a,  6,  550)  6,  hv  551)  a,  hv  552) 
hv  hv  553)  p,  A1;  dgl,  die  Fläche  eines  gleichschenklig- 
rechtwinkligen Dreiecks  aus  554)  qy  555)  t2\  dgl.  die  Fläche 
eines  Quadrates  aus  556)  d,  557)  d±o.  —  558)  In  einen 
Kreis  mit  dem  Radius  r  ist  ein  Rechteck  beschrieben,  dessen 
Fläche  gleich  f2  ist;  wie  gross  sind  seine  Seiten?  —  559)  In 
einem  Kreise  (gegeben  r)  ist  über  der  zum  Centriwinkel  R  ge- 
hörigen Sehne  als  Durchmesser  nach  aussen  ein  Halbkreis  be- 
schrieben. Man  berechne  Umfang  und  Fläche  der  raondförmigen 
Figur.  —  560)  Aus  jeder  Ecke  eines  gleichseitigen  Dreiecks 
(gegeben  a)  ist  ein  die  beiden  andern  Ecken  verbindender 
Kreisbogen  beschrieben.  Man  berechne  Umfang  und  InlirJt 
der  von  den  drei  Bogen  begrenzten  Figur.  —  561)  Umfang 
und  Fläche  des  zwei  Kreisen  (gegeben  r)  gemeinsamen  Stückes 
zu  berechnen,  wenn  der  Mittelpunkt  eines  jeden  auf  der  Peri- 
pherie des  andern  liegt.  —  562)  Drei  gleichgrosse  Kreislinien 
(gegeben  r)  berühren  sich  gegenseitig  von  aussen.  Man  soll 
Umfang  und  Inhalt  der  zwischen  ihnen  liegenden  Figur  be- 
stimmen. —  563)  Die  Fläche  des  Segmentes  zu  berechnen, 
welches  zwischen  der  Seite  (a)  eines  gleichseitigen  Dreiecks 
und  der  Peripherie  des  Umkreises  liegt.  —  564)  Ein  Kreis 
berührt  den  Bogen  und  die  beiden  Radien  eines  Quadranten 
(gegeben  der  Radius  des  letzteren,  r).  Man  soll  die  Flächen 
der  drei  zwischen  der  Kreislinie  und  dem  Umfang  des  Qua- 
dranten liegenden  Figuren  berechnen.  —  565)  Der  Durchmesser 
eines  Kreises  (geg.  r)  ist  in  drei  gleiche  Theile  a,  6,  c  getheilt. 
Es  sind  ferner  vier  Halbkreise  beschrieben,  nach  der  einen 
Seite  über  a  und  a  +  6,  nach  der  andern  über  b  +  c  und  c  als 
Durchmesser.  Man  berechne  die  Flächen  der  drei  Theile,  in 
welche  die  Kreisfläche  durch  die  4  Halbkreise  getheilt  wird.  — 
~66)  Seite  und  Fläche  eines  gleichseitigen  Dreiecks  zu  berech- 
en  aus  den  Entfernungen  (a,  b,  c)  seiner  Ecken  von  einer  geg. 
reraden.  —  567)  Auf  dem  Durchmesser  AB  eines  Halbkreises 
s;eg.  r)  steht  in  C  eine  senkrechte  Strecke  a,  und  über  AC 


(aus  der  Ecke  bay)  and  d  (aus  der  Ecke  ba)  Diagonalen,  2p  =  a  +  6-f 

+  <*;  pi=p  —  «>  P2  =  p  — Ä>  p»  =  p  — «i>  P4  =  P  —  *i;  »i  =  «*  +  «i*i> 

=  <ui]  +  Wj,  *4  =  ab\  -\- *\b\  f*  Fläche. 
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und  CB  als  Durchmesser  sind  nach  innen  Halbkreise  construirt. 
Wie  gross  ist  die  von  den  drei  Halbkreisen  begrenzte  Fläche?  — 
In  eine  Figur  a  ist  eine  Figur  b  so  beschrieben,  dass  die 
Ecken  von  b  die  Mitten  der  Seiten  von  a  sind;  ebenso  in  b 
eine  Figur  ax;  in  ax  eine  Figur  b*,  u.  s.  w.  ins  Unendliche. 
Wie  gross  ist  die  Summe  der  Umfange  und  die  der  Flächen 
aller  Figuren,  wenn  alle  Figuren  568)  Quadrate,  569)  gleich- 
seitige Dreiecke  sind?  Wie  gross  ißt  die  Summe  der  Umfange 
und  die  der  Flächen  der  Figuren  a,  a«,  •  •  • ,  oder  der  Figuren 
6,  bv  . .  • ,  wenn  die  ersteren  Kreise  und  die  letzteren  570)  Qua- 
drate, 571)  gleichseitige,  572)  gleichschenklig -rechtwinklige 
Dreiecke  sind?*) 

C.  Geometrische  Aufgaben  nach  algebraischer  Methode.**) 


In  einem  geg.  Dreieck  ABC  soll  XYWBC  so  gezogen 
werden,  dass  573)  XY=CY,  5U)AX=CY,  67S)XY*=AX.ABy 

576)  BX±  CY=d,  577)  32T=  %XEÜ,  578)  SXY^^ÄBU, 
579)  XY  =  BX±  CY,  580)  XY=  AX±  CY,  581)  XY=  AX-  BX, 
582)  XY=CY-AX,  583)  AX+CY=d,  584)  CY-AX=zdy 
585)  BC±XY=AX±AYy   586)  BC  +  XY=BX+  CY,  587) 

1XT=BCX;  588)  BC:XY=AX:BX,  589)  BC:XY=AX:CY, 
b90)AX.CY=<P,  591)  XY2=BX.CY,  592)  XY*=BX*+CY*, 

593)  XY.BC=BX.  CY.  —  In  einem  geg.  Dreieck  ABC 
soll  zwischen  AB  und  AC  eine  Strecke  XY  so  gezogen  wer- 
den, dass  beide  Theile  des  Dreiecks  flächengleich  sind,  und 

594)  CX=  ßFist,  595)  beide  Theile  gleichen  Umfang  haben.  — 
Ein  Dreieck  in  drei  gleiche  Theile  zu  theilen  durch  Linien, 
welche  596)  auf  einer  Seite  senkrecht  stehen,  597)  einer  Seite 
parallel  sind,   598)  einer  geg.  Geraden  parallel  sind.  —  In 

ein  geg.  Dreieck  ABC  ein  Rechteck  zu  zeichnen,  dessen 
eine  Seite  auf  BC  liegt,  wenn  599)  eine  seiner  Diagonalen  II  AB 
sein  soll,  600)  die  Summe  oder  Differenz  zweier  anstossender 
Seiten,  60  t)  das  Verhältniss  zweier  anstossender  Seiten,  602) 
die  Diagonale,  603)  der  Inhalt  des  Rechtecks  gegeben  ist.  - 
604)  Durch  den  Endpunkt  B  eines  Durchmessers  AB  ist  d 
Tangente  an  eine  Kreislinie  gelegt.    Man  soll  eine  Ereislin 


*)  Vgl.  Th  I,  Nr.  143. 
**)  Die  kleinen  Buchstaben  bedeuten  gegebene  Strecken.     Man  \ 
zeichne  jede  Strecke,  gleichviel  ob  bekannt  oder  unbekannt,  durah  ein« 
kleinen  lateinischen  Buchstaben,  ehe  man  sie  in  eine  Gleichung  einfuhr 
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zeichnen,  welche  durch  A  geht,  die  Tangente  berührt,  und 
deren  Mittelpunkt  auf  der  geg.  Kreislinie  liegt  —  605)  In 
ein  geg.  Quadrat  ein  anderes  geg.  Quadrat  zu  zeichnen.  — 
606)  Aus  einer  Ecke  eines  Dreiecks  bis  zur  Gegenseite  eine 
Strecke  zu  ziehen,  welche  die  mittlere  Proportionale  zwischen 
den  auf  der  Gegenseite  (bezw.  ihrer  Verlängerung)  entstehen- 
den Abschnitten  ist.  —  607)  Die  Seiten  eines  geg.  Quadrates 
um  gleiche  Stücke  so  zu  verlängern,  dass  das  durch  Verbin- 
dung der  Endpunkte  entstehende  neue  Quadrat  eine  geg.  Fläche 
hat.  —  608)  Durch  einen  Schnittpunkt  zweier  Kreislinien  eine 
Gerade  so  zu  ziehen,  dass  die  entstehenden  Sehnen  ein  geg. 
Verhältniss  haben.  —  609)  Ein  Dreieck  zu  zeichnen  aus  a,  a, 
mx  (166).  —  610)  In  einen  geg.  Kreis  ein  gleichschenkliges 
Dreieck  zu  zeichnen,  dessen  Fläche  gleich  dem  Quadrat  seiner 
halben  Höhe  ist.  —  611)  Ein  Rechteck  in  ein  Quadrat  zu 
verwandeln.  —  Ein  Quadrat  in  ein  Rechteck  von  geg.  612) 
Seite,  613)  Diagonale,  614)  Umfang,  615)  Differenz  zwischen 
Umfang  und  Summe  der  Diagonalen  zu  verwandeln.  —  616) 
In  einen  geg.  Kreis  ein  rechtwinkliges  Dreieck  zu  zeichnen, 
dessen  Seiten  eine  stetige  geom.  Proportion  bilden.  —  617)  Um 
einen  geg.  Kreis  einen  Rhombus  von  geg.  Fläche  zu  zeichnen.  — 
618)  In  ein  geg.  Quadrat  ein  Rechteck  zu  zeichnen,  dessen 
Seiten  ein  geg.  Verhältniss  haben.  —  619)  In  ein  geg.  Viereck 
einen  Rhombus  zu  zeichnen,  dessen  Seiten  den  Diagonalen 
des  Vierecks  parallel  werden.  —  620)  Ein  Trapez  durch  eine 
Parallele  zu  den  parallelen  Seiten  zu  halbiren.  —  621)  Zwei 
Seiten  AB  und  AC  eines  Dreiecks  um  gleiche  Stücke  BBX  und 

CCX  so   zu  verlängern,   dass   das  Dreieck  ABxCl   einen   geg. 
Flächeninhalt  hat.  —  Ein  gleichschenkliges  Dreieck  zu  zeich- 
nen aus  622)  hv  L,  623)  q,  h2.  —  624)  Durch  einen  geg. 
Punkt  P  zwischen  den  Schenkeln  eines  Winkels  die  Strecke  XY 
so  zu  ziehen,  dass  PX .  PY  gleich  einer  geg.  Fläche  a2  ist.  — 
625)  In  einen  Rhombus   ein  Rechteck  von   geg.  Umfang   zu 
zeichnen.  —  626)  Ein  rechtwinkliges  Dreieck  zu  construiren, 
nn  r  gegeben  ist,  und  Inhalt  und  Umfang,  durch  r2  und  r 
i    messen,  durch  dieselbe  Zahl  ausgedrückt  sind.  —  627)  Inner- 
!b  eines  Kreises  ist  ein  Punkt  P  gegeben.    Man  soll  auf  der 
eislinie  zwei  Punkte  X  und  F  so  bestimmen,  dass  die  Strecken 
\  XY,  YP  mit  den  in  X  und  F  gezogenen  Tangenten  gleiche 
.nkel  bilden  (253).  —  628)  In  ein  geg.  Quadrat  ein  Rechteck 
n  geg.  Fläche  zu  zeichnen,   dessen  Seiten  den  Diagonalen 
*  Quadrats  parallel  sind.  —  629)  Auf  einer  geg.  Geraden 
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zwei  Punkte  so  zu  bestimmen,  dass  ihr  Abstand  den  Tangen- 
ten gleich  ist,  welche  man  aus  ihnen  an  eine  geg.  Kreislinie 
ziehen  kann.  —  630)  In  einen  geg.  Kreis  einen  concentiischen 
Kreis  so  zu  zeichnen,  dass  die  Fläche  des  Ringes  mittlere 
Proportionale  zwischen  den  Flächen  der  Kreise  ist.  —  Zwei 
geg.  Strecken  AB  und  AJBX  so  auf  eine  Gerade  zu  legen,  dass 
631)  ABV  BAV  632)  AA{,  BBV  633)  AB,  A}BX  harmonische 
Punktepaare  sind.  —  634)  Auf  der  Centrallinie  zweier  sich 
von  innen  berührender  Kreislinien  eine  senkrechte  Sehne  zu 
errichten,  welche  durch  die  innere  Kreislinie  in  drei  gleiche 
Theile  getheilt  wird.  —  635)  Durch  einen  geg.  Punkt  P  eines 

Durchmessers  AB  eine  Sehne  so  zu  ziehen,  dass  ÄPC:  BPD  = 
m : ».  —  636)  Ein  gleichschenkliges  Trapez  aus  Grundlinie 
und  Höhe  so  zu  zeichnen,  dass  die  Flächen  der  von  den  Dia* 
gonalen  gebildeten  gleichschenkligen  Dreiecke  ein  geg.  Ver- 
hältniss  haben.  —  6J7)  Durch  einen  geg.  Punkt  P  einer  Sehne 
AB  eine  Sehne  XY  so  zu  ziehen,  dass,  wenn  XY  um  P  in  die 
Richtung  AB  gedreht  wird,  AB  und  XY  harmonische  Punkte- 
paare sind. 

D.  Y ermischte  Sätze  und  Aufgaben. 

In  jedem  Dreieck  ist  638.  3(a2+ö?+t?2)=4(**+*  *+*32), 
639.  a6  =  2rÄ8,  640.  (abe)2  =  (hxh2hj.(2r)\  —  641.  Ist  AxAt\\ 
BXB2 II  CXCV  und  sind  Mv  Mv  Jf3  die  Mitten  dieser  drei  Strecken, 

so  ist  lfjAr2Jfg  =  lh(ÄlB^C1  +  ÄJU\\  —  642.  Durch  einen 
geg.  Punkt  innerhalb  einer  Kreisfläche  kann  man  nur  eine 
Sehne  ziehen,  die  in  diesem  Punkte  halbirt  wird.  —  643.  Wenn 
zwei  Sehnen  eines  Kreises  sich  gegenseitig  halbiren,  so  sind 
sie  Durchmesser.  —  644.  Beschreibt  mau  aus  einem  Punkte 
der  äusseren  von  zwei  concentiischen  Kreislinien  eine  Kreis- 
linie, welche  die  innere  unter  rechtem  Winkel  schneidet,  so 
ist  die  neue  Kreisfläche  gleich  der  Fläche  des  Ringes.  —  645. 
Ist  in  einem  Punkte  D  eines  Durchmessers  AB  eine  Senkrechte 
errichtet,  welche  eine  Sehne  j4Cin  E  schneidet,  so  ist  AB.  AD 

z=AC.AE.  —  646.  Ist  S  der  Schwerpunkt  eines  Dreiecks  A  J, 

und  P  ein  beliebiger  Punkt,  so  ist  (PA2  +  PB2+PC2)-(SA  fr 

SB2  +  SC2)  =  3ÄP2  (Erweiterung  dieses  Satzes  auf  ein  P  r- 

gon!).  —  647.  Die  drei  Geraden,  welche  die  Mitten  der  Ge{  i- 

seiten  und  die  Mitten  der  Diagonalen  eines  Vierecks  verbini  i, 

gehen  durch  einen  Punkt.  —  648.  Ist  die  Sehne  CD  r  n 
Durchmesser  AB  parallel,  und  P  ein  Punkt  des  Durchmess 


*> 
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so  ist  PC2  +  PD2  =  PA2  +  rB2  (366).  —  649.  Wird  die  Yer- 
längerung  der  Dreieckseite  BC  durch  die  in  A  gezogene  Tan- 
gente  des  Umkreises  in  At  geschnitten,   so   ist  A^.Afi— 

AB2 :  AC2.  —  650.  Zieht  man  in  den  Ecken  eines  Dreiecks  ABC 
an  den  Umkreis  Tangenten,  welche  die  Gegenseiten  in  Av  2?,,  Cx 
schneiden,  so  liegen^,,  Bv  Cx  auf  einer  Geraden  (302,  A. 649). — 
651.  Die  Schenkel  dreier  rechter  Winkel  mit  gemeinsamem 
Scheitel  bilden  einen  involutorischen  gtrahlenbüschel.  —  652. 
Die  Schnittpunkte  einer  Geraden  mit  den  Seitenlinien  eines 
Sehnenvierecks  und  der  Kreislinie  bilden  eine  involutorische 
Punktreihe.  —  653.  Sind  im  Sehnenviereck  die  Schnittpunkte 
je  zweier  Gegenseiten  und  dei;  Schnittpunkt  der  Diagonalen 
bestimmt,  so  ist  jeder  dieser  drei  Punkte  der  Pol  zur  Verbin- 
dungslinie der  beiden  anderen.  —  654.  Ist  AB  ein  Durch- 
messer, C  und  D  zwei  beliebige  Punkte  der  Kreislinie,  und 
Bogen  AE=AD  gemacht,  so  theilen  die  Geraden  CD  und  CE 
den  Durchmesser  harmonisch. 

655)  Eine  Kreislinie  zu  zeichnen,  die  aus  den  Seiten 
eines  geg.  Dreiecks  Sehnen  von  gleicher,  gegebener  Länge 
ausschneidet.  —  656)  In  ein  geg.  Dreieck  ein  gleichseitiges 
Dreieck  zu  zeichnen,  von  welchem  die  Richtung  einer  Seite 
gegeben  ist  (Meth.  d).  —  657)  In  einen  geg.  Kreis  ein  Dreieck 
von  geg.  Umfang  zu  zeichnen,  worin  a— 6=6—c  ist  (Meth.  d).  — 
658)  In  einen  geg.  Kreis  (r)  ist  ein  Dreieck  von  geg.  Fläche 
(/*)  beschrieben,  dessen  Seiten  eine  stetige  geom.  Proportion 
bilden.  Wie  gross  sind  seine  Seiten?  (A.  521.)  —  659)  Durch 
einen  ausserhalb  einer  Kreisfläche  geg.  Punkt  eine  Secante  bis 
zu  einer  geg.  Geraden  so  zu  ziehen,  dass  die  beiden  äusseren 
Abschnitte  der  Secante  einander  gleich  werden.  —  660)  Durch 
einen  ausserhalb  einer  Kreisfläche  geg.  Punkt  eine  Secante  so 
zu  ziehen,  dass  ihr  innerer  Abschnitt  durch  eine  geg.  Sehne 
halbirt  wird.  —  661)  Eine  Strecke  von  geg.  Richtung  und 
Länge  so  zu  verschieben,  dass  ihre  Endpunkte  auf  zwei  geg. 
Kreislinien  liegen  (125).  —  662)  Durch  einen  geg.  Punkt  inner- 
lich eines  geg.  Segmentes  eine  Strecke  zu  ziehen,  die  in  die- 
s  i  Punkte  halbirt  wird.  —  663)  Eine  Sehne  so  zu  ziehen, 
d  s  sie  durch  zwei  geg.  Radien  des  Kreises  in  drei  gleiche 
1  die  getheilt  wird.  —  664)  Auf  einer  geg.  Strecke  AB  zwei 
I  kte  A.B.  so  zu  bestimmen,  dass  AAl=BBl  ist,  und  A,BX 
v  i  B,  Ax  harmonische  Punktepaare  sind.  —  665)  In  einen 
g  .  Sector  ein  Quadrat  so  zu  zeichnen,  dass  zwei  Ecken  auf 
d    i  einen,  die  dritte  auf  dem  andern  Radius  und  die  vierte 
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auf  dem  Bogen  liegt.  —  666)  In  ein  geg.  Segment  ein  Qua- 
drat so  zu  zeichnen,  dass  zwei  Ecken  auf  der  Sehne,  zwei  auf 
dem  Bogen  liegen.  —  667)  Drei  Strecken  AB,  AXBV  A2B2  sind 

gegeben.  Man  soll  einen  Punkt  X  so  bestimmen,  dass  XAB  = 
JÄ^B1  =  2Z[F2  ist.  —  668)  In  einem  Viereck  ABCD  einen 
Punkt  X  so  zu  bestimmen,  dass  XAB  =  ICD  und  XBC—XDA 
ist.  —  669)  In  einem  geg.  Dreieck  ABC  einen  Punkt  X  so  zu  be- 
stimmen, dass  die  Dreiecksflächen  XAB]  XBC,  XCA  in  geg. 
Verhältnissen  stehen.  —  670)  Einen  Punkt  zu  bestimmen,  von 
dem  aus  drei  geg.  Kreislinien  unter  gleichen  Gesichtswinkeln 
erscheinen.  —  671)  Auf  den  drei  Seiten  eines  Dreiecks  sind 
drei  Punkte  Av  B„  Cx  gegeben.  Man  soll  einen  Punkt  X  so 
bestimmen,  dass  aie  Strecken  XAX,  XBV  XCX  das  Dreieck  in 
drei  gleiche  Theile  theilen.  —  672)  Auf  einer  Geraden  sind 
vier  Punkte  A,  B,  C,  D  gegeben.  Man  soll  ausserhalb  der 
Geraden  einen  Punkt  X  so  bestimmen,  dass  Winkel  AXB  = 
BXCz=  CXD  ist.  —  673)  Auf  einem  geg.  Bogen  AB  einen  Punkt  X 
so  zu  bestimmen,  dass  XA .  XB  gleich  einer  geg.  Fläche  a*  ist 
(A.  639).  —  674)  Durch  einen  geg.  Punkt  in  der  Ebene  eines 

Dreiecks  ABC  eine  Gerade  zu  ziehen,  welche  AB  in  Jund  AC 
in  Y  so  trifft,  dass  BX+  CY-XY.  —  675)  Eine  geg.  Strecke 
zwischen  zwei  Seiten  eines  Dreiecks  so  einzutragen,  dass  sie 
gleich  der  Summe  der  unteren  Abschnitte  dieser  Seiten  ist.  — 
Gegeben  ein  Kreis  mit  zwei  Tangenten.  Eine  dritte  Tangente, 
welche  den  Kreis  in  X  berührt,  und  die  andern  Tangenten  in 
F  und  Z  schneidet,  soll  so  gezogen  werden,  dass  676)  XF  + 
XZ  =  a,  677)  XY;XZ  =  m:n,  678)  XY.XZ  =  a2  ist. 

Methode  e).  —  679)  Ein  Quadrat  von  einer  geg.  Ecke 
aus  so  zu  zeichnen,  dass  die  gegenüberliegenden  Seiten  durch 
zwei  geg.  Punkte  gehen.  —  680)  Von  einem  geg.  Punkte  aus 
drei  geg.  Strecken  so  zu  ziehen,  dass  ihre  Endpunkte  drei 
Ecken  eines  Quadrates  werden.  —  681)  Ein  Quadrat  zu  zeich- 
nen, dessen  Ecken  auf  den  Seitenlinien  eines  geg.  Parallelo- 
gramms liegen.  —  682)  In  ein  geg.  Parallelogramm  ein  i 
Rhombus  zu  zeichnen,  von  welchem  das  Verhältniss  der  D  ■ 
gonalen  gegeben  ist.  —  683)  In  ein  geg.  Parallelogramm  i  i 
Rechteck  zu  zeichnen,  von  welchem  der  Winkel  der  Diagona  t 
gegeben  ist.  —  684)  In  ein  geg.  Dreieck  ein  gleichseiti{  i 
Dreieck  zu  zeichnen,  dessen  eine  Ecke  in  einem  auf  eil  ' 
Seite  geg.  Punkte  liegt. 

685.  Der  Umkreis  eines  Dreiecks  geht  durch  die  Mi* 
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der  sechs  Strecken,  welche  die  Mittelpunkte  je  zweier  Be- 
rührungskreise  verbinden.  —  686.  Wenn  man  aus  dem  Punkte, 

in  welchem  der  Umkreis  eines  Dreiecks  ABC  von  der  Geraden 
m1  geschnitten  wird,  eine  Kreislinie  beschreibt,  welche  durch 
den  Mittelpunkt  des  Inkreises  geht,  so  geht  dieselbe  auch 
durch  B,  C,  und  den  Mittelpunkt  des  die  Seite  BC  berühren- 
den Ankreises.  —  In  jedem   Dreieck  ist  687.  f2  =  pQ=z 

PiQi=Ptf*=HQv  688-  /4  =  Wi?2?s»  689-  1/?  =  1/?i  +  1/<>.+ 
V^f.  —  690.  Auf  jeder  Halbirungslinie   eines  Winkels    otfer 

Aussenwinkels  im  Dreieck  sind  die  Ecke,  der  Schnittpunkt  mit 
der  Gegenseite,  und  die  Mittelpunkte  der  beiden  Berührungs- 
kreise harmonische  Punkte.  —  In  jedem  Dreieck  ist  691. 

?i+f2  +  es  =  ?  +  4r  (A.  685),  692.  db  =  Wi  +  9i9%*  693.  %>  = 
[/hl  +  \  +  f/hB,  Vei=-Vhg  +  %  +  \,  etc.  —  694.  Die  Summe 
der  drei  oberen  Abschnitte  der  Höhen  eines  Dreiecks  ist  gleich 
2(r  +  ?)  (A.  691,  695).  —  695.  Das  Quadrat  einer  Dreieck- 
seite 4-  dem  Quadrat  des  oberen  Abschnittes  der  zugehörigen 
Höhe  ist  gleich  4r2.  —  696.  Der  Radius  des  Kreises,  welcher 
durch  die  Mittelpunkte  (Mv  M2J  if3)  der  drei  Ankreise  eines 
Dreiecks  geht,  ist  gleich  2r,  und  sein  Mittelpunkt  V  liegt  auf 
der  durch  die  Mittelpunkte  {M  und  0)  des  In-  und  Umkreises 
gehenden  Geraden  so,  dass  MO  =  OV  ist.  —  697.  Der  Inhalt 

des  durch  die  Mittelpunkte  der  Ankreise  eines  Dreiecks  ABC 
bestimmten  Dreiecks  ist  gleich  2pr.  —  698.  Schneidet  die  aus 
einer  Ecke  A  des  Dreiecks  durch  den  Mittelpunkt  M  des  In- 
kreises gezogene  Gerade  den  Umkreis  in  Av  so  ist  MA .  MAX 
=  2rq  (367,  A.  645).  —  699.  Ebenso,  wie  in  698,  ist  MXA . 
M1A1z=2rqv  etc.  —  700.  Ist  der  Abstand  zwischen  den  Mittel- 
punkten des  In-  und  Umkreises  eines  Dreiecks  durch  d  be- 
zeichnet, so  ist  d2  =  r(r  -  2?)  (364,  367).  —  701.  Ebenso,  wie 
in  700,  ist,  wenn  dx  den  Abstand  zwischen  den  Mittelpunkten 
der  mit  r  und  qx  beschriebenen  Kreise  bedeutet,  d12  =  r(r  + 
2qx)  etc. 

Ein  Dreieck  zu  zeichnen  aus  702)  a,  a  +  b,  a  +  c, 
™3)  a,  <>,  p„  704)  «,  ft  pv  705)  o,  /2,  b*  +  c*,  706)  a,  /*, 
-c2,  707)  a,  q,  6  +  c,  708)  a,  q,  6-c,  709)  a,  /2,  b  +  c, 
0)  hv  q,  p,  711)  a,  q,  6  +  c,  712)  a,  ?,  p,  713)  a,  hv  Q, 
4)  a,  q,  a-c,  715)  q,  6_c,  /?-/,  716)  r,  ?,  6-c,  717) 
e,  /?_y,  718)  a,  mlf  6  +  c  (253,  255),  719)  hv  r,  ?  (A.  690), 

K>)  «>  C2>  Qv  721)  a  +  6>  «ii  ?2>  722)  a>  r>  ^2>  7*3)  Qv  ?3> 
-y  (Bestimme  den  Winkel  zwischen  Af2flf3  und  BC),  724) 

14* 
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»l,  K  ?2>  725)  hv  *n  ?3>  726)  *>  fit  6>  727)  ?i  «l.  *1>  728) 

?,  9v  mv  729)  ?,  ?i,  b  +  c  (A.  687),  730)  ?,  Q v  Ax,  731) 
*,  ?1,  r  (A.  685),  732)  9v  qv  fs  (A  693),  733)  «,  qv  ?1 
(A.  693). 

Ein  Sehnenviereck  zu  zeichnen  aus  734)  zwei  au- 
slassenden Seiten,  dem  Winkel  der  Diagonalen  und  r,  735)  /"*, 
a,  a :  6,  6 :  o,,  736)  o,  6,  a,,  6r  —  737)  Ein  Tangenten- 
viereck zu  zeichnen  aus  P  und  den  Winkeln. 
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Vorrede. 


Bei  der  Bearbeitung  des  vorliegenden,  die  Trigonometrie  enthaltenden  Theils 
meines  Lehrbuches  habe  ich  mich  im  Wesentlichen  an  den  von  H.  Grassmann 
in  seinem  „Lehrbuch  der  Trigonometrie"  (Berlin  1865  b.  Enslin)  befolgten  Gang 
angeschlossen,  der  durch  langjährige  Erfahrung  als  erprobt  gelten  kann.  Zu 
den  Eigentümlichkeiten  dieses  Ganges  gehört  die  Beschrankung  der  anfänglichen 
Betrachtung  auf  den  Cosinus,  der  deswegen  vorangestellt  zu  werden  verdient, 
weil  in  dem  Verhältniss,  durch  welches  er  dargestellt  wird,  nur  Stücke  der 
Schenkel  des  Winkels  vorkommen,  und  weil  bei  der  Erweiterung  des  Funktions- 
begriffes auf  stumpfe  Winkel  beim  Cosinus  die  Zeichenbestimmung  auf  das  Ein- 
fachste erfolgt.  Ferner  die  Zurückführung  aller  übrigen  Funktionen  auf  die 
Funktion  des  Cosinus,  wodurch  die  Ableitung  aller  übrigen  Formeln  aus  einer 
einzigen,  geometrisch  herzustellenden  Formel  ermöglicht  wird.  Bei  der  Berech- 
nung der  Dreiecke  habe  ich  alle  Vortheile  zu  benutzen  gesucht,  welche  durch 
feststehende  und  durch  abgekürzte  Bezeichnungen  erreicht  werden  können.  Als 
sehr  nützlich  kann  ich  auch  die  Ausführung  aller  dieser  Rechnungen  nach  dem 
Schema  empfehlen,  welches  S.  08  und  69  angewendet  ist,  weil  es  die  Üeber- 
sichtlichkeit  der  Rechnung  und  die  Bequemlichkeit  des  Nachrechnens  ungemein 
erhöht.  Auf  den  analytischen  Zusammenhang  der  verschiedenen  Fälle,  auf  wel- 
chen Diekmann  neuerdings  hingewiesen  hat  (Programm  Essen  1877),  ist  dabei 
durch  Nr.  49  gebührend  Rücksicht  genommen,  allerdings  ohne  Benutzung  des 
für  diese  einfachen  Aufgaben  mir  überflüssig  erscheinenden  Determinanten- 
Apparates.  Vierecke  und  sonstige  Polygone  habe  ich  nicht  in  Betracht  gezogen. 
Dieselben  scheinen  mir  unter  den  Aufgaben  eine  passendere  Stelle  zu  finden,  als 
m  Texte  des  Lehrbuches.  Einiges  über  Viereoke  findet  man  in  den  Aufgaben 
96 — 405.  Dagegen  ist  die  trigonometrische  Lösung  der  quadratischen  und 
Eibischen  Gleichung  vollständig  durchgeführt. 

Im  Ganzen  fasse  ich  die  Trigonometrie  nicht  so  ausschliesslich  von  der 
7eo metrischen  Seite  auf,  wie  es  in  den  meisten  Lehrbüchern  geschieht,  sondern 
etrachte  sie  nur  als  eine  Anwendung  der  allgemeinen  Funktionslehre  auf  <?* 
eometrie.    Dies  darzuthun,  dient  der  Absohnitt  „Die  Winkelfunktionen  in  tr 
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oendenter  und  Reihenforni"  (8.  35 — tO).  Znr  richtigen  Beurtheilung  der  trigono- 
metrischen Funktionen  scheint  es  mir  äusserst  wichtig,  data  der  Lernende  die 
eine  oder  andere  jener  Reihen  kennen  lerne  und  so  einen  Einblick  gewinne  in 
den  Zusammenhang  zwischen  algebraischen  and  transcendenten  Funktionen. 
Daae  man  dabei  Gelegenheit  hat,  die  Berechnung  der  Logarithmen  und  der 
Zahl  ninio  äusserst  einfacher  Form  kennen  zu  lernen,  halte  ich  ebenfalls  für 
ein  beachtenswerthes  Moment.  Der  wichtigste  Grund  für  die  Hinzufügung  eines 
solchen  Abschnittes  aoheint  mir  aber  der  zu  sein,  dase  erst  durch  ihn  die  Arith- 
metik ihren  vollständigen  Abscbluaa  erhält,  ebenso  wie  die  Lehre  von  den  Glei- 
chungen (wenigstens  für  Sohulzweoke)  durch  die  trigonometrischen  Auflösnngs- 
methoden. 

Was  endlich  die  dem  Buche  hinzugefügte  Logarithmentafel  betrifft,  so  darf 
ich  mich  hinaichtliob  des  Gebrauchs  vierstelliger  Logarithmen  überhaupt  auf  die 
empfehlenden  Worte  Bremikers  (in  dem  Vorwort  zu  seiner  vierstelligen  Loga- 
rithmentafel, Berlin  1874  hei  Weidmann)  berufen.  Ueber  die  trigonometrische 
Tafel  habe  ich  noch  Folgendes  zu  bemerken :  Ich  konnte  mich  nicht  entsehliessen, 
die  Bremiker'sche  Einteilung  des  Grades  in  100  Theile  zu  adoptiren.  So  lange 
die  Decimaltheilung  nicht  auch  auf  den  Vollwinkel  ausgedehnt  wird,  scheint  mir 
eine  thei) weise  Durchführung  derselben  unzweckmäasig.  Ich  glaube  aber  über- 
haupt nieht,  daaa  auf  dem,  dem  bürgerlichen  Leben  ganz  fernstehenden,  Gebiete 
der  Winkelmeaming  die  Decimaltheilung  jemals  durchgeführt  werden  wird,  weil 
ihre  Vortbeile  zu  den  alsdann  notbigen  Umrechnungen  (allein  auf  astronomischem 
Gebiete!)  in  gar  keinem  Verhältniss  ständen.  —  Andrerseits  glaubte  ich  die 
Logarithmen  in  so  enger  Aufeinanderfolge  geben  zu  aollen,  dass  die  Interpolation 
der  Proportionaltheile  möglichst  vereinfacht  wird.  Im  Uebrigen  kann  ich  auf 
die  Einleitung  zu  den  Tafeln  aelbst  verweisen. 

Möge  auch  dieser  Theil  des  Werkes  sioh  einer  wohlwollenden  Aufnahme 
erfreuen. 

Waren  im  August  1879. 

T.  Schlegel. 
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Einleitung. 


Der  Begriff  der  Funktion. 

1.  Wenn  zwischen  zwei  mathematischen  Grössen  y  und  x 
eine  Beziehung  besteht,  welche  sich  nicht  ändert,  wenn  der 
Werth  der  einen  Grösse  x  sich  ändert,  so  heisst  y  eine  Funk- 
tion von  x  (vgl.  Th.  I,  S.  3).  Jede  Aenderung  von  x  zieht 
eine  bestimmte  Aenderung  von  y  nach  sich,  und  jedem  Werthe 
von  x  entspricht  im  Allgemeinen  ein  einziger  bestimmter  Werth 
von  y.  —  Beispiele  solcher  Beziehungen  liefern  die  Gleichun- 
gen der  7  Rechnungsarten: 

y  =  a  +  x,    y  =  ox,    y  =  a?a,     y=zax, 

a  V  7 

y  =  o  —  x,    y  =  — ,    y  =  N«,  y=lx, 

x 

y  =  x  —  ay    y  =  — ,     y  =  \ff,   y=  la. 

et 

In  allen  diesen  Fällen  bleibt  die  durch  die  Gleichung  aus- 
gedrückte Beziehung  zwischen  y  und  3t  unverändert,  wenn  man 
der  Grösse  x  nach  einander  verschiedene  Werthe  giebt.  Jede 
Aenderung  von  x  zieht,  wenn  a  beständig  denselben  Werth 
behält,  eine  bestimmte  Aenderung  von  y  nach  sich,  und  jedem 
Werthe  von  x  entspricht  im  Allgemeinen  ein  bestimmter  Werth 
von  y.  In  allen  diesen  Fällen  kann  man  daher  sagen,  y  sei 
ei  "ie  Funktion  von  x.  Es  ist  also  z.  B.  die  Summe  eine  Funk- 
ti  n  jedes  einzelnen  Summanden;  ebenso  ist  ein  Polynom,  wel- 
cl  ss  ausser  einer  Anzahl  unveränderlicher  Grössen  die  ver- 
äi  derliche  Grösse  x  enthält,  eine  Funktion  von  x;  in  einer 
G  eichung  mit  zwei  Unbekannten  ist  jede  Unbekannte  eine 
F  nktion  der  andern  (vgl.  Th.  I,  S.  68,  erste  Anm.).  —  Ist  z 
ei  »e  Funktion  von  y,  und  y  eine  Funktion  von  x,  so  ist  auch 

ohlegel,  Hl6m«nt*r-MatliemAtJk,  HL  1 


2  1—4.   Einleitung. 

z  eine  Funktion  von  x.  Denn  denkt  man  sich  aus  den  beiden 
Gleichungen,  welche  jene  Zusammenhänge  darstellen,  y  elimi- 
nirt,  so  bleibt  eine  Gleichung ,  .welche  bedeutet,  dass  z  eine 
Funktion  von  x  ist. 

2.  In  der  Arithmetik  wurden  einem  Buchstaben  wohl  ver- 
schiedene Werthe  beigelegt,  indessen  war  von  einer  stetigen 
Aenderung  einer  Zahl  nicht  die  Rede.  Nachdem  aber  in 
der  rechnenden  Geometrie  Strecken  und  Winkel  durch  Zahlen 
dargestellt  worden  sind,  wird  es  nothwendig,  den  Begriff  der 
stetigen  Aenderung,  wie  sie  eine  Strecke  durch  Verschiebung 
des  erzeugenden  Punktes,  und  ein  Winkel  durch  Drehung  der 
erzeugenden  Geraden  erleidet,  auch  auf  die  Zahlen  auszudeh- 
nen, durch  welche  diese  Gebilde  dargestellt  werden.  Die  Zahl 
tritt  dadurch  in  die  Reihe  der  Funktions- Grössen  (vgl. 
Th.  I,  S.  3). 

3.  Eine  Funktion  heisst  algebraisch  oder  transcen- 
dent,  jenachdem  die  Gleichung,  welche  zur  Darstellung  der 
Funktionsbeziehung  dient,  algebraisch  oder  transcendent  ist 
(vgl.  Th.  I,  Nr.  91).  Von  den  oben  angeführten  12  Funktionen 
sind  also  diejenigen  der  ersten  und  zweiten  Rechnungsstufe, 

a 1 

ferner  xa  und  Va?(=xa)  algebraisch,  die  übrigen  4  trans- 
cendent. 

4.  Die  in  den  Sätzen  und  Formeln  der  rechnenden  Geometrie 
auftretenden  Funktionsbeziehungen  zwischen  zwei  Strecken  wa- 
ren sämmtlich  algebraisch;  es  bedurfte  nicht  der  Einführung 
neuer  Funktionen,  um  die  Beziehungen  zwischen  zwei  oder 
mehreren  Strecken  darzustellen.  Ebenso  Hessen  sich  die 
Beziehungen  zwischen  zwei  Winkeln  überall  durch  alge- 
braische Funktionen  darstellen.  Dagegen  ist  die  Beziehung 
zwischen  Strecken  einerseits  und  Winkeln  andrer- 
seits noch  nicht  zum  Gegenstande  der  Rechnung  gemacht 
worden.  Nur  eine  allgemeine  Andeutung  über  solche  Beziehun- 
gen gaben  die  Sätze  Th.  II,  98,  107,  wo  von  der  Grösse  der 
zwei  gleichen  oder  ungleichen  Seiten  eines  Dreiecks  gegenüber- 
liegenden Winkel  die  Rede  ist,  und  einige  andre,  z.  B.  123.  — 
Gleichwohl  geht  aus  dem  Umstände,  dass  die  Winkel  eines 
Dreiecks  durch  seine  Seiten,  und  seine  Seitenverhältnisse  durch 
seine  Winkel  vollkommen  bestimmt  sind,  hervor,  dass  es  Glei- 
chungen, also  auch  Funktionen  geben  muss,  welche  diese  Be- 
stimmung ausdrücken.  Und  wenn  in  der  rechnenden  Geometrie 
(Th.  II,  362)  bereits  die  Aulgabe  gelöst  wurde :  „aus  zwei  Sei- 
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ten  eines  rechtwinkligen  Dreiecks  die  dritte  zu  berechnen",  so 
tritt  als  natürliche  Verallgemeinerung  derselben  die  Aufgabe 
an  uns  heran:  „aus  drei  beliebigen  Stücken  eines  be- 
liebigen Dreiecks  die  übrigen  zu  berechnen". 

5.  Um  diese  Aufgabe  lösen  zu  können,  stellt  man  zuerst 
die  Seiten  Verhältnisse  des  rechtwinkligen  Dreiecks  als  Funk- 
tionen eines  seiner  Winkel  (Winkelfunktionen)  dar.  Hieraus 
ergiebt  sich  die  Lehre  von  den  Winkelfunktionen  oder 
Trigonometrie,*)  welche  eiu  specieller  Zweig  der  allgemeinen 
Funktionslehre  (vgl.  Th.  I,  S.  3)  ist.  —  Unter  den  Anwendun- 
gen der  Trigonometrie  ist  in  erster  Linie  diejenige  Anwendung 
auf  die  Geometrie  zu  nennen,  welche  mit  der  Lösung  der  oben 
erwähnten  allgemeinen  Aufgabe  zusammenfällt.  Diese  Anwen- 
dung (von  welcher  die  ganze  Wissenschaft  ihren  Namen  hat) 
nennen  wir  „Trigonometrie  im  engeren  Sinne". 


*)  Die  Lehre  von  den  Winkelfunktionen  wird  meist  Goniometrie  ge- 
nannt; es  empfiehlt  sieh  aber  mehr,  dem  allgemeinen  Theile  der  Wissen- 
schaft, welcher  sich  mit  diesen  Funktionen  beschäftigt,  auch  den  üblichen 
allgemeinen  Namen  „Trigonometrie"  zu  geben,  und  die  spezielle  Anwen- 
dung auf  die  LöBung  der  Dreiecksaufgaben  als  „Tr.  im  engeren  Sinne" 
zu  bezeichnen.  —  Auch  der  Name  „Geometrie"  ist  ja  weit  über  seine  ur- 
sprüngliche Bedeutung  hinausgewachsen 


Reine  Trigon 
A.  Die  Winkelfunktionen  als  gea 

I.  Funktionen  spita 


1.  Der  Cosic 

6.  Einleitung.  —  Aus  dem  Satze:  „Zwei  Dreiecke  sind 
ähnlich,  wenn  sie  in  zwei  Winkeln  übereinstimmen"  (Th.  II, 
245)  folgt,  dass  zwei  rechtwinklige  Dreiecke  ähnlich  sind,  wenn 
sie  in  einem  spitzen  Winkel  übereinstimmen.  —  Die  Gestalt 
eines  rechtwinkligen  Dreiecks  ist  also  durch  einen  seiner 
spitzen  Winkel  vollkommen  bestimmt.  —  Da  aber  das  Ver- 
hältniss  zweier  Seiten  eines  Dreiecks  gleich  ist  dem  Verhältniss 
der  homologen  Seiten  jedes  ihm  ähnlichen  Dreiecks  (Th.  II,  243), 
so  ist  auch  jedes  Seitenverhältniss  eines  rechtwinkligen  Dreiecks 
durch  einen  seiner  spitzen  Winkel  vollkommen  bestimmt. 

7.  Betrachtet  man  zuerst  das  Verhältniss  der  den  spitzen 

Winkel  a  (Fig.  1)  einschliessenden  Seiten  b  und  e,  also  — ,  so 

bleibt  dasselbe  (nach  Th.  II,  243)  ungeändert,  wenn  das  Dreieck 
Fig.  l.  sich  so  ändert,  dass  a  und  der  rechte  Winkel 
erhalten  bleiben  (z.  B.  wenn  die  durch  BC  be- 
stimmte Gerade  sich  verschiebt).  —  Aeodert  aber 
das  Dreieck  sich  so,  dass  der  Winkel  a  bis  or, 
abnimmt,  während  b  und  der  rechte  Winkel  er- 
a  halten  bleiben,  so  ist  B}C<BC,  folglich  (Th.  II, 

^     117)  BjA<BÄ,  -  >  —  (Tb.  I,  Anm.  z.  83a), 

,  und  —  >      ;  d.  h,:  auch  das  Verhältniss  d  ir 
o        -  c,       e 

den  Winkel  a  einschliessenden  Seiten  ändert  sich.    Ferner  ei  > 
spricht  bei  dieser  Aenderung  offenbar  jedem  Werthe  von  <*  e  n 

bestimmter  Werth  von  e,  also  auch  von      .    Und  da  best*  i- 

dig  6  und  c  die  den  Winkel  a  einschliessenden  Seiten  di« 
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rechtwinkligen  Dreiecks  sind,  so  bleibt  auch  die  Beziehung 
zwischen  a  und  —  beständig  dieselbe.    Diese  beiden  Grössen 

6 

erfüllen  also  die  in  Nr.  1  gestellten  Anforderungen  des  Funktions- 
Zusammenhanges,  und  es  kommt  nur  noch  darauf  an,  für  den- 
selben einen  Namen  und  ein  Zeichen  festzusetzen. 

8.  Erklärung.  —  Unter  dem  Cosinus  eines  spitzen  Win- 
kels a  im  rechtwinkligen  Dreieck  versteht  man  das  Verhältniss 
der  dem  Winkel  anliegenden  Kathete  b  zur  Hypotenuse  e. 

b 
cosa  =  — . 
c 

b 
Anm.    Da  es  für  den  Werth  des  Verhältnisses  — ,  also  des  cosa 

c 

gleichgültig  ist,  in  welchem  rechtwinkligen  Dreieck  man  den  Winkel  a  be- 
trachtet, so  folgt,  dass  der  cosa  eben  nur  eine  Funktion  des  Winkels  a  ist, 
die  von  der  Beschaffenheit  jenes  Dreiecks  ganz  unabhängig  ist. 

Eigenschaften  des  Cosinus.  —  1)  In  Nr.  7  wurde  gezeigt, 
dass,  wenn  der  Winkel  a  abnimmt,  das  Verhältniss  —  zunimmt. 


Ist  also 

cosa 

_ 

b 
— ,  cota. 

e           l 

^— 

b 

9 

cl 

und 

<*>av 

b        b 

» 

so  ist 

c  <"c? 

d.  h.: 

A 

cosa  <  cosav 

In  Worten:  Der  grössere  von  zwei  spitzen  Winkeln  hat  l. 
den  kleineren  Cosinus  (und  umgekehrt). 

2)  Nimmt  a  bis  0  ab,  während  b  unverändert  bleibt,   so 
rückt  B  nach  C,  es  wird  e  =  (,  und  man  hat 

cos  0=1.  2. 

Nimmt  a  bis  Ä  zu,  so  rückt  B  in  unendliche  Entfernung, 

C  wird  =oo,  und  —  =0  (Th.  I,  149).    Man  hat  also: 

cos  R  =  0.  3. 

Anm.    Es  sind  also  0  und  1  die  Grenzen,  zwischen  denen  der  Co- 
nus eines  spitzen  Winkels  sich  bewegt,  wahrend  der  Winkel  selbst  von 
bis  0  abnimmt.  —  Dass  der  Cosinus  eines  Winkels,  als  Quotient  zweier 
recken,  stets  eine  Zahl  ist,  folgt  aus  Th.  II,  19. 

9*  Die  Cosinus  von  Complementwinkeln.  —  Aus  der  Formel 
es  Pythagoräischen  Satzes,  a2  +  62  =  c2,  folgt : 


G) +(*)-»• 
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t 

i 

i 


r 


Nun  ist  nach  der  Definition  des  Cosinus  (Fig.  1) 

a   •  6 

—  =  cos  ß,  —  =  cos  a, 

c  c 

4.  also  cos1  a  +  cos* ß  =  1,*)  wenn  a  +  £  =  Ä. 

Anm.  Die  ans  4  sich  ergebende  Formel  eos  /9  =  -|-  VI  —  co*2  Ä  er" 
möglicht  die  Berechnung  des  Cosinus  eines  Winkels  aus  demjenigen  seines 
Complementwinkels.  Kennt  man  also  die  Cosinus  der  zwischen  0  und  45° 
liegenden  Winkel,  so  kann  man  mittelst  dieser  Formel  die  Cosinus  der 
zwischen  45°  und  Ä  liegenden  berechnen. 

10.  Cosinus  der  Summe  zweier  spitzer  Winkel.  —  Auf  einem 
Fig.  2.   *  nicht  gemeinsamen  Schenkel  des  einen 

von  zwei  anstossenden  Winkeln  cc  und  «j 
sei  die  Strecke 

AB=l 

abgetragen.  Um  dann  die  Winkel  a,  av 
a  +  ax  in  rechtwinklige  Dreiecke  zu  brin- 
gen,   fällt    man    BC1.AC,    CBX±ABV 

BCX±ACV    Dann  ist  im  Dreieck  ABC, 

cos  (a  +  ofj)  =  ACX  =  ABX  —  CXBV 

Zieht  man  dann  BA}  II ABX  bis  zum  Schnitt- 
punkt Ax  mit  der  Verlängerung  von  Bx  C,  so  ist  Cx  Bx  a  IM, 
(Th.  II,  126).     Also: 

ABX      AC  _  BA± 

AC   '     1  BC 

Nun  ist  nach  der  Definition  des  Cosinus 


cos  (er  +  ax)  =  ABX  —  BAX  = 


0C 

1 


1) 


AB 


l   — 


AC 


cosa 


i' 


2)  -f-  = 


J4C 


=  cos  a. 


Ferner  ist  AB^o,  CA^  (Th.  II,  245);  also,  wenn  ß  und  0,  die 
Complementwinkel  von  a  und  er,  sind,  AtBC  ==  BßA  =  ßv  und 

3)    ^  =  co,  /?, ;    4)    -r  =   ^  =  cos  ß. 

Setzt  man  die  Werthe  1)  bis  4)  in  dem  Ausdruck  für  cos(a+ax) 
ein,  so  folgt: 

5,    cos  (a  +  ofj)  =  cos  a .  cos  ctj  —  cosp.  cos  ßv  weun        ,   J  =  fl. 

Anm.     Diese  Formel  gilt  zunächst  nur,  wenn  nicht  allein  a  und  «j, 
sondern  auch  «  +  «i  spitz  ist. 


*)  Statt  (cosa)l  schreibt  man  gewöhnlich  cos*a  (Cosinusquadrat  «). 
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Cosinus  des  Doppelten  eines  Winkels.  —  Setzt  man  in  5. 
cr1=:a,  so  ist  auch  ßx—ß,  und  man  erhält: 

cos  2  a  z=  cos1  ol  —  cos2  ß.  6. 

Cosinus  der  Hälfte  eines  Winkels.  —  Durch  Addition  von 

4.  1  =  cos*  a  +  cos2  ß 

und  6.  cos  2  a  -=  cos2  a  —  cos2  ß 

folgt:         1  +  cos  2a  =  2  co*2  a; 

.  1/  l+co*2a 
also:  cosa  =  +y ^ , 

oder,  wenn  man  2a  =  y  setzt,  woraus  «  =  -£-  folgt: 

y         1  /  1  +  cos  y 

Anm.  Formel  7  ermöglicht  die  Berechnung  der  Cosinus  beliebig 
kleiner  Winkel,  die  man  durch  fortgesetzte  Halbirung  eines  Winkels  er- 
halt, dessen  Cosinus  man  kennt.  Formel  5  zeigt  dann,  wie  man  aus  den 
Cosinus  dieser  kleinen  Winkel  wieder  diejenigen  grosserer  zusammen- 
setzen kann. 

11.  Berechnung  der  Cosinus  spitzer  Winkel.  —  a)  cos  60°.  — 
Das  gleichseitige  Dreieck  wird  durch  eine  seiner  Höhen  in  zwei 
rechtwinklige  Dreiecke  getheilt,  in  deren  jedem  die  kleinere 
Kathete  die  Hälfte  der  Hypotenuse  ist.  Da  also  das  Verhält- 
niss  der  dem  Winkel  von  60°  anliegenden  Kathete  zur  Hypo- 
tenuse gleich  -\  ist,  so  hat  man 

cos  60°  =  \.  8. 

b)  cos  7,5°.  —  Aus  8  erhält  man  nach  7  (oder  4),  cos  30° 

=  -£-V3  =  0,8660.    Hieraus  weiter  nach  7,  cos  15°  =  0,9659, 
cos  7,5°  =  0,9914. 

Anm.  Die  hier  auftretenden  vierstelligen  Decimalbrüche  sind  natür- 
lich Näherungswerthe,  die  durch  numerische  Bestimmung  der  Quadrat- 
wurzel (Th.  I,  S.  174,  oder  mit  Hilfe  der  Logarithmen)  gefunden  werden. 

c)  Die  Cosinus  der  Vielfachen  von  7,5°.  —  Aus  den 
schon  bekannten  Cosinus  der  Winkel  von  7,5°  und  15°  findet 
man  nach  4,  cos  82,5°  =  0,1305,   cos  75°  =  0,2588.  —  Ferner 

lie  Cosinus  derjenigen  Vielfachen  von  7,5°,  welche  nicht  >  45° 
;ind,  nach  5,  cos  22,5°  =  cos  (15°  +  7,5°)  =  0,9238,  cos  37,5° 
=  co*  (30°+7,5°)=0,7934,  cos  45° =co*  (30°+ 15°) = 0,7071.— 
Endlich  die  Cosinus  derjenigen  Vielfachen  von  7,5°,  welche 
>  45°  sind,  nach  4,  cos  52,5°  =  0,6088,  cos  67,5°  =  0,3828.  — 
Die  folgende  Tabelle  giebt  diese  Resultate  geordnet  mit  An- 
gabe der  Differenzen  je  zweier  auf  einander  folgender  Cosinus« 
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ö! 


COS. 


1 


diff. 


45 

0,7071 

37,5 

0,7934 

30 

0,8660 

22,5 

0,9239 

15 

0,9659 

7,5 

0,9914 

0 

1,0000 

0,0863 
0,0726 
0,0579 
0,0420 
0,0255 
0,0086 


Anm.  In  dieser  Tabelle  ist  bei  cot  67,6°  und  oos  22,6°  die  oben 
berechnete  vierte  Decimalstelle  durch  die  genauere  ersetzt.  Da  dberbaapt 
die  Richtigkeit  der  letzten  Decimalstelle  unsicher  ist  (vgl.  Th.  I,  Nr.  164), 
so  wird  nachher  diese  Stelle  ganz  weggelassen  werden. 

d)  Die  Cosinus  der  Vielfachen  von  0,5°.  —  Diesel- 
ben können  aus  den  Zahlenwerthen  der  obigen  Tabelle  bis  auf 
3  Decimalstellen  genau  gefunden  werden,  wenn  man  für  jeden 
halben  Grad  zwischen  90  und  82,5  den  15*S  Theil  der  Dif- 
ferenz 0,1305,  also  0,0087,  ebenso  für  jeden  halben  Grad 
zwischen  82,5  und  75  den  15*£  Theil  der  Differenz  0,1283, 
also  0,00855  addirt  —  Auf  die  Intervalle  75°— 67,5°  und 
67,5° — 60°  angewendet  würde  dieses  Verfahren  auf  die  Diffe- 
renzen 0,00826  und  0,00782  führen,  deren  Unterschied  schon 
zu  gross  ist,  um  nicht  die  Richtigkeit  der  dritten  Decimalstelle 
zu  stören.  Theilt  man  aber  den  Unterschied  dieser  Differen- 
zen, 0,00044  in  15  gleiche  Theile  (0,00003),  und  bildet,  von 
0,00826  (als  der  mittelsten  Differenz  des  ersten  Intervallen) 
ausgehend,  durch  7-malige  Addition  und  22-malige  Subtraction 
von  0,00003  die  Differenzreihe  (mit  Weglassung  der  Nullen) 
847,  844,  841,  . . .  763,  760,  so  erhält  man  durch  successive 
Addition  dieser  Differenzen  zu  cos  75°  die  Cosinus  der  Winkel 
von  V*  zu  Vi  Grad  bis  60°.  —  Die  Abrundung  der  vierten 
Stelle  (nach  Th.  I,  169)  liefert  dann  die  drei  ersten  Decims  - 
stellen  aller  Cosinus  richtig.  (Nur  bei  73°  ist  gegen  die  Regi  l 
die  Erhöhung  der  letzten  Stelle  zu  unterlassen,  bei  64,5°  au1  • 
zuführen.)  Die  Berechnung  von  cos  0°  bis  cos  30°  erfolgt  dai  t 
nach  4,  .die  von  cos  30°  bis  cos  45°  nach  5,  endlich  die  voi  i 
cos  45°  bis  cos  60°  wieder  nach  4.  Auf  diese  Weise  erhäl ; 
man  die  folgende  Tafel. 
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Tafel  der  Cosinus  der  spitzen  Winkel  von  \  zu  \  Grad. 


cot 


0 


90 

89,5 

89 

88,5 

88 

87,5 

87 

86,5 

86 

85,5 


74,5 

74 

73,5 


0,000|75 

0,009 

0,017 

0,026 

0,035:73 

0,044 

0,052 

0,061 

0,0701 

0,078 


85 

84,5 

84 

83,5 

83 

82,5 

82 

81,5 

81 

80,5 


0,087 
0,096 
0,105 
0,113 
0,122 
0,131 
0,139 
0,148 
0,156 
0,165 


72,5 

72 

71,5 

71 

70,5 


eo» 


0,259 
0,267 
0,276 
0,284 
0,292 
0,301 
0,309 
0,317 
0,326 
0,334 


80 

79,5 

79 

78,5 

78 

77,5 

77 

76,5 

76 

75,5 


0,174 
0,182 
0,191 
0,199 
0,208 
0,216 
0,225 
0,233 
0,242 
0,250 


70 

69,5 

69 

68,5 

68 

67,5 

67 

66,5 

66 

65,5 


0,342 


0,350154,5 


0,358 
0,367 
0,375 
0,383 
0,391 
0,399 
0,407 
0,415 


o 


60 

59,5 

59 

58,5 

58 

57,5 

57 

56,5 

56 

55,5 


cos 


0,50045 


0,508 
0,515 
0,522 


0,530  43 


0,537 
0,545 
0,552 
0,559 
0,566 


55 


65 

64,5 

64 

63,5 

63 

62,5 

62 

61,5 

61 

60,5 


49,5 
,5 


0,423j50 

0,431 

0,43849 

0,44648 

0,45448 

0,462 

0,469 

0,477 

0,485 

0,492 


54 

53,5 

53 

52,5 

52 

51,5 

51 

50,5 


0,574 
0,581 
0,588 
0,595 
0,602 
0,609 
0,616 
0,623 
0,629 
0,636 


o 


44,5 

44 

43,5 


42,5 

42 

41,5 

41 

40,5 


cot 


] 


0,707 

0,713 

0,719 

0,725 

0,731 

0,737 

0,743  27 

0,749 

0,755 

0,760|25 


30 


40 

39,5 

39 

38,5 

38 

37,5 

37 

36,5 

36 

35,5 


0,766 
0,772 
0,777 

0, 

0,788 
0,793 
0,799 

0, 

0,809 

0,814 


47,5 

47 

46,5 

46 

45,5 


0,643 
0,649 
0,656 
0,663 
0,669 
0,676 
0,682 
0,688 
0,695 
0,701 


35 

34,5 

34 

33,5 

33 

32,5 

32 

31,5 

31 

30,5 


0,819 
0,824 
0,829 
0,834 
0,839 
0,843 
0,848 
0,853 
0,857 
0,862 


o 


29,5 

29 

28,5 

28 

27,5 


26,5 

26 

,5 


cot  \      °\  cot 


0,866 
0,870 
0,875 
0,879 
0,883 
0,887 
0,891 
0,895 
0,899 
0,903 


25 

24,5 
24 

783123,5 
23 
22,5 
22 

804121,5 
21 
20,5 


0,906 
0,910 
0,914 
0,917 
0,921 
0,924j 
0,927 
0,9301 
0,934 
0,937 


20 

19,5 

19 

18,5 

18 

17,5 

17 

16,5 

16 

15,5 


15 

14,5 

14 

13,5 

13 

12,5 

12 

11,5 

11 

10,5 


0,940) 

0,943 

0,946 

0,948 

0,951 

0,954 

0,956 

0,959 

0,961 

0,964 


0,966 
0,968 
0,970 
0,972 
0,974 
0,976 
0,978 
0,980 
0,982 
0,983 


10 

9,5 

9 

8,5 

8 

7,5 

7 

6,5 

6 

5,5 


0,985 
0,986 
0,988 
0,989 
0,990 
0,991 
0,993 
0,994 
0,995 
0,995 


5 

4,5 

4 

3,5 

3 

2,5 

2 

1,5 

1 

0,5 


12.  13.    Funktionen  spi 

2.  Die  übrigen  Fu: 

12.  Vorbemerkung.  —  Im  rechtwinkligen  Dreieck  (Fig.  1) 
Fig.  l.  lassen  sich  im  Ganzen  sechs  Seitenverhältnisse 
aufstellen,  nämlich: 

bau       c     c     b 


»  Von  diesen  ist  bis  jetzt  das  erste,  — ,  als  Funk- 
tion des  Winkels  a  nachgewiesen  und  bezeichnet 
worden.     Dasselbe  soll  im  Folgenden  mit  den 
■  übrigen  Verhältnissen  geschehen. 
13.  a)  Der  Sinus.  —  Nach  der  Definition  des  Cosinus  ist 
—  =  cot  ß.    Nun  ist  nach  4  cot  ß  oder  —  eine  Funktion  von 
cos  o,  also  auch  von  a.    (Nr.  1  am  Schluss.) 

Erklärung.  —  Unter  dem  Sinus  (sin)  eines  spitzen  Win- 
kels a  im  rechtwinkligen  Dreieck  versteht  man  das  Verhältniss 
der  dem  Winkel  gegenüberliegenden  Kathete  a  zur  Hypo- 
tenuse c. 


b)  Die  Tangens.  —  Da      :      =  -.-,  so  ist  auch  --  eine 
'  c     c        t>  b 

Funktion  von  a. 

Erklärung.  —  Unter  der  Tangens  (tg)  eines  spitzen  Win- 
kels a  im  rechtwinkligen  Dreieck  versteht  man  das  Verhältniss 
der  dem  Winkel  gegenüberliegenden  Kathete  a  zur  anliegenden 
Kathete  6. 


c)  Die  Seeans,  Cosecans,  Cotangens.  —  Wie  — ,  —  und    -, 

so  sind  auch  die  umgekehrten  Werthe  dieser  Brüche,  näml   h 

— ,       und  — ,  Funktionen  von  a. 
b     a  a 

Erklärungen.  —  Unter  der  Seeans  (*cc)  eines  spite  n 
Winkels  a  versteht  man  den  umgekehrten  Werth  seines  Co  i- 
nus;    unter  der  Cosecans  (cotec)   den   umgekehrten  We:  h 
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seines  Sinus;    unter  der  Cot&ngens  (cot)  den   umgekehrten 
Werth  seiner  Tangens. 


Uebersieht  der  sechs  Seitenverhältnisse  im  rechtwinkligen 
Dreieck,  und  der  durch  sie  dargestellten  Funktionen  des  Win- 
kels a. 


sec  a    |  cosec  a 


14.  Eintheilung  der  Funktionen  nach  ihrem  Zusammenhange.  — 
a.)  Coordinirte  Funktionen.  —  Aus  den  Definitionen  der  sechs 
Funktionen  (oder  wenn  man  im  Dreieck  ABC  oder  in  U  gleich- 
zeitig o  mit  b,  und  a  mit  ß  vertauscht),  folgt: 

sin  ß  =  -  -  =  cos  a ;      lg  ß  =     =  cota;     sec  ß  =  --  =  cosec  a; 

cos  ß=       =  sin  a ;    cot  ß  =  , -  =  In  a:    cosec  ß  =  ■     =  sec  a. 
c  b        J  b 

Vermöge  dieses  Zusammenhanges  heisseu  Sinus  und  Cosinus 
einander  coordinirt;  ebenso  Tangens  und  Cotangens,  Secans 
und  Cosecans.  Und  die  letzten  Formeln  enthalten  zusammen 
eleu  Satz: 

Jede  Funktion  eines  spitzen  Winkels  ist  gleich  10. 
(1    r  coordinirten  Funktion  seines  Complementwinkels. 

Aura.  Hiernach  zerfallen  die  sechs  Funktionen  in  drei  l'aare 
c  >rdinirter  Funktionen.  —  In  der  Uebersiobt  9  ist  jedes  der  drei 
1'     .re  von  dein  folgenden  durch  einen  Dop  pol  strich  getrennt. 

b)  Reciproke  Funktionen.  —  Zwei  Funktionen  heissen  re- 
c  irok  zu  einander,  wenn  die  eine  der  umgekehrte  Werth 
il  ■  andern  ist.  Demnach  sind  reeiprok:  Sinus  und  Cosecans, 
C    ;inus  und  Secans,  Tangens  und  Cotaugeus. 


12  14.  15.   Funktionen  spitzer  Winkel 

Anm.  Hierdurch  zerfallen  die  sechs  Funktionen  in  drei  Paare 
reoiproker  Funktionen.  In  der  Uebersicht  9  stehen  die  beiden  Funk- 
tionen jedes  dieser  Paare  einander  symmetrisch  gegenüber.  —  Tangens 
und  Gotangens  sind  gleichzeitig  reoiprok  und  ooorcünirt.  —  Man  Qbe  sich, 
zu  jeder  gegebenen  Funktion  die  coordinirte  und  die  reciproke  anzugeben. 

15.  Eintheüung  der  Funktionen  nach  ihrem  Wachsthum.  — 
In  Nr.  7  wurde  gezeigt,  dass,  wenn  im  rechtwinkligen  Dreieck 
p.     l        (Fig.  1)  der  Winkel  a  bis  a.  abnimmt,  während 
g>  b  ungeändert  bleibt,   zwischen  den  Seiten  der 

Dreiecke  abc  und   a1b1cl  die  Beziehungen  be- 
stehen : 

1)  aj  <a;  Cj  <c. 
Ausserdem  ist 

2)  ax<a-9    ß<ßy 
Aus  1)  folgt: 

°i^a      b  .     b      c\  ^  c      f>  ^    b 
b   *  b'    ax*  a'    b   *  b'    cx*  c' 
oder  (9) 

3)  tg^Ktga-,  cota^cola-,  sec^Kseca]  cosa^cosa. 

Ferner  ist  nach  10 

cosec  ß  =  sec  a ;     sin  ß  =  cos  a ; 

cosec  ßx  =  sec  ax ;  sin  ßx  =  cos  ax ; 

also  nach  3) 

4)  cosec  ß  >  cosec  ß{ ;  sin  ß  <  sin  ßx . 

Aus  den  Formeln  2),  3),  4)  folgt  nun,  dass  zu  dem  klei- 
neren von  zwei  Winkeln  die  kleinere  Sinus-,  Tangens-  und 
Secans-Funktion,  aber  die  grössere  Cosinus-,  Cotangens-,  und 
Cosecans-Funktion  gehört.  Oder:  wenn  der  Winkel  abnimmt, 
so  nehmen  die  ersteren  Funktionen  ab,  die  letzteren  zu. 

Vermöge  dieses  Zusammenhanges  heissen  Sinus,  Tangens, 
Secans,  welche  sich  mit  dem  zugehörigen  Winkel  in  gleichem 
Sinne  ändern,  zusammen  directe  Funktionen;  dagegen  Cosinus, 
Cotangens,  Cosecans,  welche  sich  mit  dem  zugehörigen  Winkel 
in  entgegengesetztem  Sinne  ändern,  indirecte  Funktionen 
(Cofunktionen).  —  Man  kann  demnach  das  letzte  Resultat 
in  der  Form  aussprechen: 
li.  Nimmt  ein  spitzer  Winkel  zu,  so  nehmen  se    e 

directen  Funktionen  zu,  seine  indirecten  ab. 

Anm.    Hiernach  zerfallen  die  sechs  Funktionen  in  zwei  Tripel  — 

In  der  Uebersicht  9  stehen   die  directen  Funktionen  an  ungerader,  ie 

indirecten  an  gerader  Stelle.  —  Man  gebe  den  gemeinsamen  Namen  m 

zwei  beliebig  gewählten  Funktionen  an.     Welche  Paare  lassen  sich  ui  er 
keinen  gemeinsamen  Namen  bringen? 


16.  17.   Funktionen  spitzer  Winkel.  13 

16.  Die  Grenzwerthe  der  Funktionen  eines  spitzen  Winkels.  — 
a)  Nimmt  im  rechtwinkligen  Dreieck  der  Winkel  a  bis  0  ab, 
während  b  ungeändert  bleibt,  so  wird  a  =  0,  c  =  6.  Dann 
folgt  aus  9: 

m0  =  0;    tyO=sO;        secO  =  l; 

cos 0=1;  cof  0  =  oo;  c<wee0  =  GO. 
b)  Nimmt  dagegen  der  Winkel  a  bis  R  zu,  so  rückt  B 
auf  CB  (Fig.  1)  in  unendliche  Entfernung,  a  und  e  wachsen 
ins  Unendliche,  und  ihr  Verhältniss  nähert  sich  der  Einheit 
als  Grenze.    Dann  folgt  aus  9: 

5tnJS=l;    tyß  =  co;   $ecJ?  =  oo; 
cosR=zO;  cofR  =  0;  cosecRz^l. 

Aus  der  Vergleichung  von  12  und  13  folgt,  dass  der 
Satz  10  auch  noch  für  die  Funktionen  der  Grenzwinkel  0  und 
R  gilt.  Ferner  folgt,  dass  für  einen  spitzen  Winkel  stets  Sinus 
und  Cosinus  zwischen  0  und  1,  Fig.  3. 

Tangens  und  Gotangens  zwischen  0 

0  und  00,  Secans  und  Cosecans 
zwischen  1  und  oo  liegen.  Diese 
Beziehungen  sind  durch  Fig.  3 
veranschaulicht.  ***///      WY* 

Anm.  Li  nebenstehender  Figur 
drucken  die  Richtungen  jedes  Pfeiles 
die  Aenderungen  eines  Winkels  von  0 
bis  B  aus,  und  die  gleiche  Richtung 
der  parallelen  Dreiecksseite  drückt  die 

f  leichzeitige  Aenderung  der  neben  dem 
feile  stehenden  Funktion  aus. 

17.  Bestimmung  von  Winkeln  und  Funktionen  durch  einander 

Aus  den  oben  gegebenen  Definitionen  der  trigonometrischen 
Funktionen  folgt,  dass  der  Werth  jeder  Funktion  durch  den 
gegebenen  Winkel  vollständig  bestimmt  ist.  Aber  auch  umge- 
kehrt ist  die  Grösse  eines  Winkels  durch  einen  zugehörigen 
Funktionswerth  vollständig   bestimmt.     Denn  wenn  zu  einem 

1  gebenen  Funktionsweise  zwei  verschiedene  Winkel  gehörten, 
i  widerspräche  dies  dem  Satze  11,  nach  welchem,  wenn  einer 
<  eser  Winkel  in  den  andern  übergeht,  auch  der  zugehörige 
;  wktionswerth  beständig  grösser  oder  beständig  kleiner  wer- 
1  1  muss,  also  jedenfalls  die  ursprungliche  Grösse  nicht  wieder 
;  nehmen  kann. 

Wie  jede  Funktion  durch  den  zugehörigen  Winkel,  so  ist 
i    ch  jede  Funktion  eines  Winkels  durch  eine  andere  Funktion 


J 


«?: 


14  17.  18.    Funktionen  spitzer  Winkel. 

desselben  Winkels  vollständig  bestimmt,  und  kann  durch  sie 
ausgedrückt  werden.  Dies  geschieht  mit  Hilfe  der  folgenden 
Formeln : 

Nach  4  ist  cos2  a  +  cos2  ß  =  1 ; 

nach  10:  cos  ß  =  sin  er, 

14.  folglich :  cos2  a  +  sin2  a  =  1. 

Ferner  folgt  aus  9: 

**'w  er 

16.  —  tga. 

co*  er        J 

a)  Mittelst  der  Formeln  14  und  15  kann  nun  jede  der  drei 
Funktionen  Sinus,  Cosinus,  Tangens  durch  eine  der  beiden 
anderen  ausgedrückt  werden,  b)  Ebenso  jede  der  drei  Funk- 
tionen Gosecans,  Secans,  Cotangens  durch  eine  der  beiden  an- 
dern, wenn  man  in  14  und  15  jede  Funktion  durch  die  zu  ihr 
reeiproke  ausdrückt,  c)  Endlich  jede  der  drei  ersten  (letzten) 
Funktionen  durch  jede  der  drei  letzten  (ersten),  wenn  man  in 
jeder  der  in  a)  erhaltenen  Formeln  eine  der  beiden  Funktionen 
durch  die  zu  ihr  reeiproke  ausdrückt. 

Anm.  Man  bestimme  die  Anzahl  aller  dieser  Formeln,  und  löse 
Aufgaben,  wie:  Die  fünf  übrigen  Funktionen  durch  den  Cosinus  auszu- 
drücken. 

[;■  18.   Berechnung   von   Funktionen   spitzer   Winkel.  —  Vor- 

bemerkung. —  Aus  Nr.  17  folgt,  dass,  wenn  der  Werth  einer 
Funktion  eines  spitzen  Winkels  (z.  B.  des  Cosinus)  bekannt 
ist,  daraus  die  Werthe  aller  übrigen  Funktionen  berechnet 
werden  können.  —  Um  nun  den  Werth  irgend  einer  Funktion 
eines  spitzen  Winkels  berechnen  zu  können,  muss  dieser  Win- 
kel einem  rechtwinkligen  Dreieck  angehören,  in  welchem  eine 
Seite  allein  durch  eine  zweite  (ohne  Benutzung  der  dritten) 
ausgedrückt  werden  kann.  Denn  nur  dann  wird  das  Verhält- 
niss  dieser  Seiten  eine  blosse  Zahl  sein.  Diese  Bedingung 
erfüllen  aber  nur  diejenigen  rechtwinkligen  Dreiecke,  welche  ; 
Hälften  von  Bestimmungsdreiecken  in  elementar  construirbaren 
regelmässigen  Polygonen  sind.    Denn  nach  Th.  II  Nr.  156—160 

lassen   sich  die  Katheten  -^  dieser   rechtwinkligen  Dreiecke 

allein  durch  die  Hypotenuse  r  ausdrücken.  —  Es  sind  für 
diesen  Zweck  nur  noch  die  Bestimmungsdreiecke  des  regel- 
mässigen Vierecks  und  Zehnecks  zu  betrachten,  da  das- 
jenige des  Sechsecks  bereits  oben  (Formel  8)  den  cos  60°  ge- 
liefert hat,   und   das   des  Fünfzehnecks  Winkel  enthält,  für 


T 


.  19.   Funktionen  spitzer  Winkel. 
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welche  zunächst  der  Cosinus  besser  mittelst  $&c  Formeln  5 
und  1  bestimmt  wird.  Diese  letzteren  Formeln  machen  auch 
die  Betrachtung  der  aus  dem  6-,  4-,  10-  und  15-Eck  ableit- 
baren Polygone  überflüssig, 

a)  Funktionen  des  Winkelt  von  60°.  —  Nach  Formel  8  ist 

c<w  60°  =  f. 

b)  Funktionen  des  Winkels  von  45°.  —  Das  Bestimmungs- 
dreieck des  Quadrates  ist  gleichschenklig -rechtwinklig,  also 
a~b.    Dann  folgt  aus  9 : 

(J45°  =  l.  1 

c)  Funktionen  des  Winkels  von  72°.  —  Ist  x  die  Seite  des 
regelmassigen  Zehnecks,  und  r  der  Radius  des  unibeschriebenen 
Kreises,  so  ist  (Th.  II,  368) 

ar*  =  r(r_x), 

woraus  folgt:  x  =      (Nfö  — 1). 

Fällt  man  nun  im  Bestimmungsdreieck  des  regelmässigen 
Zehnecks  die  Höhe  auf  die  Basis,  so  ist 

co»  72°  =  ~, 

oder,  wenu  man  x  durch  seinen  eben  gefundenen  Werth  ersetzt: 

*„.72°  =  ^L— .  1 

4 

An  tu.  Man  berechne  a)  die  Übrigen  Funktionen  der  Winkel  von 
60«,  450i  720,  b)  den  Cosinus  und  die  Übrigen  Funktionen  der  Winkel  von 
SO0,  15»,  36»,  18*,  9»,  c)  den  Cosinus  und  die  übrigen  Funktionen  solcher 
spitzer  Winkel,  die  aus  den  angegebenen  durch  Addition  entstehen. 

19.  Geometrische  Darstellung 
der  Funktionen  eines  spitzen  Win- 
kels. —  Beschreibt  man  aus  der 
Ecke  A  eines  bei  C  rechtwink- 
ligen Dreiecks  ABC  eine  Kreislinie 
1  mit  der  Hypotenuse  AB  als  Radius, 
und  setzt  AB  =  1,  so  ist  (Fig.  4) 

Verlängert  man  AC  bis  C.,  und  AB 
bis  zum  Schnittpunkte  Bl  mit  der 
in  C,  gezogenen  Tangente,  so  ist 
~ÄBCr»A~B~C~i  (Th.  H,  245),   und 


Fig.  4. 


16  tf.  SO.    F.aktio.em  ipitzcr  > 

BC       B 

,,  AB        A 

Fahrt  man  dieselben  Constructione 
plementwinkel  »on  a,  aus,  so  erhä) 
TOD  10: 

■   „,_   M 

4,    ».»«.ftK-jj 

5)  «rfa  =  tgß=~ 

AB 

6)  co»eca=stcß=-—j: 

Anm.    Am  dem  Umstände,  das«  bei  dieser  geometrisoben  Darstellung 
der  Funktionen  die  Sirecken  IjCi  und  SjDi  Tingelten,  dagegen  ABy 
AB}  Seoautcn  iter  Kreislinie  sind,  erklären  sich  die  Kamen  der  Funkti 
Tangens    und    Secans,    sowie    Cotangena    und    Coaeoana    (tangens,    ae 
comnlementi).     Die  Bedeutung  des  Namens  sinus  ■.  im  Register. 

IL  Funktionen  beliebiger  Winkel. 

1.  Der  Cosinus. 
20.  VorbemerkmQ.  —  Um  den  Begriff  des  Cosinus 
beliebige  Winkel  ausdehnen  zu  können,  muss  eine  neue  I 
nition  dieser  Funktion  aufgestellt  werden.  Diese  Definii 
mnss  erstens,  damit  kein  Widersprach  entsteht,  die  frü 
für  den  spitzen  Winkel  gegebene  als  speciellen  F 
in  sich  schliessen.  Zweitens  kann  man  verlangen,  c 
die  für  die  Cosinus  spitzer  Winkel  geltenden  Formeln  4  un 
auch  für  stumpfe  Winkel  in  Geltang  bleiben.  Ist  nun  in 
Formel  5 
cot  (a + Oj)  —  cot  a .  cot  a1  —  cotß.  cotß,     («  +  /?=  «,  +  (?,= 

«>4&°  and  a,>45°,  so  ist  /S<45°  und  0,<45°,  mil 
co»  a<  cotß  und  cotal<kcotß1  (11),  folglich  cot  a.  cot  a 
cotß.  cot  ßv  Es  ist  also  cot(a  +  o()  in  diesem  Falle  nega 
und  da  gleichzeitig  a  +  a,  ein  Stampfer  Winkel  ist,  so  z< 
sich,  dass  die  Formel  für  stumpfe  Winkel  nur  dann  in  Gelt 
bleiben  kann,  wenn  man  den  Cosinus  eines  stump 
Winkels  als  negativ  ansieht.     (Die  Formel  4  wird  s 


20.  81.   Funktionen  beliebiger  Winkel. 
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später  als  specieller  Fall  von  5  ausweisen ;  daher  braucht  hier 
ihr  Weiterbestehen  nicht  untersucht  zu  werden.) 

Um  die  erste  Forderung  zu 
erfüllen,  machen  wir  die  beiden 
Schenkel  eines  beliebigen  Win- 
kels a  einander  gleich  (SA  =  SB, 
Fig.  5),  projiciren  einen  Schen- 
kel SB  (den  Endschenkel)  auf 
den  anderen  SA  (den  Anfang  s- 
schenkel),  und  verstehen  unter 
dem  Cosinus  des  Winkels  a  den 
Quotienten  aus  dieser  Projection 
SB1  und  dem  Anfangsschenkel  SA. 

Anm.  Im  spitzwinkligen  Dreieck 
SßBi  (Fig.  5a)  würde  nach  der  froheren 


Fig.  6b. 


Definition  cos  a  = 


_  8B\ 


SB 


sein.    Da  nun 


SB=zSA  ist,   so  sieht  man,   wie  für 

spitze  Winkel  die  neue  Definition  mit 

der  alten  übereinstimmt. 

Um  die  zweite  Forderung  zu  erfüllen,  bezeichnen  wir 

SB 
den  Quotienten  -„-*  als  positiv,  wenn  die  Strecken  SBX  und 

SA   gleiche,    als   negativ,    wenn   sie   entgegengesetzte 
Richtung  haben. 

Anm.  Die  Darstellung  des  Gegensatzes  der  Richtungen  auf  einer 
Geraden  durch  positive  und  negative  Zahlen  ist  bereits  in  Th.  II,  Nr.  22 
und  23  ausgeführt  worden  Ebenso  die  Lehre  von  der  Projection  mit 
Berücksichtigung  dieses  Gegensatzes  in  Th.  II,  Nr.  140.  —  Aus  Fig.  6b 
ist  ersiohtlich,  dass  bei  Berücksichtigung  dieses  Gegensatzes  der  Cosinus 
des  stumpfen  Winkels  a  in  der  That,  wie  verlangt,  durch  eine  negative 
Zahl  ausgedrückt  wird.  —  Zu  beachten  ist,  dass  bei  dieser  neuen  Auffas- 
sung des  Streckenbegriffs ,  durch  welche  die  Richtung  der  Strecke  als 
wesentliches  Unterscheidungsmerkmal  herangezogen  wird,  nur  Quotienten 
von  Strecken  auf  derselben  oder  auf  parallelen  Geraden  die  Bedeutung 
einer  reellen  Zahl  haben  (vgl.  Th.  II,  Nr.  34).  Solche  Quotienten  werden 
daher  auch  im  Folgenden  ausschliesslich  benutzt. 

21.  Erklärung.  —  Unter  dem  Cosinus  eines  beliebigen 
W  kels  a,  dessen  Schenkel  gleich  lang  gemacht  sind,  versteht 
in;  a  die  Projection  des  einen  Schenkels  auf  den  andern,  divi- 
do    durch  den  andern. 

COSa  =  ~SAL  ^Fig'  5^# 


Anm.    Die  Grösse  des  Verhältnisses 

kl  »gel,  £lementar-M»tham*ük.  IU. 


Sil 


also  des  cos  *,  i«t  von  der 


% 


21—28.    Funktionen  beliebiger  Winkel. 

der  auf  den  Schenkeln  abgetragenen  Streck«  unabhängig.  Denn  fei 
-.SB*  eine  andere  auf  den  Schenkeln  abgetragene  Strecke,  und  8«V 

■ojeetion  von  SBl  auf  SA',  so  ist  ?V  =  -~£-  (Th.  II,  349)  = -|£, 
-grjf  —  -—-.  —  Die  Grosse  dee  ««  «  ist  aber  auch  von  der  Wahl 
l  projicirenden  Schenkels  nnabhängig.  Denn  ist  SA,  die  Projecnon 
U   auf  SB  (Fig.  6),   so   iat  TOB,  *V SXä ,   alao   SAi  —  SB,,   und 

88, 
=  1T  =  — " 

Da  die  Definition  des  Cosinus  eines  Winkels  nur  die 
nng  seiner  Schenkel  berücksichtigt,  nicht  aber  die  Grösse 
Drehung,  durch  welche  ein  Schenkel  in  die  Richtung  des 
ii  gelangen  kann,  so  sind  die  Cosinus  aller  Winkel,  welche 
tben  Schenkel  haben,  oder  deren  Schenkel  sich  zur  Deckung 
en  lassen,  einander  gleich.  Nennt  nun  solche  Winkel 
ruent,  so  gilt  demnach  der  Satz: 
kongruente  Winkel  haben  gleiche  Cosinus. 

cot  (4nfl  ±  a)  —  cot  a, 
i  n  die  Null  und  alle  ganzen  Zahlen  bedeutet 

anm.  Die  verschiedenen  Bedeutungen  eines  durch  «eine  Schaukel 
man  Winkels  sind  in  Th  TI,  Nr.  SS  enta  Anm.,  Nr.  44  totste  Ann. 
»ndergesetzt.  —  Congruent  sind  demnach  insbesondere  1)  iwei  Win- 
ie  sioli  nur  tun  eine  ganze  Anzahl  von  Umdrehungen  unterscheiden 
1  4>A-|-(t),  2)  zwei  Winkel,  die  zusammen  4R  betragen  («  and 
«),  8)  zwei  Winkel,  die  flieh  nur  durch  den  Sinn  der  Drehung  un- 
riden  (-4-  «  und  —  a).  —  Man  sieht,  daaa  alle  diese  Winkel  in  dem 
icko  4«fi±a  enthalten  sind. 

\us  18  folgt  u.  a.  für  n=0  und  das  untere  Zeichen  von  er: 
cot  (_  ß)  =  cot  a. 

12.  Die  Cotinui  von  Supplementwinkeln.  —  Sind   a   und  f 

Fig.  6.  (Fig.  6)  zwei  Nebenwinkel,  so  ist 

SB.  SB. 

oder,  da  SC^-SA  ist: 
cot  y  =  —  cot  er, 
-A    oder:  cot(2R  —  a)  —  —  cota. 

13.  Die  Cosinus  der  Grenzwinkel  2B,  3B,  4R.  —  h  t 
in  20  o  =  0,  so  folgt 

cot  2  R  =  -  cw  0  =  —  1.    (2) 
inier  der  Winkel  2H  congruent  mit  B  ist,  so  ist  nac    . 
co*3R  =  cotR  =  Q.    (3) 


23 — 25.    Funktionen  beliebiger  Winkel. 
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21. 


Da  endlich  der  Winkel  41t  congruent  mit  0  ist,  so  ist  nach  18 

cos  4Ä  =  <?o#0  =  +  l.    (2) 
Also,  zusammengestellt: 

cos      0,     Ä,     2Ä,     3X:4JR  ... 

=  |  +  1,     0,    -1,      0  i+1  ... 

Nennt  man  die  Winkel  zwischen  0  und  R,  R  und  2Ä, 
2R  und  3fi,  3Ä  und  4Ä  bezw.  die  Winkel  im  ersten, 
zweiten,  dritten,  vierten  Quadranten,  so  folgt  aus  21: 

Der  Cosinus  eines  Winkels  ist  im  ersten  und  vierten  22. 
Quadranten  positiv,  im  zweiten  und  dritten  negativ.  —  Der 
Cosinus  eines  Winkels  nimmt  zwischen  +1  und  —  1 
im  ersten  und  zweiten  Quadranten  ab,  im  dritten  und  vier- 
ten zu. 

24.  Produet  zweier  Cosinus.  —  Aus 
einem  Punkte  5  seien  drei  gleichlange 
Strecken  gezogen,  SC,  SB,  SA.  Pro- 
jicirt  man  nun  SC  auf  SB,  und  diese 
Projection  wieder  auf  SA,  so  ist,  wenn  / 

BSC  =  ß  und   ASB  =  a   gesetzt    wird 
(Fig.  7): 


Fig.  7a. 


/ 


SC 


SB, 


C3B1    A 


CO*  /¥  =    ~l-  =   ~l- 


co*  a  = 


*X 


Fig.  7b. 


daher  durch  Multiplication : 


cos  a .  cot  ft  = 


SC1 

SA 


Ju  Worten:  Projicirt  man  von  drei  — 
aus  einem  Punkte  gehenden 
Strecken  die  erste  auf  die  zweite,  und  diese  Pro- 
jection auf  die  dritte,  so  ist  die  letzte  Projection, 
dividirt  durch  die  dritte  Strecke,  gleich  dem  Pro- 
1     cte  der  Cosinus  der  beiden  Zwischenwinkel. 

Anm.  Fig.  7a  zeigt  die  Construction,  wenn  beide  Zwiscbenwinkel 
i  z  sind,  Fig.  7b,  wenn  einer  derselben  stumpf  ist.  —  Der  Satz  23  läset 
t        auob  auf  mehr  als  zwei  Winkel  ausdehnen 

25,  Cosinus  der  Summe  zweier  Winkel.  —  Um  den  Cosinus 
i  ■  Summe  zweier  beliebiger  Winkel  ASB  =  a  und  BSCz=ß 
i  g.  8)  durch  die  Cosinus  von  a  und  ß  auszudrucken,  verlän- 
i     t  man  AS,  errichtet  SD±SB,  macht  SA=zSB  =  SC=SD, 


23. 


26.   Funktionen  heliehigew  Winkel. 
\ 

hält  so  die  Winkel  CSD  =  R-ß  und  DSE=R-a 
[,  58).  —  Projicirt  man  dann,  wie  in  der  vorige.«  Nr., 
SC  auf  SB,  SC1  auf  A4;  fer- 
ner SC  auf  SD,  SC3  auf  SA, 
endlich  SC  auf  SA,  so  ist 

1}  co*  («  +  fl  =-*£<>-. 

Nun  ist 

2)  SC0=SCa  +  CaC0(Th.II,23). 
— ^  Da     feiner    S<£CC3     ein 

Rechteck  ist  (drei  Winkel  sind 
3  ist  CßtzSCg,  also  besteht  zwischen  den  Projectionen 
ind  SCi  dieser  Strecken  die  Beziehung: 

3)  CiC0=:SCi  (Th.  II,  349). 
eh  ist,  wenn  man  3)  in  2)  einsetzt: 

SC„  =  SC2  +  SCV 
es  in  l)  eingesetzt,  giebt: 

4)  ■"(•  +  Ä«-S> 

t  nach  23: 


Ol 


A4  ' 


») 


5C2 
Sä 
SCt 

SÄ 


■t  CSD .  cos  DSA  =  cos  (R-ß) .  cos  (R+  o), 

la  R  +  a  und  fl_«  Supplementwinkel  sind,  und  in  Folge 
nacli  20 

cot  (R  +  a)  =  ~  cos  (R  _  a) 

6)  -^*-  =  -  co*  {fl  -  ß]    cos  (ii  _  «). 

nun  endlich  ö)  und  6)  in  4)  ein,  so  folgt: 

os  (a  +  /?)  =  cos  a  .  cos  ß  —  cos  (fl  _  a) .  cos  (fl  _  ß), 

am.     Die  Ableitung  dieser  Formel  bleibt  ungeändert,  wie  auch  a 

n  und   ß  beschaffen   sein  mögen.   —   Der   Vergleich   mit  5   ze  , 

ütere  Formel  in  der  That,  wie  verlangt  wurde,  nunmehr  für  be  - 

inkel  gilt.     Daatelhe   findet   natürlich   für  die  aus   6   »bgeleit*  i 

i  6  und  7  statt.    Uebrigens  wird  Formel  24  ihre  definitive  Ges  t 
.  Hilfe  des  Sintu-Begriäe«  erhalten. 
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26—28.    Funktionen  beliebiger  Winkel.  21 

2.  Die  übrigen  Funktionen. 

26.  Vorbemerkung.  —  Wie  der  Begriff  des  Cosinus,  so 
bedürfen  auch  diejenigen  der  übrigen  Funktionen  einer  Erwei- 
terung, und  zwar  einer  solchen,  welche  ihre  Beziehungen  zum 
Cosinus  unverändert  lässt.  Wir  defmiren  daher  die  übrigen 
Funktionen  mit  Hilfe  des  Cosinus,  und  erreichen  dadurch 
ausserdem  den  Vortheil,  dass  ihre  Eigenschaften  sich  aus  denen 
des  Cosinus  durch  blosse  Rechnung  ableiten  lassen. 

27.  Erklärungen.  —  a)  Unter  dem  Sinus  eines  beliebigen 

Winkels    a   versteht   man    den    Cosinus    seines   Complement- 

winkels.  /n       . 

stn  a  =  cos  {R  _  a).  25. 

b)  Unter  der  Tangens  eines  beliebigen  Winkels  versteht 
man  den  Quotienten  zwischen  Sinus  und  Cosinus  des  Winkels. 

sin  a 

tg  <x  = .  20. 

°  cos  a 

c.)  Unter  Secans,  Cosecans,  Cotangens  eines  belie- 
bigen Winkels  a  versteht  man  bezw.  die  reciproken  Werthe 
von  Cosinus,  Sinus,  Tangens  des  Winkels. 

1  1  <  l 

seca=     ;    coseca=z     - ;  cota=- .  27. 

cos  a  stna  tg  a 

Anm.  Mit  Hilfe  der  Formeln  25,  26,  27  lassen  ßich  alle  übrigen 
Funktionen  durch  den  Cosinus  allein  ausdrücken.  —  Unter  den  Eigen- 
schaften der  Funktionen  werden  künftig  in  der  Regel  nur  diejenigen  von 
cos,  »in  und  ty  berücksichtigt  werden,  da  mittelst  27  die  Eigenschaften  der 
drei  übrigen  Funktionen  sich  leicht  aus  jenen  ableiten  lassen. 

28.  Beziehungen  zwischen  den  Funktionen  zweier  von  ein- 
ander abhängiger  Winkel.  — 

a)  Complementwinkel.  —  Den  Cosinus  des  Complement- 
winkels  giebt  25.  Den  Sinus  erhält  man,  wenn  man  in  25 
(J?  —  a)  für  a  setzt,  die  Tangens  aus  beiden  Funktionen  nach 
26.  —  So  folgt: 

cos  (R  —  er)  =  sin  a;  sin  (R  —  a)  =  cos  a;  tg  (R  —  et)  =  cot  a.      28 

V    »ollständigt  man  diese  Formeln  mittelst  27,  so  erkennt  man, 
d    '8  der  Satz  10  auch  für  beliebige  Winkel  gilt. 

b)  Supplementwinkel.  —  Den  Cosinus  des  Supplementwinkels 
gi  i>t  20.  Den  Sinus  erhält  man,  wenn  man  in  25  (2Ä  —  a) 
h    a  setzt,  die  Tangens  aus  26.  —  So  folgt: 

sin  (2R  -  a)  =  cos  [R  _  (2Ä  -  a)]  =  cos  (a  _  R) 

=  cos  (Ä  _  a)  (nach  19)  =  sin  a  (nach  25). 
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28—30.    Funktionen  beliebiger  Winkel. 


Also: 
*9.  cos(2R—a)=  —  cosa-y  tin(2R—a)=zsina)  tg(2R-a)  =  —  tga. 

Supplementwinkel  haben  gleiche  Sinus,  aber  ent- 
gegengesetzte Cosinus. 

c)  Entgegengesetzte  Winkel.  —  Den  Cosinus  des  entgegen- 
gesetzten Winkels  giebt  19.  Den  Sinus  erhält  man,  wenn  man 
in  25  (—<*)  für  er  setzt,  die  Tangens  aus  26.  —  So  folgt: 

sin  (—  et)  —  cos  (R  +  a)  =  —  cos  (R  —  a)  (nach  23a) 

—  —  sina  (nach  25). 
Also : 
30.        cos  (—  a)  =  coe  a;  ein  (_  a)  —  —  sin  «r;  ig  (—  a)  =  —  ig  am 

Entgegengesetzte  Winkel  haben  entgegengesetzte 
Sinus,  aber  gleiche  Cosinus. 

29.  Funktionen  der  Grenzwinkel  2R,  3R9  4R.  —  Die  Co- 
sinus der  Grenzwinkel  giebt  21.  Hieraus  erhält  man  die  übri- 
gen Funktionen  mittelst  25 — 27.  Die  Resultate  sind  in  der 
folgenden  Tabelle  zusammengestellt. 


31. 


il 

'   sin 

cot 

1          1          1 
tg       cot      sec   1  cosec 

0    l    0 

+  1 

0     !+OD 

+  1 

Too 

ä  !  +i 

0 
-l 

"V 

+  1 

+oo     0 

±QO!   +1 

2ff  ü    0 

'! 

3ff  \  -1 
4  ff       0 

0 

-QO 

-QO     -1 

±QO 

0 

Too 

-1 

Too 

0 

+  QO 

+  1 

Anm.  Die  Bestimmung  des  Vorzeichens  von  OD  bei  den  beiden 
letzten  Funktionen  erfolgt  durch  die  Bemerkung,  dass  der  Uebergang  der 
Funktion  aus  dem  Positiven  ins  Negative  durah  den  Werth  QO  hindurch 
stattfindet  (bei  den  übrigen  Funktionen  erfolgt  er  durch  0  hindurch.  Vgl. 
Th.  II,  8.  43  unten!) 

30.  Funktionen  der  Summe  und  der  Differenz  zweier  Winkel— 
a)  Ersetzt  man  in  24  die  Cosinus  der  Gomplementwinkel  (i  rh 
25)  durch  die  Sinus  der  Winkel,  so  folgt: 

32.  cos  (a  +  /3)  =  cos  a  .  cos  ß  —  sin  a  .  sin  ß. 

b)  Es  ist. 
38.  cos(a—ß)  —  cos[a+(—ß)]  —  cosa.cos(—ß) sina.sin(—ß) ;        2) 

oder:         cos  (er  —  ß)  =  cos  a  .cos  ß  +  sina  .  sin  ß.  (30) 


SS.    Funktionen  beliebiger  Winkel. 


coM[(R-a)-ß)  (25) 
=  cot  (fi  _  a)  .  cot  ß  +  «in  (R-a).  ein  ß;  (33) 
oder: 

«in  (a  +  ß)  ~  »in  a  .  cot  (t  t  cos  a  .  sin  ß.  (28)  6 

d)  Es  ist 
snt(a-~ß)=si»[a+(-.ß)]=iina.cof(— ß)+coia ,rim{—ß);  (34) 

oder: 

j?m(a  —ß)  —  «in  o  .  cot  ß  -  .  cot  et .  tin  ß.  (30)  8 

e)  Dmdirt  man  34  durch  32,  und  dmdirt  rechte  jedes 
Glied  des  Zählers  und  des  Nenners  durch  cot  a .  cot  ß,  so  folgt 
nach  26: 

f)  Dividirt  man  35  durch  33,  und  verfährt  wie  in  e), 
so  folgt: 

Spezieller  Fall.  —  Setzt  man  in  33  u—.ß,  so  folgt  mit 
ROchsicht  auf  21 : 

cot*  a  +  ein*  a  =  1.  9 

Anm.  Ei  gilt  also  Formel  11  auch  für  beliebige  Winkel.  —  Die 
Suhetitution  a  =  ß,  auf  S6  und  37  angewendet,  giebt  du  Resultat  0  =  0. — 
Dieselbe  SulnÜtution  wird  in  dar  folgenden  Nr.  auf  die  Formeln  SS,  84,  86 
angewendet  werden. 

31.  Funktionen  des  Doppelten  eines  Winkelt.  —  Setzt  man 
in  den  Formeln  32,  34,  36  «  =  /?,  so  folgt: 

a)  cos  2  a  =  cot*  a  —  tm*  a,  a 
oder  mit  Benutzung  von  38: 

cos  2«=  1  —  2  im*  o=;2co»3o_  1.  8 

b)  sin  2 « —  2  jm  et .  cos  a.  I 


v  l—tg*a 

te  einet  Wi 
i  39  die  in 

=  l  +  eo«2 


32.  Funktionen  der  Hälfte  einet  Winkelt.  —  a)  Addirt  man 
und  39,  nachdem  man  in  39  die  beiden  Seiten  vertauscht, 
folgt: 

2  cos2a—  1  +  eo«2o, 

,  ,    ,  h  cot  2  a 

hieraus  cota- 


32.  33.    Funktionen  beliebi 

renn  man  2  a  =  fi,  und  folglich 

Subtrahirt  man  39  von  38,  n 
Seiten  vertauscht,  so  folgt: 

2*i»aa  =  l_co*2. 

iraus :  #m  a  =  1/    ; 

renn  man  2  a  =  p,  und  folglich 

Dividirt  man  43  durch  42,  so 


*4=K^: 


:  nachdem  man  den  Bruch  unter 
—  cotß  erweitert,  nach  38 : 

nfi     _1_ 


»-§-  =  1 


im.    Die  Funktion  ig  -£-  hat  die  Eige 

on  tf  rational  durch  dieselbe  aaHdruol 
g  ans  1)  für  den  Cosinus  (mittelst  44), 
ie  Tangens  (mittelst  26). 

,  Summe  und  Differenz  zweier  Sä 
uuu  in  den  Formeln  32 — 35  üb' 
■t: 

4)  +  35)  sin  (ff  +  d)  +  mw  {o-d 
i)  —  35)  »in  (ff  +  S)  _  sin  (a  —  Ö 
3)  +  32)  cos  (o  _  o)  +  cos  (ff  +  d 
3)_32)  co*(ff_d)-co*{ff+d 
iian  nun  links 

folgt  ff  +  tfsr«,    ff  —  3  ; 

men  die  vier  Formeln  folgende 
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maim|9  =  2.ma.  cos  6\ 

sina  —  sinß  —  2  .  cosa  .  sin  d\  .  46 

co*/J  +  cosa  =  2  .  co*a  •  co#  <J; 

co*/J  —  co«  a  =  2.m(j,m(). 

Anm.  Diese  Formeln  dienen  dazu,  eine  Summe  oder  Differenz  zweier 
Sinns  oder  Cosinus  (zum  Zweck  der  bequemeren  logarithmisohen  Berech- 
nung) in  ein  Produot  von  Funktionen  zu  verwandeln. 

B.  Die  Winkelfunktionen  In  transcendenter  und  Reihenfarm. 

34.  Vorbemerkung.  —  Zwischen  den  Winkelfunktionen  und 
der  transcendenten  Funktion  a*  besteht  der  Zusammenhang, 
dass  die  erfiteren  sich  durch  die  letztere  ausdrücken  lassen. 
Da  nun,  wie  im  Folgenden  gezeigt  werden  soll,  die  Funktion  a* 
sich  als  unendliche,  nach  Potenzen  von  x  fortschreitende  Reihe 
darstellen  lässt,  so  gilt  dasselbe  für  die  Winkelfunktionen.  — 
Der  Nutzen  dieser  Darstellung  besteht  darin,  dass  die  Winkel- 
funktionen als  unendliche  Reihen  in  algebraischer  Form  er- 
scheinen, und  in  Folge  dessen  ihre  Berechnung  mit  beliebig 
weit  gehender  Genauigkeit  ausgeführt  werden  kann. 

Für  den  Zweck  dieser  neuen  Darstellung  der  Winkelfunk- 
tionen benutzt  man  nicht  mehr  den  rechten  Winkel  mit  seinen 
Theilen:  Grad,  Minute,  Secunde,  als  Masseinheiten,  sondern  es 
wird  der  Winkel,  als  Centriwinkel  eines  beliebigen  Kreises  be- 
trachtet, durch  den  zugehörigen  Bogen  ersetzt,  und  dieser  durch 
den  Radius  gemessen.  Ist  nämlich  a  ein  beliebiger  Winkel, 
o  der  zugehörige  Bogen  in  dem  mit  r,  und  ax  der  zugehörige 
Bogen  in  dem  mit  rl  beschriebenen  Kreise,  so  ist  (Th.  II,  287) 

4Ä  "~  2rvr  ~~  2^/r  ' 

also  —  =  — I  =  x, 

r       rj 

und  x  als  Quotient  zweier  Strecken  eine  Zahl.    Ferner  folgt: 

2jR  Tta 

D   se  Formeln  zeigen,  wie  ein  in  der  einen  Masseinheit  gege- 
bt er  Winkel  durch  die  andere  ausgedrückt  werden  kann.    Ins- 

b(  andere  ist  für  „     n  n      .  n 

cr  =  fl,     2Ä,     4/c. 
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34.  35.    Tranacendent 


35.  Danteüung   der  Funktion 
setzen 

(1)  Fa-a0  +  <*!*  +  < 
und  suchen  die  Coefficienten  a0, 
dass  die  hiernach  für  Fw,  F,  und 
Bedingung 

(2)  Fm.Ft  =  I 
genügen.     Es  soll  also  sein 

'■(s +  «!*+** 

=  o0  +  Ojti  +  yJ  +  Ojtx  +  j 
oder,  nach  Potenzen  von  y  geord 

«,*.  +  «!*■•»  +  • 

=  (o„  +  o,*  +  o^  +  OgX8  +  . . .)  H 

Da  nun  diese  Formel  für  jeden  Werth  von  y  gelten  soll,  so 
müssen  die  Coefficienten  gleichhoher  Potenzen  von  y  einander 
gleich  sein,  z.  B.  die  Coefficienten  von  y: 

OjO0  +  a1o1x  +  OjOja:2  +  a^x3  +  . . . 
=    o1+2o2a:  +  3oaar2  +  4a4x3  +  ... 
Da  diese  Formel  für  jeden  Werth  von  x  gelten  soll,  so  ni 
die  Coefficienten  gleichhober  Potenzen  von  x  einander 
sein;  d.  h.: 

o^^a,;  o,ai  =  2oa;  0,14«  3a,;  o,o3  =  4a4;  ...  0,0»-,= 
oder:  . 

1  °i  °i  ai 

«o=i;     <h=  2r    a*=  3V ;    °*= i! ;  -■■       *»: 

Durch  Einsetzung  dieser  Werthe  in  (1)  erhält  man: 

(3)  FI=\+aix+a2\  xi  +  -31rx9  +  ... 

Setzt  man  nun  in  (2)  x=  1,  und  y  nach  einander  gleicl 
3,  ...(«  —  1),  so  folgt: 

(F*1)'  =  Fa;   Fl.F2  =  F3;   Fl.F3~Fl;   ....   F,  .  *"«_» 
und  durch  Multiplikation  aller  dieser  Formeln: 

(4)  (f,)-=f,. 

Setzt  man  endlich  den  Werth,  welchen  F,  für  o,  =  1  arm 
gleich  e,  sodass 


36.    Transoendenten  und  Reihe) 


«  =  1  +  1  +  ^  +  3,  +  ...  1 

(4)  und  (3) 

x3       x3 
''=1+*+2T+3T  +  ---  * 

Aus  (6)  erhält  man  nun  leicht  die  Reihe  für  az.    Setzt  man 
nämlich  in  (6)  o,ar  für  an,  so  folgt  mit  Rücksicht  auf  (3) 

(7)  **'  =  Fa,  oder  (b»>)"  =  Fm 
Setzt  man  endlich 

woraus  ,. 

(8)  at=la  6 
folgt,  so  geht  (7)  über  in 

(9)  a»=l  +  a1x  +  Va>  +  !yx»  +  ...  8 

36.  Die  Zahl  e.  —  Das  Bildungsgesetz  der  Reihe  (5)  be- 
steht darin,  dass  man  das  nS  Glied  auß  dem  (n  —  1)*™  durch 

Multiplication  mit T  erhält.    Sie  ist  alBo  weder  arithmetisch 

n — 1 
noch  geometrisch.  Es  ist  nun  zuerst  zu  untersuchen,  ob  der 
Werth  der  Reihe  mit  wachsender  Gliederzahl  sich  einer  be- 
stimmten Grösse  nähert,  oder  ins  Unendliche  wächst.  Im  ersten 
Falle  hat  e  einen  bestimmten  Werth,  im  zweiten  den  Werth  co. 
Eine  unendliche  Reihe  heisst  convergent  oder  diver- 
gent, je  nachdem  ihr  Werth  mit  wachsender  Gliederzahl  sich 
einer  festen  Grenze  nähert,  oder  über  jede  Grenze  hinaus 
wächst.  Unter  dem  Quotienten  einer  unendlichen  Reihe 
versteht  man  den  positiven  Werth  des  Quotienten  zwischen 
irgend  einem  ihrer  Glieder  und  dem  vorhergehenden.  Nun  ist 
die  unendliche  geometrische  Reihe  (s.  Th.  I,  Nr.  143)  conver- 
gent, wenn  ihr  Quotient  kleiner  als  Eins  ist.  Dieser  Quotient 
ist  für  je  zwei  auf  einander  folgende  Glieder  stets  derselbe. 
U  somehr  wird  daher  eine  allgemeine  unendliche  Reihe  con- 
v<  jent  sein,  wenn  ihr  Quotient  von  irgend  einem  Gliede  an 
b(  *ändig  kleiner  als  Eins  ist  und  beständig  abnimmt,  sodass 
er  ron  irgend  einem  Gliede  der  Reihe  an  beständig  kleiner 
bl  ")t  als  irgend  eine  gegebene  Zahl  q,  die  kleiner  als  Eins 
is  Denn  die  ganze  Reihe  würde  noch  convergiren,  wenn  man 
si  von  diesem  Gliede  an  mit  dem  unveränderlichen  Quotien- 
te     q  fortsetzte.    Ihr  erster,  endlicher  Theil  wäre  dann  eine 
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endliche  Grösse,  ihr  zweiter  eine  convergirende  unendliche 
geometrische  Reihe.  Man  kann  also  den  Satz  aussprechen: 
6U.  Eine  unendliche  Reihe  convergirt,  wenn  ihr  Quo- 
tient von  irgend  einem  Gliede  an  beständig  kleiner 
bleibt,  als  eine  gegebene  Zahl,  die  kleiner  als  Eins  ist 
Der  Quotient  der  Reihe  (9)  ist  nun 

n!  *  "(n-1)!  n   " 

Da  ax  und  x  unveränderlich  sind,  während  n  beständig  wächst, 
so  ist  der  Quotient  von  dem  ersten  Gliede  an,  für  welches 
a,x  <  n  ist,  kleiner  als  Eins,  und  nimmt  beständig  ab.  Dem- 
nach convergirt  die  Reihe  (9)  für  jeden  reellen  Werth  von  o, 
und  x. 

Es  ist  also  auch  ex  für  jeden  endlichen  Werth 
von  x  selbst  eine  endliche  Grösse,  und  die  Reihe  (6) 
ist  convergent,  —  Demnach  ist  auch  e  eine  endliche  Grösse, 
deren  Berechnung  in  Form  eines  Decimalbruches  den  Werth 

M  liefert:  e  =  2,718281828.. .. 

Anm.  Die  Zahl  «  ist  Grundzahl  des  natürlichen  Logarithmenaystems 
(vgl.  Th.  I,  S.  137,  Fussnote). 

37*  Die  Funktionen  cos  und  sin  in  transeendenter  und  in 
Reihenfarm.  —  Setzt  man  in  (6)  xi  für  x,  so  folgt  (Th.  I,  1 18) 

x1      x3i       x4      x5t 


(1)  e-sl  +  a-5T-¥r  +  7T  + 


2!       3!    '  4!  '   5! 
oder,  wenn  man 


X      .     X*  X6 


(2) 


/*-l      2!  +  4!       6!+"# 


X3   .    x5        x7 


**~X-"3T+6r~  7l  +  '" 


setzt:      (3)  e*  =/*  +  i .  q>x. 

Ebenso  ist 

(4)  e«=fy  +  i.(py 

und        (5)  «<*+«'=/<*+*>  +  i .  y(x+y). 

Wenn  man  nun  die  Potenz  mit  imaginären  Exponenten  di  ch 

die  Festsetzung  bestimmt,  dass 

(6)  e«i.e^  =  e(*+^)i 

ist  (wodurch  nur  die  Regel  41  in  Th.  I  auf  imaginäre  Expo:  n- 
ten  ausgedehnt  wird),  so  folgt,  wenn  man  für  diese  drei  '  o- 
tenzen  ihre  Werthe  einsetzt: 


r" 


58. 
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fxf»  —  <P*<Pv  +  *(/*?>»  +  <Pzf¥)  =  /<*-ftf  +  *>(*+*). 

Nun  können  aber  zwei  complexe  Zahlen  nur  dann  einander 
gleich  sein,  wenn  sowohl  ihre  reellen,  wie  ihre  imaginären 
Theile  einander  gleich  sind.*)  Aus  der  letzten  Formel  folgt  also: 

/(*+v)  =  f*fv  —  V*9v ;  <P{*+y)  =  f*Vv  +  Vxfy 
Vergleicht  man  diese  beiden  Formeln  mit  32  und  34,  so  zeigt 
sich,  dass  die  Funktionen  /  und  q>  genau  den  Bedingungen 
genügen,  welche  in  jenen  Formeln  für  cos  und  sin  enthalten 
sind.  Und  da  die  Funktionen  cos  und  sin  durch  die  Formeln 
32  und  34  vollständig  definirt  sind,  so  ist  /  mit  cos  und  q> 
mit  sin  identisch.  Man  erhält  also,  wenn  man  für  fx  und  q>x 
einerseits  cosx  und  $ma?,  andrerseits  ihre  oben  aufgestellten 
Werthe  (2)  in  Reihenform  einsetzt: 

#2        £*        gO 

mx=l-2T  +  -4T-6r  +  ... 

x3        xP        x7 

Die  Formel  (3)  geht  nun  über  in: 

t**  =  cosx  +  i  sin  x.  64. 

Setzt  man  hierin  (—  x)  für  a?,  so  folgt  mit  Rücksicht  auf  30; 

e""**  =  cos  x  _  t  sin  x. 
Und  aus  den  beiden  letzten  Formeln  folgt  weiter: 

exi  +  e-xi  e*<_e-*< 

cos  x  = - :    svn  x  = tt. .  66. 

2  2t 

Ferner  folgt  aus  (6),  wenn  man  nach  54  die  Potenzen  von  e 
durch  die  Winkelfunktionen  ersetzt: 

(cos  x  +  isin  x)  (cos  y  +  i  sin  y)  =  cos  (x  +  y)  +  t  sin  (x  +  y) .      66. 

Setzt  man  hierin  x  =  y,  so  folgt: 

(co«  x  +  ism  x)2  =  cos  2  x  +  i  sin  2  x, 
und  allgemein: 

(cos  x  +  i  sin  x)n  z=cosnx  +  i  sin  nx.  67. 

I  cwickelt  man  in  dieser  Formel  die  linke  Seite  nach  Th.  I, 
1  ,  und  setzt  die  reellen  und  die  imaginären  Theile  einander 
§    ich,  so  folgt: 


*)  Denn  aus  <i-f-M  =  «1-|-6tt  folgt  («  —  «j)  =  (b\  —  b)i.  Da  aber 
e  3  reelle  Zahl  einer  imaginären  nicht  gleich  sein  kann,  so  muss  (wenn 
e  »,  «j,  bx  reell  sind)  &i —  6  =  0  sein,  woraus  n  —  «i  =  0  folgt.  Es  muss, 
a    )  n  =  0|  and  6  =  *i  sein. 


SO  87.  36.    Tmnioendenteu  und  Reih 

Ann.     In  dm  Formeln  66  und  57  und  33,  34, 


69.  oder,  mit  i  potenzirt:       e    *  =  if. 

Anm.  Dia  Darstellung  der  übrigen  trigonometritonen  Funktionen 
in  Reibenform  wird  ihrer  geringeren  Wichtigkeit  wagen  hier  Übergangen. 

38.  Die  Funktionen  des  Logarithmus  und  der  Wurzel.  — 
Potenzirt  man  die  Formel 

(1)  £*=i 

mit  2,  so  folgt:         (2)    e«*=-l. 
Dies,  mit  2  potenzirt,  giebt: 

(3)   e**=  +  l. 
Bedeutet  ferner  n  eine  ganze  Zahl,  so  giebt  (3),  mit 
n  potenzirt:  (4)  e,"*  =  +  l; 

ferner  giebt  (4)X(1)  (ö)  /*"+,)*'  =  +  i; 
ferner  (4)X(2)  (6)     «o»*1"*'^- 1; 

endlich        (6)X(1)  (7)  «('*+»)*l=-i. 

Die  Formeln  (4)  bis  (7)  kann  man  auch  schreiben: 

'=  —  1;  e         ■  =  _i. 


(4„  +  2)~,  (4»  +  3)-J,  so  folgt  mit  Rücksicht  auf  60: 


Setzt  man  in  64  der  Reihe  nach  i=4n.-g-,  (4n4-l)~, 
auf  60: 

.y_.  =  +  1; 

n»  (4«  +  l)y  +  i  J>n  (4n  +  1)  ~  =  e"+"T'=  +  i; 
CM(4»  +  2)^  +  ,™(4»  +  2)|=«""+"T'=_l; 
c»«(4»  +  3)y  +  tril  (4n  +  3)  £  =  ,<"+«Ti_  _  ,-, 


-\ 
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\her  durch  Trennung  der  reellen  Theile  von  den 

4nJ=+l;  coi(4n+l)~=0;  co«(4n+2)^=-l;  cof(4n+8)J=0; 

1  *  *  *  >61. 

^|=0;  «h(4n+l)|=+l;im(4n+2)^=0;    m(4n+3)|=-l.j 

Anm.    In  diesen  Formeln  tind  die  in  81  gegebenen  Werthe  von 
und  cos  als  speoielle  Falle  enthalten« 


Setzt  man  t. 

e*:=c,  also  fc  =  &, 

so  gehört  zu  jedem  reellen  positiven  Werthe  von  x  ein 
Werth  von  c,  aber  auch  umgekehrt  zu  jedem  reellen  posi- 
tiven Werthe  von  c  ein  Werth  von  x.  Multiplicirt  man  nun 
e*=c  mit  (4),  so  folgt: 

also:  l  c  =  rc  +  2nm; 

d.  h.:  Eine  reelle  positive  Zahl  hat  unendlich  viele  68. 
I   Logarithmen,   von  denen    aber   nur   einer   reell   ist 
(für  n  =  0). 

Multiplicirt  man  e*  =  c  mit  (6),  so  folgt: 

I  also:  7(-c)  =  oc  +  (2n  +  l)m; 

d.  h.:  Eine  reelle  negative  Zahl  hat  unendlich  viele  68a. 
Logarithmen,  die  sämmtlich  imaginär  sind. 

Anm.    Ans  (6)  folgt: 

(*  +  T)«*=7<; 

also  fnr  »  =  0:  •/. 


f-T- 

Potenzirt  man  die  Formel  (4)  mit  -r-  (wobei  k  eine  ganze 
pc   itive  Zahl  ist),  so  folgt: 

\Trs6  *   .  64. 

Sc    t  man  n  der  Reihe  nach  den  Zahlen  0,  1,  2,  ...  (i—  1) 

* 

gl   »,h,   so  erhält  man  lauter  verschiedene  Werthe  für  NT 
Dt  u  aus  e  *  =  e  *    (wobei  r  und  *  <  *  sind)  würde  folgen; 
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was  nkht  möglich  ist. 

Seist  man  *  gleich  einer  Zahl,  die  ^*  ist,  also  gleich 
(rt  +  s)  (wobei  *<i  ist),  so  ist 


e       *        =  «~— . «  *  =  e  *  , 
also  gleich  einem  der  früheren  Werthe. 

k 

Demnach  hat  der  Ausdruck  NT  k  von  einander  verschie- 
dene Werthe,  die  man  erhalt,  wenn  man  in  64  für  n  der  Reihe 
nach  die  Zahlen  0, 1,2,  ...(i-1)  setzt  Einer  dieser  Werthe 
(ftr  *  =  0)  ist  stets  reell,  nämlich  +1.  —  Ist  s<i,  so  sind 
je  zwei  der  übrigen  Werthe  durch  die  Beziehung  verbunden: 

e*   .e     *      =  «**•  =  +  !. 

Ist  nun  *  ungerade,  so  ist  die  Anzahl  dieser  übrigen  Werthe 
gerade,  und  sie  lassen  sich  alle  paarweise  so  ordnen,  dass  das 
Product  jedes  Paares  gleich  1  ist  Alle  diese  Werthe  sind 
dann  imaginär.  —  Ist  aber  k  gerade,  so  bleibt  in  der  Mitte 

der  Reihe  der  Werth  übrig,  welcher  der  Annahme  n  =  -~-  ent- 

k         * 
spricht    Aber  für  n  =  -=-  ist  \T  =  eni  =  —  1.    In  diesem  Falle 

existirt  also  noch  der  zweite  reelle  Werth  —  1. 

Anm.    Vgl.  Th.  I,  Nr.  98,  108,  113. 


Da  Nfa  =  Nl .  \|a  ist,  so  hat  auch  die  Na  Ar  verschiedene 
Werthe,  und  die  Gleichung  xn  =  a  hat  n  verschiedene  Wurzeln. 

Anm.  Der  Beweis  des  allgemeinen  Satzes,  dass  jede  -Qleichnng  e*2J 
Grades  n  Wurzeln  besitzt,  erfordert  Betraehtnngen,  die  nicht  hierher 
geboren. 

39.  Die  wversen  trigonometrischen  Funktionen.  —  Setzt  man 
in  65  x  +  2  n/r  für  x,  so  bleibt  (nach  60)  die  rechte  Seite  in 
beiden  Formeln  unverändert;  mithin  ist 

cot  (x  +  2fi7r)  =  cosx\  sin  (x  +  2n*r)  =  sin  x;  tg  (x  +  2nn)-      x 

(vgl.  18).  —  Während  also  zu  jedem  Werthe  von  x  ein  *- 

Btimmter  Werth  von  cos  x,  sinx,  tgx  gehört,  giebt  es  un<  1- 

lich  viele  (in  dem  Ausdruck  x  +  2rut  enthaltene)  Zahlen,  wel  e 

zu  demselben  Funktionswerthe  von  sro,  cos  oder  tg  gehören.  - 

Stellt  man  sich  also  die  Aufgabe,  x  als  Funktion  von  su  ?, 


I 


5^ 


>-£ 
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cosxj  tgx  darzustellen,  so  muss  der  Werth  von  x  in  solche 
Grenzen  eingeschlossen  werden,  dass  z.  B.  einem  Werthe  von 
sinx  nur  ein  Werth  von  x  entspricht.    Man  setzt  zu  die- 

sem  Zwecke  voraus,  dass  x  zwischen  0  und     -  liege, 

da  in  diesem  Intervall  x  und  die  zugehörige  Funktion  einan- 
der gegenseitig  vollkommen  bestimmen  (s.  Nr.  17). 
Ist  nun 

svnx  —  y]  cosx  =  z;  tgx=zu, 

so  nennt  man  x  den  arcus&inus  von  y,  oder  den  arcuscosinus 
von  zy  oder  den  arcustangens  von  u,  und  schreibt 

x=:  aresin y;  x=zarccosz\  x  =  arctg  u. 

40.  Die  Funktion  areustangens  in  Reihenform.  —  Setzt  man 
in  der  Formel  37 

v  '  * v        r/       l  +  tga.tgß 

(2)  tga  =  x  +  y;  tgß  =  x;  also  tg  (a-ß)  =  j^p-j— , 
so  folgt  hieraus: 

(3)  a=arcfy(a:+y);  ß  =  arctg  x;  («-/?)  =  arety  1  v  Jf ,       ; 
folglich:  i  +  *  +  *y 

(4)  arefy  (a?  +  y)  -  arefy  a?  =  arefy  ^fj— . 

Um  nun  aretgx  in  Form  einer  Reihe  darzustellen,  setzen  wir 

(5)  arctg  x=za0  +  axx  +  a2x2  +  . . . , 

und  suchen  die  Coefficienten  a0,  av  a2  . . .  so  zu  bestimmen, 

dass  die  hiernach  für  arctg  (x  +  y)  und  arctg         2^_ —    gebil- 

deten  Reihen  der  Bedingung  (4)  genügen. 

Nun  ist  zunächst,  für  ar=0,  tg  0=0  (31),  also  arefy  0=0; 
d.  h.:  a0  =  0.  —  Dann  folgt  aus  (5) 

x  =  tg  (axx  +  a2x2  +  . . . ) 

N  i  ist  aus  53  ersichtlich,  dass,  wenn  man  die  Reihe  für  sin  x 
di  ch  diejenige  für  cosx  dividirt,  das  erste  Glied  des  Quo- 
tii  iten  x  ist,  während  alle  folgenden  höhere  Potenzen  von  x 
ei  lalten  (vgl.  Th.  I,  88).  Mithin  ist  in  der  Reihe  für  tg(axx+ 
Oj  ^2  +  ...)  das  erste  Glied  axx  +  a2x2  + . . . ,  d.  h.:  x  = 
ar    +  a2x2  +  . . . ,  folglich  ax  =  1.    Demnach  geht  (5)  über  in 

)  arctg  x  =  x  +  a2x2  +  a3#3  +  . . . 

bUgtl,  BkmeniM-lUihMiuttfk.  HL  $ 


■  »s 
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man   nun   in  (4)  die  Reihen  ein, 
[x  +  y)  und  <wrtg1  +  J|+       folgen 

)  +  fl2(a:+y)a+o3(x+y):i  + arctg. 

nach  Potenzen  von  y  entwickelt: 

an  diese  Formel  für  jeden  Werth  von  y  geiwsn  suu,  »o 
li  die  Coefficienten  gleichhoher  Potenzen  von  y  einander 
sein,  z.  B.  die  Coefficienten  von  x: 

+  2a2x  +  3osX*  +  . . .  =  j-^j-  =  1  -  i8  +  x*  -  . . . 

Th.  I,  148,  jedoch  nur  unter  der  Bedingung,  dass  x  <  1 
d.  Fussnote  a.  a.  0.). 
)a  diese  Formel  für  jeden  Werth  von  x(<l)  gelten  soll, 
iasen  die  Coefficienten  gleichhoher  Potenzen  von  x  ei 

gleich  sein;  d.  h.: 

a2  =  a*  =  °a  =  --"  =  0; 

3o3  =  _l;  5«,  =  +l;  7a7  =  -l; 

1  .  !  1 

«3  =  — 3-;*5=+-5-;«7  =  -T;-" 

Einsetzung  dieser  Wertbe  in  (6)  erhält  man: 
arctg  *  «s  *  —  y  a"  +  y  ar  —  ^  *'  +  ... 

juotient  dieser  Reihe  ist  (nto*  Glied  durch  das  («  —  1 
t): 

.       1      _»._,  1        ^_,__2n^3    s 

±2n-lX^     *  +  2«-3-ar       ~      2»-l!E  ' 
<  1  ist,  so  ist  der  Quotient  <  1,  und  bleibt  auch,  wei 
immt,  beständig  kleiner  als  die  Zahl  xa,  welche  selb 
it.     Daher  convergirt  die  Reihe  nach  51a. 

um,     Die  Darstellung  der  übrigen  inrenen  Funktionen  in  Bf 
■ird  ihrer  geringeren  Wichtigkeit  wegen  hier  übergangen. 
1.  Zusammenhang  zwischen  den  Funktionen  log  und  ort. 

a  —  c  .  cos  x,    b  -=  c  .  sin  x, 
nach  38) 

(1)  o2  +  6a  =  e2;  -  =  tgx. 
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Dann  ist 

ia+bi=c(co$x  +  isi..x)  —  ce»      (54) 
( a  —  bi  s=  g  (eo*  *  —  I  *i"n  x)  =  ce  ~ ", 
d.  h.:    Jede  complexe  Zahl  «iJi  kann   in  der  ] 
ce+»  dargestellt  werden,  wobei  c  =  Va!r+~bi  unc 
arctg  —  ist. 

Logarithmirt  man  (2)  nach  e,  so  folgt  mit  Rücksicht  a 
'l(a  ±  öt)  =  y  7(aa  +  *2)  ±  *' .  orcij  -. 

Durch  diese  Formel  ist  der  Logarithmus  einer  comj 
Zahl  selbst  als  complexe  Zahl  dargestellt,  und  auf  den 
rithmus  einer  reellen  Zahl  und  eine  arcustangem -Fa\ 
zurückgeführt. 

Dividirt  man    die   beiden  Formeln    (2)    durch    ein; 
so  folgt: 

<*  +  bi 

—  =  e2"*, 

a  —  M 


oder,  nach  e  logarithmirt: 

•la  +  bi  _ 

,     4 
.  arctg  — , 

oder,  wenn  man  —  =  3  setzt: 

«n*9  «  =  „,.' 

1 1  +  zi 

Mittelst   dieser  Formel    ist   die   arcustangens -Funktion 
einen  Logarithmus  ausgedrückt. 

42.  Die  logarithmische  Reihe.   —   Setzt  man  in   der 
plesen  Zahl  a  ±  bi  für  a  und  b  imaginäre  Zahlen,  nämli 

(1)    a  =  ±ta,  ä  =  t«*'» 
wobei  w,  c  reell  sind,  so  ist 

o  ±  &>'  =  u  ±  pi  ; 
d  1.:  Die  Substitution  (1)  verwandelt  die  complexe  Zahl 
w  der  in  eine  andere  complexe  Zahl  mit  reellen  Coefficit 
E  ist  hiernach  gleichgiltig,  ob  man  in  der  complexen 
a  bi  die  Grössen  0  und  b  für  reell  oder  imaginär  an 
Setzt  man  nun  in  68 

zi  =  y,  also  s  =  —  iy, 
Si     st  zunächst  nach  65 
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orelj  (-  iy)  =  -  \i)  -  -^  (ij)3  +  - 


Demnach  aus  68 

oder,  mit  2i  multiplicirt  (da 

1 
-5* 

eine   Foimel ,    welche   zur   B  e  r  e  c  h  t 

Logarithmen  dient,  für  den  Fall,  i 

43.    Berechnung    von    Logarithmen 

natürliche  Logarithmus  einer  bt 

Zahl  n  berechnet  werden,   so  muss  i 


»■         ■ir^-t+T-'+J 


bracht  werden 

,  wobei  y  <  1 ,  also  et? 

Mau  hat  also 

1  +  Ä 

«2 

woraus  folgt: 

o.       n  — 

Demnach  ist 

7n  =  2| 

"n_l 
n  + 1 

+1C£)S+ 

Soll  der 

gerne 

ine   Logarithm 

den,  so  benutzt  man  die  Formel  (Tl 

=  ly;  oder:      ( 

Hierdurch  ißt 

.rückgeführt. 

der  gemeine  Logarith 

1 
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n-1 

p    "™v'  n+1 


Sollen  die  natürlichen  Logarithmen  der  ganzen  Zahlen 
berechnet  werden,  so  braucht  man  Formel  70  nur  auf  solche 
Zahlen  n  anzuwenden,  die  durch  keine  andere  Zahl  theilbar 

sind  (Primzahlen).    Denn  ist  n  =  pq,  so  ist  In  —  lp  +  lq, 

also  am  Einfachsten  aus   den  schon  bekannten  Logarithmen 

von  p  und  q  zu  finden.    Die  Rechnungen  werden  aber  noch  j 

wesentlich  abgekürzt  durch  weitere  Formeln,  die  hier  noch  ab-  j 

geleitet  werden  sollen.    Es  ist  : 

Ferner,  wenn  man  in  70  n  =  1  +  -^  setzt,  woraus 


i 


q       folgt:  4 


ja 


Demnach  ist  4 

Anm.    Anleitung  zur  Berechnung  einiger  Logarithmen.  —  *j 

eh.    Man  setze  in  71  p  =  q  =  1,  so  ist  72= 7l  +  2  T—  +  4-  MT  +  vl 

y  (y)6+    •  •]•    Nun  ist  7l  =  0  (Th.  I,  81).    Aus  —  =  0,388 . . .  erhält  | 

-Q- )  ,  ( -Q- )   durch  wiederholte  Division  mit  9.    Setzt  man  auf  diese  "i 

Weise  die  Berechnung  der  Reihe  bis  inol.  ( -^ J    fort,  wobei  —  anf  7  Deci-  ! 

maUtellen  berechnet  ist,  so  erhalt  man  72=0,6931470.  —  7l0= 7(23+2). 
Man  setze  in  71  p  =  23,  q=z2,  so  ist  7l0  =  372  +  2[— +  y(— )*+ 
j (— )  +  . .  .]=  2,8026860.    Die  Zahl  -~  heisst  der  Modul  des  ge- 

rai  _ien  Logarithmensystems.  Sie  dient,  wie  schon  oben  bemerkt, 
da   t,  den  gemeinen  Logarithmus  einer  Zahl  aus  dem  natürlichen  zu  fin- 

de   -«/6=e/^=7io-'/a. 
Weiter  hat  man 


Oli 
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oder  nach  71,  wenn  man  dort  p2  — 

wodurch  jJp-  to  ^rr  übere< 

oder  endlich,  wenn  man  p2  —  1  dur 
_  ./    %+l)+"fe.-l)   r    i        ,/ 

"■  **= 2 +L2^=I+3(2 

Ist  nun  p  eine  Primzahl,  eo  sind 
Zahlen;  also  können  ihre  Logarithi 
2  und  durch  die  Logarithmen  zweie 
den,  die  kleiner  sind  als  p. 

Anm.  Von  den  beiden  in  70  und 
letztere  diejenige,  welche  bei  weitein  rase 
nach  wenig  Gliedern  abgebrochen,  ein  ] 
keit  giebt. 

Ist  p  eine  Primzahl  von  der  I 
sich  in  Factoren  zerlegen  lässt,  derei 
kennt,  so  kann  man  eine  noch  sti 
anwenden.    Es  ist 

oder  nach  71,  wenn  man  dort  p*  — 

wodurch  ~— ,—  in  -=—, i — =-  übergt 
2p +  5        2p*  —  1 

oder  endlich,  wenn  man  p*  —  1  dun 

ersetzt: 

./      7(p2  +  l)  +  7(p  +  l)  +  '«(, 

-(— —  V  +  -C- 

Anm.  — Anleitung  zur  Bereohnui 
e/3.    Da  i(3i+  l)  =  /l0  schon  bekannt  i 

i['<io+e'*8]  +  i[i+4(iy+ 

Glieder  der  Reihe  liefern  den  Logarithmu 
,1  ä  =  0,47718126.  —  'fo.    Da  7*  +  1  =  5 


43.  44    Transcendenten  und  Reihen. 


3ä 


an  Für  alle  grösseren  Primzahlen  braucht  man  in  den  in  72  nnd  78 
enthaltenen  Reihen  nur  noch  das  erste  Glied  zu  berechnen,  um  den  Loga- 
rithmus bis  auf  8  (bei  11  bis  auf  7)  und  mehr  Decimalstellen  genau  zu 
erbalten. 

TC 

44.  Berechnung  von  tc.  —  Aus  der  Formel  16,  tg-r-  =  1, 

TC 

folgt  arctg  1  =  -^-.  Setzt  man  nun  in  65  *  =  1,  so  folgt  mit 
Rücksicht  auf  die  eben  gefundene  Formel: 

4  3  +  5       7  +    " 

Anm.  Zur  wirklichen  Berechnung  von  7t  eignet  sich  diese  Reihe 
ihrer  schwachen  Gonvergenz  wegen  nicht.  Im  Folgenden  wird  eine  Me- 
thode zur  Herstellung  oonyergenterer  Reihen  entwickelt. 

Setzt  man  in  der  Formel  37 

t9(a-ß)~l  +  tgatgß 
der  Reihe  nach   * 

tga=:aQ,  av  ay  . ...  tgß  =  a, 

und  ty(*-0)  =  «i>  av  as> 1 

so  erhält  man  für  die  vier  ersten  Werthe: 

art—  a 

arctg  aQ  _  arctg  a  =  arctg  ax ; 

arctg  ax  —  arctg  a  =  arctg  a2 ; 

arctg  a2  —  arci9  a  =  wctg  a3 ; 

arctg  a3  _  arctg  a  =-  arctg  <*4. 

Durch  Addition  der  rechts  stehenden  Formeln  erhält  man 

(2)  arctg  a0  —  4  arctg  a  =  arctg  av 

Setzt  man  in  dieser  Formel  *0  =  1,  a  =  -^-,   so  erhält  man 

2  7  9  1 

au     ;1)  o,  =  -g-,  at  =  — ,  o3  =  Ig'  °4  =  —  ^39"-     A1*501 

(3)  arcty  1-4  arctg  7^  =  —  arctg  -^p  *) 


74. 


(1) 


°i 

"**" 

l+a0a' 

«2 

= 

öj  —  a 
l+axa* 

«3 

= 

l+a2a' 

«4 

= 

a3~a. 
l+a«a' 

»1 

-  »3 


*)  Denn  ist  tgsz=u}  so  ist  #51  ( — »)  = — «;  also  arctg  u=.x\  arctg  [ — fri 
=;      t  2=  —  atrlg  u. 
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44.   Transcendentön  und  Reiben. 


Setzt  man  ferner   in   der  ersten  der  Formeln  (1)  a0  =  — # 


1  &      i 

a  =  -rjr,  so  ist  «j  =  ^r;  also 


10' 
(4) 


51 


arctg  -jr  -  aretg  z^  =  aretg  ^-. 


10 


51' 


Setzt  man  endlich  in  der  ersten  der  Formeln  (1)  a0  = 


51' 


1  1 

a  =  ttt,  so  ist  «j  =  — 


10' 
(5) 


515' 


also 


5  1  1 

arctg  ^  —  aretg  ^  =  —  aretg 


51      """»10-  »  515' 

Addirt  man  dann  die  Formeln  (3),  (4),  (5),  nachdem  man  (4) 
und  (5)  mit  4  multiplicirt  hat,  und  setzt  für  arctg  1  seinen 

Werth  -^-,  so  erhält  man  zur  Berechnung  von  it  die  überaus 

rasch  convergirende  Formel 

76.  T  =  8#arC*IÖ""      arC^"515""       ^"239^' 

Anm.     Nimmt  man  in  der  Entwicklung  von  aretg—  die  ersten 

drei  Glieder,  und  in  der  von  «««y-—  and  arct9  9ock  jedesmal  nur  das 

erste  Glied,  so  erhalt  man  n  bereits  auf  6  Decimalstellen  genau.  —  Gegen- 
wärtig ist  n  bis  auf  707  Decimalstellen  berechnet  (W.  Shanke  in  den 
Proceedings  of  the  London  Mathematioal  Society.  XXI,  316  und  XXII,  45). 


Angewandte  Trigonometrie. 

A.  Die  Berechnung  der  Dreiecke. 

(Trigonometrie  Im  eigeren  Sinne.) 
I.  Das  rechtwinklige  Dreieck. 

45.  Das  rechtwinklige  Dreieck  ist  durch  zwei  seiner  Stücke 
(Seiten  und  Winkel),  unter  denen  eine  Seite  sein  muss,  voll- 
kommen bestimmt.  Da  ferner  durch  einen  spitzen  Winkel  des 
Dreiecks  der  andere  bestimmt  ist,  so  braucht  man,  wenn  zwei 
Stücke  des  Dreiecks  gegeben  sind,  nur  noch  zwei  Stücke  zu 
suchen.    Hierzu  reichen  die  Formeln  aus: 

(1)  cosa  =  — ;     (2)  a2  +  J2  =  c2. 


•^ 

«a 


Im  Ganzen  kann  man  folgende  vier  Aufgaben  stellen: 


Gegeben  : 
Gesucht: 
Formel : 


1. 
a,  c. 

(2),  (1). 


2. 
a,  b. 
c,  a. 

(2),  0). 


,Äs=\c"-«*.  c=Na*+62.  c  = 
Lösung:  {  b  b 


3. 

b,  a. 

c,  a. 

(1).  (2). 
b 


4. 


e,  a. 
b,  a. 


(1),  (2). 
b=zc .  cos  er. 


cos  a  = 


cos  a  = 


cos  a 

a=\(c2_62.  a=\(^"rp; 
c  c 

Zu  den  gesuchten  Stücken  kann  auch  die  Fläche  des  Dreiecks 
gehören.  Dieselbe  wird  gefunden  durch  die  Formel  (s.  Th.  II,  354) 

(3)  P  =  £. 

Anm.  Zar  Lösung  dieser  vier  Aufgaben  mit  Zahlenbeispielen  kann 
<  in  Nr.  11  (S.  9)  stehende  Cosinustafel,  zur  Büdung  solcher  Zahlen- 
1  ipiele  die  im  Anhang  stehende  Tafel  der  rationalen  rechtwinkligen 
]  iecke  benutzt  werden.  —  Auf  das  rechtwinklige  Dreieck  läsBt  sich  das 
]  ichschenklige  zurttokführen  durch  Construction  der  zur  Basis  ge- 
1       ^en  Höhe. 

3* 


76. 


IL  Das  schiefwinkü 

46.  Vorbemerkung.  —  Das  schie 
drei  seiner  Stücke  (Seiten  und  Wink 
Seite  befinden  muss)  vollständig  be 
Berechnung  der  übrigen  drei  Stücke 
dass  man  das  gegebene  Dreieck  du: 
ersetzt.  Dies  geschieht  am  einfac 
Höhe.  Indess  sind  die  hierdurch  g 
einfach  genug,  zum  Tbeil  auch  we 

Summen  und  Differenzen  zur  logaritl. 0 

geeignet.  Dieselben  werden  daher  in  einer  zweiten  Methode 
durch  andere,  für  die  Berechnung  mehr  geeignete,  ersetzt  wer- 
den. —  Entsprechend  der  vierfachen  Bestimmung  eines  Dreiecks 
durch  drei  seiner  Stücke  können  die  vier  Hauptaufgaben  auf- 
gestellt werden:  das  Dreieck  zu  berechnen  aus 
1)  aßria);    2)  aba;    3)  aby;    4)  abc. 

1.  Erste  Methode. 

*.  Geometrisches  Verfahren. 

47.  Der  Sinus$atz.  —  Fällt  man  im  Dreieck  ÄWC  (Fig. 
die  Höhe  AAl  auf  BC,  so  entstehen  die  beiden  rechtwinklig 
Dreiecke  AÄ.B  und  AA.C.    Darin  ist 

Fig.  9.  Stoß  =  -  * ;  sm y  =  -} -. 

Indem  man  die  erste  dieser  Fi 
mein  durch  die  zweite  dividi: 
folgt: 

v  '    smy         c 
Durch    Fällen    der    Höhe   B 
würde  man  ebenso  erhalten: 

sma        a 
Und  durch  Multiplication  von  (1)  und  (2)  folgt: 

»-£!-:■ 

DieBe  drei  Formeln  enthalten  zusammen  den  Satz  (Sinussai 
Die  Seiten  eines  Dreieck»  verhalten  sich  wie 
Sinus  ihrer  Gegenwinkel. 


47.  48.    Dreiecke  43 

Anm.     Ist  einer  der  an  a  liegenden  Winkel,  z.  B.  y^  Ä,  so  enthält 

das  Dreieck  ÄA^C  nicht  y,  sondern  den  Winkel  (2Ä — y).  Da  aber  (nach  29) 
sin(2,R  —  y)=i$iny  ist,  so  bleibt  der  Satz  auch  für  das  stumpfwinklige 
Dreieck  in  Geltung.  —  Aus  dem  Sinussatz  folgen  die  Sätze  Th.  II,  98, 
107,  253. 

Anwendung  des  Sinussatzes.  —  Da  durch  drei  gegebene 
Stücke  in  einer  Formel  des  Sinussatzes  das  vierte  bestimmt 
ist,  so  können  mittelst  desselben  die  Aufgaben  1)  oßrfa)  und 
2)  aba  gelöst  werden.     Es  folgt  nämlich  aus  (3)  und  (2) 


.        a  .sin ß               a  .siny 
6  = — -7 ;    css--- 


1) 

sin  a  stna 

o\         l>        b  .sina  a .  sin  y 


a  stna 

wodurch  in  beiden  Fällen  alle  unbekannten  Stücke  des  Dreiecks 
bestimmt  sind. 

Anm.    Ißt  im  zweiten  Falle  a^by  so  ist  auoh  «  >• /?;  mithin  kann 
ß  kein  stumpfer  Winkel  sein.    Von  den  beiden  Supplementwinkeln,  deren 

geraeinsamer  Sinus  (naoh  29)   die  Zahl  — ' ist,   kann   also  nur  der 

spitze  gleich  ß  gesetzt  werden.  —  Ist  dagegen  a  ^  b,  so  ist  auch  «  <  /?, 
und  es  kann  von  den  beiden  Supplementwinkeln,  deren  gemeinsamer  Sinus 

— ist,  nicht  nur  der  spitze,  sondern  auch  der  stumpfe  gleich  ß  ge- 

setzt  werden.  Die  Aufgabe  giebt  also  ftir  /?,  /,  e  je  zwei  verschiedene 
Werthe  (Vgl.  Th.  II,  92  und  104  nebst  den  diese  Sätze  einleitenden  Be- 
merkungen.) 

48.  Der  Cosinussatz.  —  In  Fig.  9  ist  (nach  Th.  II,  364) 

ca  =  ff2  +  4*T2a.jt1C, 

oder,  wenn  man  AXC  durch  seinen  Werth  ±  b .  cos  y  ersetzt 
(wobei  die  oberen  oder  unteren  Vorzeichen  gelten,  je  nachdem 
der  Winkel  y  spitz  oder  stumpf  ist): 

c2  —  a2  +  b2  —  2ab  .  cos  y. 

Zwei  weitere  Formeln  von  gleicher  Gestalt  erhält  man  hieraus 
durch  Vertauschung  der  Buchstaben.  Alle  zusammen  enthalten 
den  Satz  (Cosinussatz): 

Das  Quadrat   einer  Dreieckseite   ist   gleich    der  78. 
vS       me  der  Quadrate  der  anderen  Seiten,  vermindert 
u      Jas  doppelte  Product  aus  diesen  Seiten  und  dem 
C      inus  des  von  ihnen  eingeschlossenen  Winkels. 

Anm.    Man  untersuche  die  Formel  des  Gosinussatzes  für  die  Fälle 
v       >,  Ä,  2R. 

Anwendung  des  Cosinussatzes.  —  Da  durch  drei  gegebene 
S      l;e  in  einer  Formel  des  Cosinussatzes  das  vierte  bestimmt 


p 


>?:i 


r  JZ 


-*:". 


''\  • 


f»*. 
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48.  49.    Dreiecke. 


r* 


ist,  so  können  mittelst  desselben   die  Aufgaben   3)   aby  um 
4)  abc  gelöst  werden.    Es  folgt  nämlich  aus  der  obigen  Formel 

[a=2R-(ß+y^ 


3)  c=\$F+b2-2ab.cosy;  sinß  = 


stny 


4)  cos  y  =  - 


a2  +  A2_c2 


2a£ 


*/w  / 


b.siny    .  %n        .  , 


? 


wodurch  in  beiden  Fällen  alle  unbekannten  Stücke  des  Dreiecks? 
bestimmt  sind. 

An  in.  In  beiden  Fällen  ist  die  Aufgabe,  nachdem  das  erste  Stück 
(c  oder  /)  bestimmt  ist,  auf  die  Aufgabe  2)  hcy  zurückgeführt.  Diesmal 
aber  kann  die  Bestimmung  von  ß  aus  seinem  Sinus  keine  Zweideutigkeit 
veranlassen,  weil  auch  a  bereits  einen  bestimmten  Werth  hat,  und  die 
Winkel  des  Dreiecks  durch  seine  3  Seiten  eindeutig  bestimmt  sind.  Ob 
also  ß  stumpf  oder  spitz  ist,  wird  stets  ersichtlich  sein  aus  der  Bedingung, 

dass  ß  o  y  ist,  je  nachdem  b  ^  c. 

b.  Algebraisches  Verfahren. 

49.  In  Fig.  9  ist  2M1  =  c  .cos  ß\  CAl=b  .cosy.  Durch 
Addition  dieser  Formeln  erhält  man 

(1)  c  .  cos  ß  +  b  .  cos  y  =  a, 

und  hieraus  durch  Vertauschung  der  Buchstaben 

(2)  a  .  cos  y  +  c.  cos  a  =  £, 

(3)  b  .  cos  a  +  a  .  cos  ß  —  c. 

Von  den  in  diesen  drei  Gleichungen  enthaltenen  6  Grössen  <*, 
6,  c,  cosa,  cos  ß,  cosy  kann  man  je  drei  als  bekannt  die 
übrigen  drei  als  unbekannt  betrachten,  und  durch  Auflösung 
der  Gleichungen  nach  diesen  Unbekannten  alle  Formeln  ab- 
leiten, welche  zur  Berechnung  des  Dreiecks  aus  drei  gegebenen 
Stücken  dienen  können,  insbesondere  die  Formeln  des  Siuus- 
und  Cosinussatzes. 

Setzt  man  zur  Abkürzung 

cos  a  -=x,  cos  ß  =  y,  cos  y  z=  z, 

so  lauten  die  Formeln  (1)  —  (3): 

(1)  cy  +  b%  —  a ;    (2)  a%  +  ex  =  A;    (3)  bx  +  ay  =  c. 

Um    den    Sinussatz    zu   finden,    eliminirt    man    erstens   da- 
zwischen (2)  und  (3),  und  erhält  (nach  der  Additionsmethode): 

(4)  a(bz-cy)  =  b2-c2-} 

zweitens  durch  Elimination  von  a  zwischen  (1)  und  (4): 

(f>)         /;2s2_cV  =  A2_.r2, 

oder:  6\1  _  *2)  =  *a(l  -  y2\ 


43.  50.    Dreiecke. 
oder,  da  1  -ya=l  —  cottß==siH1(ll   '  —  *2='  —  eosiy  =  sinl\ 

Äs  r»>  y  =  c2  «n2  tf;  i  ».»  y  =  c  «»  tf ;  -  =  -"^  , 

'  '  '  '  r'    c        smy  ' 

wodurch  eine  Formel  des  Siuussatzes  hergestellt  ist. 

Anm  Um  die  beiden  andern  Formeln  des  Sinussatzes  auf  d 
Ken  Wage  zu  linden,  mflsste  man  zwischen  den  Gleichungen  (1)  ' 
V  und  i,  hezw.  i  und  c  eliminiren.  Da  jedoch  das  System  der  dre 
ohungeufl) — (3)  durch  Buchstaben  vertan  Bebung  sieb  nicht  ändert,  st 

man   sogleich,  dass   diese  Vertauschung  auch   auf  die  I.üsung  —  =: 

anwendbar  ist,   woraus   dann   die  beiden  auderu  Formeln  des  Sinui 
eich  ergeben. 

Um  den  Coslmissatz  zu  finden,  hat  man  zwischei 
Gleichungen  (1)  bis  (3)  x  und  y,  oder  kürzer  zwischen  (1 
(4)  y  zu  eliminiren.  Das  letztere  Verfahren  gieht  (nac! 
Additiousmethode) 

iabz^P-c'  +  a*, 
oder,  wenn  man  für  *  wieder  eosy  setzt: 

c2  =  aa  +  ft2  —  2abcosy, 
wodurch  eine  Formel  des  Cosinussatzes  hergestellt  ist. 

Anm.  Hinsichtlich  der  anderen  beiden  Formelu  des  Cosinui 
vgl.  die  vorige  Anm.  —  Aus  den  Formeln  (1)  bis  [3]  lassen  sich 
andere  Arten  der  Elimination  noch  weitere  Formelu  für  die  Berec 
einzelner  Stücke  de»  Dreiecks  ableiten;  dieselben  werden  jedoch  iht 
ringeren  Wichtigkeit  wegen  hier  übergangen. 

■1.  Zweite  Methode. 
a.  Der  Satz  vom  unibescuriebeneu  Kreise. 
50.  Vorbemerkung.  —  Eine  andere  Methode,   ein 
benus   schiefwinkliges  Dreieck   durch  ein  rechtwinkliges  i 
setzen,  besteht  darin,  ilass  man  durch  Fig.  io. 

den  einen  Endpunkt  (B)  einer  Seite  (a) 
den  Durchmesser  des  Umkreises  zieht 
(Fig.  10)  und  dessen  Endpunkt  (A{) 
mit  dem  anderen  Endpunkte  (C)  der 
t—sten  Seite  verbindet.  Dann  ist  in 
t  m  Hilfsdreieck  AßC  der  Winkel  bei 
i  ein  Rechter  (Th.  II,  1(55),  und  der  ' 
"  'inkel  bei  A1  gleich  a  (Th.  II,  16ti). 

Anm     Ist  *  ein  stumpfer  Winkel  (JMjCJ, 
i     istlM,C=2ß  — .c  (Tb.  If,  178).     Da  aber 
i      (aß  —  «)  =  ri»n   (29],  so   bleibt  die   Bedeutung  des   Hilfsdreiec 
>  ■ründert. 


^ 
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50.  &1.    Dreiecke. 


Aus  der  Betrachtung  des  Dreiecks  A{BC  ergiebt  sich  nun 
die  Formel 

la)  sin  a  =  ~ 


2r' 
und  hieraus  durch  Vertauschung  der  Buchstaben: 

lb)m£  =  —  ;    lc)n»y=2Cr. 

Diese  drei  Formeln  enthalten  zusammen  den  Satz: 
79.  Der  Sinus   eines  Winkels  im  Dreieck   ist  gleich 

dem  Quotienten    aus   der   gegenüberliegenden    Seite 
und  dem  Durchmesser  des  Umkreises. 

Anra.  Die  Formeln  1)  zeigen  (was  übrigens  schon  ans  Tb.  II,  167 
hervorgeht),  dass  jedes  von  den  drei  Stücken  eines  Dreiecks :  «,  ",  r  durch 
die  beiden  anderen  bestimmt  ist. 

Aus  den  Formeln  1)  folgt  weiter: 
2a)  a=  2r  .  sina;  2b)  £==2r  .sinß;  2c)  c  =  2r  .siny. 

a  b  c 

sinß  ~~ 


3)   >r  = 


sin  a 


smy 


An ni.  Wie  lauten  diese  Formeln  in  Worten?  -7-  Durph  Elimination 
von  %r  zwischen  den  Formeln  3)  erhält  man  wieder  die  Formeln  des 
Sinassatzes.  Worin  besteht  der  Vorzog  der  Formeln  1),  2),  3)  vor  denen 
des  Sinussatzes? 

51.  Anwendung  des  Satzes  vom  umbeschriebenen  Kreise»  — 
Derselbe  dient  ebenso  wie  der  Sinussatz  zur  Lösung  der  Auf- 
gaben aßy(a)  und  «6er. 

Aufgabe  1.  —  Ein  Dreieck  zu  berechnen  aus  einer 
Seite  und  zwei  Winkeln,  {aßy)*) 

Lösung:    1)  a  =  2Ä-  (ß  +  y)\    2)   >r  =      a    ; 

o)  b  =  2r  .  sm  ß\    4)  c  —  2r .  sin  y. 

Aufgabe  2.  —  Ein  Dreieck  zu  berechnen  aus  zwei 
Seiten  und  einem  nicht  eingeschlossenen  Winkel,  (aba) 


Lösung:    1)  2r  = 


-*-   ;    2)  sin  ß  =        ; 
sin  a  2r 


3)  y  =  2R-(a  +  ß),    4)  c  =  2r.imy. 

Anm.     Hinsichtlich  der  beiden  Fälle  a>6  und  a<6  s.  die  Al  1. 
am  Schluss  von  Nr.  47. 


*)  Beispiele  zu  dieser  und  den  folgenden  Aufgaben  s.  am  Sohl     s 
des  Buches  in  der  „Uebersioht  der  Formeln  und  Regeln". 


62.    Dreiecke. 
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b.  Der  Tangentialgatc« 

52.  Vorbemerkung.  —  Eine  dritte  Methode,  ein  gegebenes 
schiefwinkliges  Dreieck  durch  rechtwinklige  zu  ersetzen,  besteht 
darin,  dass  man  erstens  aus  einer  Ecke  (C)  mit  der  Seite  b 


Fig.  n. 


einen  Kreis  beschreibt,  welcher  die 
Seite  a  in  D1  und  ihre  Verlängerung 
in  D  schneidet,  sodass  (Fig.  11) 

1)  BD  =  a  +  b>  JM>1  =  a--6 

ist.     Verbindet  man  dann  D  und 

Dx  mit  Ay  so  ist  Dreieck  DAD. 
bei  A  rechtwinklig  (Th.  II,  165), 

Winkel  DtDA  =  -£   (Th.  II,  101), 

Winkel  BDXA  =  R  -  y  =  a  J  ? 
=  a  (45).    Und  » 

Errichtet  man  zweitens  D1Al±DlA,  so  ist  Dreieck  AD1A{ 
bei  Dx  rechtwinklig,  und  Winkel  D^A^  —  a  —  ö  —  ö  (45a). 
Demnach  A  n 

3)  ^  =  4.5.. 

Dividirt  man  nun  2)  durch  3),  so  folgt: 

V  tgd~AlDl'  

Nun  ist  aber  AD  II A1D1  (Th.  II,  72),  folglich  Dreieck  BAlD1 

«>~B~ID  (Th.  II,  239),  und  folglich 

..        AD         BD        a  +  b  ,      .    1YI 
6>     TJ),  —  BD, "  =  T=6  tnach  ^ 

Durch  Vergleichung  von  4)  und  5)  folgt  endlich: 

tga  __  a  +  6 

ty S  ~~  a— 6' 

Z  3i  weitere  Formeln  von  gleicher  Gestalt  erhält  man  durch 
V  tauschung  zwischen  den  Buchstaben  aßy  und  abc.  Alle 
zi  ammen  enthalten  den  Satz  (Tangen tialsatz): 

Die  Tangens  der  halben  Summe   zweier  Winkel  so. 
ir    Dreieck  verhält  sich   zur  Tangens   ihrer   halben 
D   'ferenz,  wie  die  Summe  ihrer  Gegenseiten  zurDif- 
U  enz  derselben. 


6) 
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53 — 66.    Dreieoke. 


I 


*;    '■ 

-V 

i 

t  i 


53.  Ableitung  des  Tangentialsatzes  aus  dem  Sinussatze.  — 
Aus  der  Formel  des  Sinussatzes 


a  __  stna 

b  ~~  sinß 
folgt  (nach  Th.  I,  105): 

a  +  b  _  sin  a  +  sinß 

a  —  b  sin  a  — sinß' 

.      ,      ,    A/%.            a  +  b  2  .sino .  cosö 
oder  (nach  46) 


oder  (nach  26) 


a  —  b       2.  cos  a.  sin 

a  +  b  tg  o 

a  —  fr        tg  ä  ' 

54,  Anwendung   des   Tangentialsatzes.  —   Derselbe    dient 
ebenso  wie  der  Cosinussatz  zur  Lösung  der  Aufgabe  aby. 

Aufgabe  3.  —  Ein  Dreieck  zu  berechnen  aus  zwei 
Seiten  und  dem  eingeschlossenen  Winkel,  (aby) 

t  ••  *\         d       7     n\  #   j     (o-fr)to(J     ox  ia^o  +  d 

Losung:  l)  .=*-■§;  2)tgd=^  ^ -;  S)\ß=a_ö. 

4)  2r  =  — ;    5)  c  =  2r  .siny. 

sin  a        '  ' 

c.  Der  Satz  Tom  einbeschriebenen  Kreise. 

55.  Vorbemerkung.  —  Eine  vierte  Methode,  ein  gegebenes 
schiefwinkliges  Dreieck  durch   rechtwinklige  zu  ersetzen,  be- 


Fig.  12. 


steht     darin, 

r 

dass  man  die 
Mittelpunkte 
der  Berüh- 
rungskreise 
mitdenEcken 
des  Dreiecks 
und  den  zu- 
gehörigen 
Berührungs- 
punkten tuf 
den  Sc  en 
verbindet,  rie 
es  Fig.  12 
für  den  us 
0  beschri  Mi- 
nen    In1"  ms 


55.  56.    I>reieck.e 
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uud  den  aus  0,   beschriebenen  Ankreis   zeigt).     Dann  ist  in 


a 


<lem  Hilfsdroiecke  OAC0  der  Winkel  0ACn  =        (Th.  II,  196), 
und  die  Seite  AC0z=p1  =  6+|~-  [Th.  II,  Nr.  i»9,  Formeln  G)j. 


Aus  der  Betrachtung  des  Dreiecks  OACtt  ergiebt  sich  nun 
die  Formel: 


la) 


a         g 

*  2         p, 


und  hieraus  durch  Vertauschung  der  Buchstaben: 

Diese  drei  Formeln  enthalten  zusammen  den  Satz: 

Die  Tangens   eines    halben   Winkels    im   Dreieck  si. 
ist  gleich   dem  Quotienten   aus   dem  Radius  des  In- 
kreises und  der  um  die  halbe  Gegenseite  verminder- 
ten halben  Summe  der  einschliessenden  Seiten. 

56.  Bestimmung  von  q  durch  die  Seiten  des  Dreiecks.  — 
Um  mittelst  der  in  81  enthaltenen  Formeln  die  Winkel  eines 
Dreiecks  aus  seinen  Seiten  berechnen  zu  können,  ist  es  noch 
nöthig,  die  in  jenen  Formeln  enthaltene  Grösse  q  durch  die 
Seiten  auszudrücken. 

Nun  ist  erstens  im  Dreieck  O.AC.  die  Seite  ACxz=c  +  p^ 
(Th.  II,  205)  =p.  +p2+Pz  [Th.  II,  Nr.  99,  Formeln  1)]  =p 
[daselbst  Formel  3)1.  Mithin  ergiebt  sicli  aus  der  Betrachtung 
dieses  Dreiecks: 


2) 


er        g, 
*  2        p 


Zweitens  ist  im  Dreieck  01BAl  die  Seite  BAy  =p3  (Th.  II,  204), 
und  der  Winkel  OlBAlr=R-  £  (Th.  II,  196,  Anm.  z.  122). 
J    Jiin  ergiebt  sich  aus  der  Betrachtung  dieses  Dreiecks: 


3) 


-0-2><^=::- 


I     rch  Multiplication  der  Formeln  2)  und  3)  erhält  man 

'hlegul,  ElcineuUu  .\1  .uiicniAÜk.    Uf.  4 


-^ 
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56    57.    Dreiecke. 


und,   wenn  man   tg  *   und  tg  ^  durch  ihre  aus  1)  folgenden 
Werthe  ersetzt:  ^ 

?2    _  P* 


82.  oder: 


P1P2  __P_ 
=  j^PiPtPs 


57.  Ableitung  des  Satzes  vom  einbeschriebenen  Kreise  aus 
dem  Cosinussatze.  —  Aus  der  Formel  des  Cosinussatzes 

a*  =  62  +  c2  —  26c  .  cos  a 
folgt  *  +  *-* 


co«  a  = 


26c 


Addirt  man  diese  Formel  zu  1  =  1,  so  folgt: 


26c 

2p.  2p,  _  2pp, 
26c      ~     6c    ' 


26c 


26c 


f—PPjL.    ]/~1jtC0'°—}/~l>Rl 
~  6c  '     r  2"  '        6c  ' 


l  +  co# 

2~    —  6c 
oder  nach  (42) 

a  =\/~ppi 
2       r       6c 


;o* 


co»  '^  =  1/  -^i :  co* 


"       ab 


ß 
2       P        6c   '         2       »        co  '  —  2 

Subtrahirt  mau  1  =  1  von  der  Formel  für  cosa,  so  folgt: 

62  +  c2  -  26c  _  o2       (6  _  c)2  -  o2 


co»  a  —  1  = 


1  _  cot  a  = 


26c  ~  26c 

oder,  wenn  man  auf  beiden  Seiten  mit  (_  1)  multiplicirt: 

_  o2-(6-c)2       (a+6-c)(q-6  +  c) 
26c  26c 

2p8.2p,        2p,p, 

26c  6c     '  _ 

]-co*a_  w*     l/"1-co'a_l/"iPjP3 
2        ~~     6c    '   F  2        ~r        6c    ' 

oder  (nach  43) 

2       r        6c    '         2       V        ca    '         2      V        ab 

Anm.     Wodurch   unterscheiden   sich  die  Formeln   83  und  84,   i 
wie  ai ud  dieselben  zu  merken? 


84.       sin 


Dividirt  mau  die  ersten  der  Formeln  S3  und  84  durch 

einander,  so  folgt: 

IS  -  =\fv*n  ^T/VjPjPa  =  l  1/>iFi>i 
*      '       7'Pi        "       PPi*        7>i*  P     ' 

oder,  wenn  man  die  Wurzelgrösse  zur  Abkürzung  gleicli  p  setzt: 
a  g 

Anin.  Man  erkennt  leioht,  dasa  die  Wuraelgröase  sieh  durch  die 
Vertaueohuugen,  weluhe  ly  in  (j  ■'  und  tj  '  überfahren,  nicht  ändert.  — 
Die  geometrische  Hedeutung  von  fi  geht  wieder  au«  Fig.  18  hervor. 

58.  Anwendung  des  Satzes  vom  einbeschriebenen  Kreise.  — 
Derselbe  dient  ebenso  wie  der  Cosinussatz  zur  Losung  der 
Aufgabe  abc. 

Aufgabe  4.  —  Ein  Dreieck  zu  berechnen  aus  den 
drei  Seiten,  (abc) 

Losung:   l)p  = 3 — ;  r}=r-a;  pi=p~f>;  p3^p~c 

[TIl  II,  Nr.  99,  Formeln  5)1 ;  2)  e  =  yVi  ''3p3 ; 

y  2        p,'    *  2        7>a'  "*  2        p3 

50.  Formeln  zur  Berechnung  der  Fläche  eines  Dreiecks.  — 
Die  Fläche  eines  Dreiecks  kann  entweder  durch  Seiten  und 
Winkel  allein,  oder  durch  r  und  die  Winkel,  oder  durch  p 
und  die  Seiten  ausgedrückt  werden. 
1)  Wenn  man  in  der  Formel 
ah. 
''    2 
fcj   durch  seinen  Werth  b  .  sin  y  ersetzt  {Fig.  9,  S.  42),  so  folgt: 


/■=' 


.  sin  y 


is  zwei  weitere  Formeln  durch  Vertauschung  sich  ergeben. 
io  drei  zusammen  enthalten  den  Satz: 

Die  Flache  eines  Dreiecks  ist  gleich  dem  halben 
-oduet  aus  zwei  Seiten  und  dem  Sinus  des  von  ihnen 
ngeschlossenen  Winkels. 

2)  Wenn  man  in  der  Formel  85  a  und  6  durch  ihre  Werthe 
.  sin  a  und  2r  .sinß  ersetzt  [Nr.  50,  Formeln  2)],  so  folgt: 
/'  =  2rJ  sin  a  sin  ß  sin  y. 
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i9.  60     Dreiecke. 


87. 


In  Worten:    Die  Flache  eines  Dreiecks  ist  gleich  dem 
doppelten  Froduct  au.>  «lern  Quadrat   des  Radius  des 
Umkrei>e.«j.  und  den  .Sinus  seiner  drei  Winkel. 
?>)  Nach  Tli.  II,  oo7  ist 

In  Worten:  Die  Fläche  eines  Dreiecks  ist  gleich  dem 
Froduct  aus  seinem  halben  Umfang  und  dem  Radius 
de*  Inkrei>e>. 

c 
Anifi       Wenn  TUH.U  in  <y  *in  y  d  ireh  sein>:?i  Werth  _     ersetzt  IXr.  5*\ 

2r 

Formeln   lij,  so  folgt: 


88. 


fJ  = 


4r 


In  Worten?    -    Wenn  man  in  *7  o  durch  meinen  aus  82  folgenden  Wertii 
ersetzt,  «o  folgt 

Noch  andere  Formeln  8.  in  der  folgenden  Nr.  (Formeln  91.) 

60.  Erweiterung.     Der  Satz  vom  anbeschriebenen  Kreise.  — 

Aus  der  Retraehtung  des  Dreiecks  0lACl  (Fig.  12)  folgt  [Nr.  nö. 
Formel  2)]: 


la) 


a 


2        v 


und  hieraus  durch  Vcrtausclmng  der  Buchstaben: 
lb) 


'»£  =  ?;  io^J-*' 


90. 


2      /i '  "      D  2      r 

Diese;  drei   Formeln  enthalten  zusammen  den  Satz: 

Die  Tangens  eines  halhen  Winkels  im  Dreieck 
ist  i'leieh  dem  Quotienten  aus  dem  Radius  des  der 
gegenüberliegenden  Seite  anbeschriebenen  Kreises 
und  «lern  halben  Umfange  des  Dreiecks. 

Setzt  man  die  aus  Hl  und  \)0  folgenden  Wertlie  für  tg  — , 

ti         y  * 

l9  .>i  *9  '>    einander  gleich,  so  folgt: 


Q    -    ?2 


9    =    *» 

Pa        P 


91. 


P}  P   '       P2  P 

oder  (mit  Rücksicht  auf  *7) 

2)  /2  =  W=rlgi=P2g2=/,ag3- 

Aus  der  Betrachtung  des  Dreiecks  0lBAl  (Fig.  12)  L     t 
\r.  56,  Fomiel  3)|: 


60.  61.    Dreiecke. 
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3a) 


ß  P-l 

f9  i  =      i 


und  hieraus  durch  Vertauschung  der  Buchstaben: 

3b)        <9  r  =  * ;  t9 .« =  h. 

*3 


y      P\       a 


92. 


Endlich  folgt  aus  2) 

Pa  =  P\.     P\  _  /;2 .     *'*  =  r3 

Dies  in  den  Formeln  3)  eingesetzt,  giebt: 

Zusammenstellung  der  in  81,  üO,  92,  93  enthaltenen  Werthe 
«         ß         7 
{ur  f*  2'  /?  2'  tg  2" 

81.  90.  92.  93. 


93. 


94. 


Aura.  Welche  Formeln  ergeben  sich  durch  Gleiohsetzung  der  Werthe 
81  und  92,  90  und  92?  —  Wie  lassen  sich  die  Formeln  91  direct  aus 
Fig.   12  ableiten? 

61.  Berechnung  des  Dreieeks  aus  anderen  Stücken  als  Seiten 
und  Winkeln.  —  Sind  zur  Berechnung  des  Dreiecks  andere 
Stücke  als  Seiten  und  Winkel  gegeben,  so  sucht  man  diesel- 
ben durch  die  Seiten  auszudrücken.  Dadurch  erhält  man  drei 
Gleichungen,  aus  denen  sich  die  drei  Seiten  bestimmen  lassen. 
(Diese  Gleichungen  sind  dann  von  höherem,  als  dem  zweiten 
(  ade,  wenn  2  Seiten  und  eine  der  Grössen  p,  oder  zwei  Höhen 
\  !  eine  der  Grössen  p  gegeben  sind.)  Die  folgenden  For- 
r  n,  welche  bereits  oben  gefunden  sind,  oder  aus  oben  ge- 
f  denen  sich  unmittelbar  ergeben,  zeigen,  wie  verschiedene 
:-  icke  des  Dreiecks  sich  durch  die  Seiten  ausdrücken  lassen. 
I  nneln,  welche  sich  durch  blosse  Vertauschung  der  Buch- 
s     ^en  finden  lassen,  sind  weggelassen.) 


54  fil-    Dreiecke. 

P^PViViPv  ««*  =  ftc  5  c<wa=         2Ac      -; 

»6.  ä,  =  2^;  tt  =  y}2  (*>2  +  «2  -  "*)    (Tb.  II,  366). 

Ist  wij  die  Halbirungslinie  des  Winkels  a,  welche  die 
Seite  a  in  die  Abschnitte  o,  (an  6)  und  Oj  (an  c)  theilt,  so 
folgt  aus  Betrachtung  der  Tneildreiecke: 

Wlj    6  ai    .     mi    c  __     aa 

""O'+aJ      m2  '"IZ+aJ     5tn2 

Daher:  -    — = . 

«»(y+^J    «*-J 

Durch  Multiplication  dieser  Gleichung  mit    .  l    = 

smy        .    /        a\ 
sm  (y  +  -  ) 


folgt: 

tnAb  +  c)  ab  .    .    .    .    a  . 

— 1V-, = :  oder:  mJb  +  c)stn  -^  =  ab  .stny  =  2/2; 

smv  .0  *  2 


smy 

sin  ^ 
2 


also  mt  = 


2/' 


(b  +  c)  sin  -  - 


o' 


oder,  wenn  man  für  f2  und  sin      die  Werthe  89  und  84  sc*~t: 

Aiini.     Statt  auf  die  Bestimmung  durch  die  drei  Seiten  lassen  h 

viele  Aufgaben  mittelst  der  früher  abgeleiteten  Formeln  einfacher  auf  k? 

andere  der  vier  Hauptaufgaben  zurückführen.    (Näheres  s.  in  den  „Uebu  9- 
aufgaben".) 


B.  Die  Auflösung  von  Gleichungen. 

1.  Oi«  Gleichung  vom  zweiten  Grade, 

62.   foröfmerÄMn^.  —  Betrachtet  man  die  Formel  41 

*  1  -  (J2  « 

als  Gleichung,  in  welcher  ty  e  die  Unbekannte  ist,  und  bringt 
diese  Gleichung  (nach  Tb.  I,  Nr.  92)  auf  die  Normalform,  so 
erhält  man  die  gemischt-quadratische  Gleichung 

Ersetzt  man  ferner  in  der  Formel  441 
sm2a  —  2  sma  cox  cc 

eos  a  durch  seineu  Werth  Nl—  sin1  a  (aiiB  38),  betrachtet 
diese  Formel  als  Gleichung,  in  welcher  »in1  a  die  Unbekannte 
ist,  und  bringt  diese  Gleichung  auf  die  Normalform,  so  erhält 
man  die  gemischt-quadratische  Gleichung 

sin2  2  a 

(2)  m*  o  —  sm2  a  =  — 

Ist  nun  eine  gemischt-quadratische  Gleichung 

(3)  x2  +  ax  =  ±A 

gegeben,  so  kann  man,  um  dieselbe  aufzulösen,  zunächst  (1) 
oder  (2)  Glied  für  Glied  mit  einem  vorläufig  noch  unbestimm- 
ten Factor  X*  multipliciren,  und  erhält 

(4)  X'tg'  «  +  ^.„«  =  11, 

(5)  l»ri.'<»-»'m'«=-J^j^. 

Setzt  man  nun  die  drei  Glieder  der  Gleichung  (3)  der 
Reihe  nach  gleich  den  drei  Gliedern  der  Formel  (4)  oder  der 
F  mel  (5),  so  erhält  man  drei  Gleichungen,  durch  welche  die 
G    issen  a,  X,  x  vollkommen  bestimmt  sind. 

Anm.  Die  Grösse  a  ist  ebenso  wie  l  zuerst  unbestimmt,  weil  (1) 
w  .  {%)  in  Wahrheit  Formeln  sind,  die  für  jeden  Werth  von  a  gelten. 
D  Multiplikation  von  (1)  oder  (2)  mit  i3  ist  nothwendig,  «eil  sonst  die 
G  tahsetzung  von  (3)  mit  (1)  oder  (2)  drei  Gleichungen  mit  nur  zwei  Un- 
ix annten  liefern  wurde  (vgl.  Th.  1,  Nr.  96).  —  Die  Grössen  «  und  1  Bind 
■J       in  Bezug  auf  die  Gleiuhuug  (3)  als  Hilfsgrossen  zu  betrachten,  dorob 


"1 


irnng,  wie  sogleich  sieb  ergehen  wird,  die  Lösung  der  vor- 
icbnng  bewerkstelligt  werden  kann.  —  l>a  die  rechte  Seils 
iv,  die  von  (2)  negativ  ist,  so  mau  nun  die  Formel  (1)  oder 
>,  je  nachdem  in  der  vorgelegten  Gleichung  (3)  die  Grösse  » 
negativ  ist.  Andernfalls  würde  man  für  /  und  ■*■  a,  bexw. 
■<■   Werthe  erhalten,   die   zur  Bestimmung  von  m  mibraocb- 

Erster  Fall:  x*  +  ax=  +  b. 
urch  (ileichsetzung  der  Glieder  dieser  Gleichung  mit 
Formel  (4) 

die  drei  Gleichungen: 

i  Elimination  von  Ä2: 


xa  =  A.ft?2«;   <rx  = 

übtga 

mau  aus  der  ersten  dieser  Gleichungen  x 

umstimmt. 

efundenen  Werth  in  der 

zweiten  einsetzt 

die  Vi 

em  Zeichen  +  nimmt: 

x  =  \T.  tga;    a\b.tg 

'2b  .  ty  u 
~    tgVa    ' 

2* 

2V4 

(t  nach  29  tg(2R~a)  =  ~tga,  «der  tga=-tg(2B-a\  . 
nach    30  tg  (—  ip)  =  —  tg  <p  ist:   tg  a  =  tg(a  —  2R)\ 
2er  _  2R).    Die  Formel  (7b)  theilt  sich  also  in  dir 
leiden : 

nun  R-.a  =  (t,  so  ist  (j  (-  2/fl  =         .  Man  kann 
l)  für  «  auch  (—  ß)  setzen,  und  erhalt  \ 

=  \l.tga;  x%  =  Nffi.  lg  (_#  =  _\T.  I»  £ 
tgß  —  cota  ist,  8«  folgt 

18)  (o2a  =  ---;  *1  =  +  Vo".^of;  a-2  =  _NT.  cot 


68.  64.   Gleichungen.  57 

In  den  Formeln  (8)  ist  die  Lösung  der  gegebenen  Gleichung 

vollständig  enthalten.    Ist  a  negativ,  so  ist  \f  A  mit  umgekehr- 
tem Vorzeichen  zu  nehmen,  damit  2  er  positiv  bleibt. 

Anm.  Beispiele  für  diese  und  die  folgenden  Methoden  s.  am  Sohluss 
des  Buches  in  der  „Uebersicht  der  Formejn  und  Regeln".  Man  verificire 
an  den  Werthen  (8)  die  Beziehungen:  «j  -(-*)  = — a\  *i*i= — b  (Th.  1, 113). 

Zweiter  Fall:  x2  +  ax=z  —  b. 

64.  Durch  Gleichsetzung  der  Glieder  dieser  Gleichung  mit 
denen  der  Formel  (5) 

lr  sm*  a  —  i?  sxn*  a  = 3 

4 

erhält  man  die  drei  Gleichungen: 

(9a)  x2  =  X2sinAa-    (9b)  ax^-l2 sin2  a-  6  =  *>f^>2*, 

oder,  durch  Elimination  von  X2: 

9      4b  sin1  a                   45  sin2  a 
x*  ==  — •    ax  =  —  — s 

sin2  2a  sin1 2a 

oder,  wenn  man  aus  der  ersten  dieser  Gleichungen  x  bestimmt, 

und  den  gefundenen  Werth  in  der  zweiten  einsetzt,  die  \b 
aber  mit  dem  Zeichen  —  nimmt: 

2\5  .sin2 a         2 a\6 sin2  a  _       46 sin2  a 
sin  2a      '  sin  2a      ~"        sin2  2a  ' 

oder 

(10a)  x  =  -W .  tg  a  (40,  26);  (10b)  sin  2a  =  —J^  =  ^-^-. 

Nun  ist  nach  29  sin  (2R  —  a)  =  sin  a.    Die  Formel  (10b)  theilt 
sich  also  in  die  folgenden  beiden: 

•   o          2N^~      •   /9P      9  ^        2^*~ 
sw2a  = :  sw(2Ä  —  2a)  = . 

a  o 

2\b 
Sei       man  nun  Ä  —  a  =  ß  so  ist  sin2ß=* .    Man  kann 

als     in  (10a)  für  a  auch  /?  setzen,  und  erhält 

x1  =  _ \b  .  tga\    a?2  =  — \f  A.  tg  ß. 
Da    ndlich  tgß=zcota  ist,  so  folgt 

i      )  sin  2a  = ;  xx  =  —  \f  5  .  fy  a;  «2  =  — NfT.  cof  a.       98. 

4* 


In  den  Formeln  (11)  ist  die  Losun. 

vollständig  enthalten.  —  Ist  a  negativ,  so  ist  N  b  mit  umge- 

kehrtem  Vorzeichen  zu  nehmen. 

Anra.  Man  verifioire  an  den  Werthen  (11)  die  Beziehungen  *y  -J-ej 
=  —  a;  Xyiti  —  b  —  Da  die  Funktion  Ig  alle  Werthe  von  0  hie  QO  an- 
nehmen kann,  so  lägst  sich  mitlelst  der  Formeln  (8)  der  Winkel  a  ateb 
bestimmen.  Da  aber  die  Funktion  tin  stets  zwischen  0  und  1  liegt,  so 
findet  man  durch  die  Formeln  (11)  nur  dann  einen  Werth  fttr  a,  wenn 
2\/S~<^a,  d.  b.  fl5>46  ist.  Ist  diese  Bedingung  nicht  erfüllt,  so  sind 
(nach  Tb.  I,  Nr.  101}  die  Wurzeln  der  Gleichung  imaginär.  Demnach 
werden  auch  Winkel,  deren  Sinus  und  Cosinus  nicht  zwischen  0  nnd  1 
liegen,  als  imaginär  zu  betrachten  sein. 

66.  Beduetion  der  algebraischen  Lösung  der  gemischt-quadra- 
tischen Gleichung  auf  die  trigonometrische  Form. 
ErBter  Fall:  *2  +  <w=  +  A. 
Nach  Th.  I,  Nr.  99,  Anm.  ist 

_±\ai  +  U-a 

oder        (1)  *  =  f[±|A+^-l]. 

Setzt  man  nun 

(2)  ^  =  *"2<', 

44 

(was  zulässig  ist,  da  b,  also  auch  — ä  positiv,  also  tga  i 

ist),  woraus 

{6>  2  -  ~p^ 

folgt,  und  setzt  (2)  und  (3)  in  (1)  ein,  so  folgt: 

oder,  da 


.=±1/^ 

T  c 


cos1 2  a 
±  1  —  coj  2a 


NT     (±  1  -  cos  2a)  _  N  b  (±  1  -  cot  2c) 
tg2a  '         co$2a         "  sm2a  ' 
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also 


(*) 


Zweiter  Fall:  ar^+OÄsr  —  6;  (a2>46). 
Nach  Th.  I,  Nr.  99,  Anm.  ist 


a?  = 


oder       (5) 

Setzt  man  nun 

(6) 


»if*K^-t 


-^  =  sin2  2a, 

(T 

n 


4b 


(was  zulässig  ist,  da  6,  also  auch  — ^  positiv,  überdies  — 5<1, 

also  sma  reell  ist),  woraus 

a  _ 

2  ""  sin  2a 


(7) 


\b 


folgt,  und  setzt  (6)  und  (7)  in  (5)  ein,  so  folgt: 

*=^|-[±Vl-sm22a--l-|, 
«n2aL  J 

±  Nl-5m22a  -  1  =  ±  cos  2 a  -  1 


oder,  da 
ist, 


^b    ,m       o        n      V&(±cos2a-l) 
x  =    .   ^    (dt  cos  2a  —  1)  = 


also :       (8) 


sin  2  a  v  sin  2  a 


II.  Die  Gleichung  vom  dritten  Grade. 

Erster  Fall:  y3-3/>y=:2?  (/>3  >  ?2). 

66.  Vorbemerkung.  —  Setzt  man  in  der  Formel  34 
sin  («  +  /?)  =  sin  a  cos  ß  +  cos  a  sin  ß 
=  2 er,  so  folgt: 
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sin  3a  =  sin  a  .  co*  2a  +  co*  a  .  rät  2a 

=  *m  a  (cos*  et  _  räi2  a)  +  2  sin  a  cos2  a  (39,  40) 

=  3  sin  a  cos2  a  _  sin*  a  =  3mtt(l-  sin2  a)  —  rät3  er, 

oder:  sin  3er  =  3  sin  a  —  4  rät3  a. 

Betrachtet  man  diese  Formel  als  Gleichung,  in  welcher  sina 
die  Unbekannte  ist,  und  bringt  diese  Gleichung  auf  die  Normal- 
form, so  erhält  man  die  cubische  Gleichung 

/WN  .  o  3  sin  3  er 

(1)  «n3  et  — -  stn  a  = — . 

4  4 

Ist  nun  eine  reducirte  cubische  Gleichung  (vgl.  Th.  I,  Nr.  109) 

(2)  y3-3W  =  2? 

gegeben,  so  kann  man,  um  dieselbe  aufzulösen,  zunächst  (1) 
mit  einem  vorläufig  noch  unbestimmten  Factor  X3  multipliciren, 
und  erhält 

(3)  ^»g-^fg=-yfc 

4  4 

Setzt  man  nun  die  drei  Glieder  der  Gleichung  (2)  der  Reihe 
nach  gleich  den  drei  Gliedern  der  Formel  (3),  so  erhält  man 
drei  Gleichungen,  durch  welche  die  Grössen  er,  i,  x  vollkom- 
men bestimmt  sind,  nämlich 

/a  \     i      n    •  *       ,au\            Wsinct      ,  x  a             X3  rät  3a 
(4a)  y»  s  A' im*  a;  (4b)  py  =  — j — ;  (4c)  2?== j—  f 

oder,  durch  Elimination  von  Ä3: 

3  __       8q.sin*a  2q.sina 

V  rät  3a     '   w"~         m3a    ' 

oder,  wenn  man  aus  der  zweiten  dieser  Gleichungen  y  bestimmt, 
und  den  gefundenen  Werth  in  der  ersten  einsetzt, 

8</3  rät3  a  _       89  rät3  er  y2         _ 

f)3  rät3  3a  ~"         sin  3a    '   p*  sin2  3a  "" 

(5a)         -3«=^  =  ^3. 

Setzt  mau  diesen  Werth  in  der  ersten  Gleichung  ein,  so  U     ;: 

3 _  _  8y.rät3aVP 

oder  (5b)  y  =  _  2  VF .  *in  a. 

Nun  ist  nach  29  sin(2R  —  a)  —  sina.    Ferner  nach     3 
[«n  (—  a)  —]  rä»  (45  —  0)  =  —  sin  a,    oder,    wenn   man   h>*    a 


I 


i 
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(2fi + a)  für  a  setzt :  sin  (2fi  -<*)  =  --  s m  (2Ä +  <*)  =  si»  (-  2R  -  a). 
Es  ist  daher 

Hm  3a  =  sin  (2R  -  3a)  =  #j»  (-  2B  -  3 a). 

(2  "\  2  J 

-^B  —  ctj  —  ß,  -g-fl  +  a  =  y,  so   ist  -J 

sin  3a  =  *ro  3/?  =  sin  (—  3y). 

Man  kann  also  in  (5b)  für  a  auch  ß  oder  —  y  setzen,  und 

erhält 

yl=z—2\p.sina\  y2=— 2\fp.«n/J;  y3=— 2N/>.<«»(— y)=+2\[7>*my, 

oder,  indem  man  /?  und  y  durch  ihre  Werthe  ersetzt: 

(6)  *wt3a  =  — %^\  99. 

y1=^2\psina;  y2=—2Sp.sin^-R—aJ^  y3=+2\p.sin[-R+aJ. 

In  den  Formeln  (6)  ist  die  Lösung  der  gegebenen  Gleichung 
vollständig  enthalten.  —  Hier,  wie  in  den  folgenden  Fällen  ist, 

wenn   q  negativ,  Sp   mit   entgegengesetztem  Vorzeichen   zu 
nehmen. 

Anm.  Der  im  Vorstehenden  behandelte  Fall  der  cubieohen  Gleichung 
ist  derjenige,  in  welchem  alle  drei  Wurzeln  reell  sind,  aber  durch  die  car- 
danische  Formel  in  imaginärer  Form  gegeben  werden  (vgl.  Th.  I,  Nr.  111). 
Umgekehrt  giebt  die  obige  Methode  keine  der  Wurzeln  in  reeller  Form, 
wenn  p3^q2  ist,  da  alsdann  stnSa^l  sein  würde.  Die  algebraische 
und  die  oben  ausgeführte  trigonometrische  Methode  zur  Auflösung  der 
cubieohen  Gleichung  erganzen  sich  also  in  der  Weise,  dass  die  Bestimmung 
einer  reellen  Wurzel  der  Gleichung  in  reeller  Form  durch  die  eine  Methode 
gelingt,  wenn  die  andere  versagt.  Und  zwar  führt  die  algebraische  Me- 
thode zum  Ziel,  wenn  in  der  Normalform  y3 -f-8py  =  2<j  entweder  p  po- 
sitiv, oder  p  negativ  und  p3  <  q*  ist,  dagegen  die  trigonometrische  Methode, 
wenn  p  negativ  und  f>3  >  q2  ist.  —  (Was  ist  über  den  Fall  p3  =  q*  zu 
bemerken?) 

67.  Reduction  der  algebraischen  Lösung  der  cubisehen  Glei- 
chung auf  die  trigonometrische  Form. 

Zweiter  Fall:  y3  —  3py  =  2q  (p*<q2). 
Nach  Th.  I,  Nr.  110  ist 

(i)  y =yq + V?2 v=y  +|/ r»"V?" -  ?. 

£    zt  man  nun 

(2)  4  =  ™2  2/*;   also  q  =  -^f, 

'  q*  L      stn2ß 


VJ 


{ 


(was  zulässig  ist,  da  p,  also  auc 

also  iin2ß  reell  ist),  und  setzt  i 
ist  zunächst 


'      smZß1'     ttn'2ß     ' 

3 

KVp'±im2ß\p' 
sin  2ß 
also  nach  44a 

1/  T+W-?=SpAolß;  1 


Setzt  man  weiter 


(3) 
so  folgt: 


Stgß=tga,  also  ' 


und  durch  Einsetzung  dieser  Wei 
y  =  \>"  (tg  a  +  cot  a)  =  Sp  Q- 


Die  Lösung  der  gegebenen  Gleichung  ist  also  iu  folgen- 
den Formeln  enthalten: 


.v 


(4)    rt.%f-   Y  ;  »«  =  V»/»i»  = 


sin  a  rot  a     )       sm  2a' 
^t  also 

2\p 


Dieses  Verfahren  liefert  bot  die  reelle  Wurzel  der  Gleichi 

l  (4)  für  2ß  »i 

(2ß  — 2,fj,  d.  h    R  — ,3   für  ,3  setzen      Dadurch   verwandelt  sieb  aber 


nicht  aber  die  beiden   imaginären.      Man   kann   zwar  in  (41  für  Iß 


in«, 
»ncl 


in  (2ft —  rc),  we  che  Verwand  lang  iin2n,  also  auch  y  ungeandert  lisit  - 
Ueber  die  Bestimmung  der  imaginären  Wurzeln  a.  die  Anm.  am  S  i 
von  Nr.  112  in  Th   I 

Dritter  Fall:  y3  +  3/^  =  2?. 

68.  Nach  Th.  I,  Nr.  110  ist 


(5)  y  =y~q~+Sq*  +  Ps  +  y  q  -  V  +p\ 
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Setzt  man  nun 

(6)        4-  =  ty22&  also  q  =  S~p.cot2ß, 

und  setzt  in  (5)  für  q  seinen  Werth,  so  ist  zunächst 
s  s 


~\fq  iV^TF  =  1/ \pz  .  cot2ß±\pÜ^  2/S+T) 
also  nach  44a 

3  3  3 3 

Setzt  man  weiter 

3 3 

(7)  W?  =  ty«,  also  \cotß  =  cota, 

so  folgt: 

•  __  3 _ 

und  durch  Einsetzung  dieser  Werthe  in  (5) 

y=NF(co<a-^a)=^(CWaa-^ag)=g%fgg=2N^.Cof2a. 
9  v  9  '         V  Stria  cos  a  /        g%n2a  ' 

Die  Lösung  der  gegebenen  Gleichung  ist  also  in  folgenden 
Formeln  enthalten: 

V^3  s _ 

(8)  tg2ß  =  -^-\  tga=z\tgß;  y  =  2\p.cot2a.  101. 

An  in.  Auch  dieses  Verfahren  liefert  nur  die  reelle  Wurzel  der 
Gleichung.  Vgl.  die  vorige  Anm.  —  Warum  läset  sich  die  trigonometrische 
Methode  nicht  zur  Auflösung  von  Gleichungen  höheren  Grades  anwenden? 
(S.  Formel  68.) 


t 


Uebersicht  der  Formeln 

(Zar  Wiederholung 

Reine  Trigononw 


A.  Die  Winkelfunktionen  als 
geschlossene  Ausdrucke. 

/.  Funktionen  spitzer   Winkel. 
1.  Der  Cosinus. 

1.  Der  grössere  von  zwei  spitzen 
Winkeln  bat  den  kleineren  Co- 
sinus. 

2.  cm  0=1. 

3.  cotR  —  O. 

4.  cos*a  +  cos*ß—l,  (a  +  ß=K). 

5.  cos  (ö  +  Oj)  =  cos  a  cos  a] 
-cosßcosßv  («+/*=<*, +/S,— Ä). 

6.  cos2a=cos2a-cos'1ß}  («+#=Ä). 

8.  cos  60°  =  ^ 

2.  Die  übrigen  Funktionen. 

9.  Sind  a  und  b  Katheten,  c  Hy- 
potenuse eines  rechtwinkligen 
Dreiecks,  so  ist 

a  b 


cot  a  =  —, 


10.  Jede 
Win 
uirte 
plen 

11.  Nim: 
so  m 
tion< 

12.  ««0 
cosQ 

13.  sinB 
cosB 

14.  cos1 

16.   ™- 

CDS 

16.  Ig  4£ 


18.  Conf 
che 
=  eo 

19.  eo»( 

20.  co«  ( 

21.  co«C 
=  + 

22.  Der 


r 
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dranten  positiv,  im  zweiten  und 
dritten  negativ.  —  Der  Cosinus 
eines  Winkels  nimmt  zwischen 
+  1  und  —  1  im  ersten  und 
zweiten  Quadranten  ab,  im 
dritten  und  vierten  zu. 
23.  Projicirt  man  von  drei  aus 
einem  Punkte  gehenden  Stre- 
cken die  erste  auf  die  zweite, 
und  diese  Projektion  auf  die 
dritte,  so  ist  die  letzte  Pro- 
tection, dividirt  durch  die  dritte 
Strecke,  gleich  dem  Producte 
der  Cosinus  der  beiden  Zwi- 
schenwinkel. 

i3\  cos  (R  +  a)  =  _  cos  (R  -  «). 
H.  cos(a  +  ß)  — cos  et  cos  ß  _ 

cos  (R  _  a)  cos  (R  _  ß). 
2.  Die  übrigren  Funktionen, 
fö.  sip  a  =  cos  (R  —  «). 

so.     tg  a  == 


31. 

0 
R 
2R 


sm    cos 


0 


+  1 


+  1 


tg  I  cot  '  sec   cosec 
Ö 


0    i  +  oo 


+oo 


0 


0    i-ll    0 


— oo 


+  1 


^poo 


3ä;-1«    0    i-oo1    0 


±oo  +1 

-  1    ±GO 

:foo  —  1 


4Jgj:  0    +1    o  !+oo  +l;Tco 


17.  sec  a  = 


cos  a 

1 
cos  a' 


cosec a  = 


1 


sina 


cota  = 


tga 


32.  cos(a+ß)=cosacosß-sinasinß. 

33.  cos{a-ß)=cosacosß+sinasinß. 

34.  sin{a+ß)=zsinacosß+cosasinß. 

35.  sin(a-ß)~siri(xcosß—cosasinßm 

36.  tg (a  +  ß)  =  -% <*+j9ß^ 

1  —  tg  a  tg  ß 

37.  tg(a-ß)  =   fra-ftf 
*  w       1+tgatgß' 

38.  co*2  a  +  *tn2  a  =  1. 

39.  co*  2a  =  co*2  a  _  *m2  «. 

39».  co*2a=l  _2*«n2a=2co*2a_l. 

40.  sin  2  a  ==  2  sin  a  cos  ct. 

41.  * 2« -     *Äf-, 

1  —tgz  a 


J8.  #in(Ä-a)==co*a;  /j(iJ-a)=co^a. 
{9.  co*(2Ä—  <*)  =  _  co*a; 
*m  (2B  —  a)  =  *m  a ; 

tg(2R-a)  =  -tga. 

T  pplementwinkel  haben  entge- 
t  igesetzte  Sinus,  aber  gleiche 
<    sinus. 

K).  <     (—a)=co*a ;«»(—«)=— «na; 
tg  (_  a)  =  -  tg  a. 

1  tgegengesetzte  Winkel  haben 
«  «egengesetzte  Sinus,  aber 
t    iche  Cosinus. 

So!     »gel,  Elem«nU*>Mftth«iikfttik.  III. 


42.    COS 


43.  «th 


1 

2 


cos  ß 


—  cosß 


—  cosß 


44»  ta^-z=—^^—=^—^il 
y  2       1  +  cosß         smß    ' 

45.  a  =  ^;   ^f.^. 

45*.  o  +  d  =  a]  a-ö  =  ß. 

46.  jrn  a  +  sinß=2  sin  o  cos  d. 
sin  a  —  sinß=z2  cos  o  sin  d. 

cosß  +  C0SCtz=2  cos  a  cos  d. 
cos  ß  —  cos  «  =  2  #«w  a  *  w  d. 

5 
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B.  Die  Winkelfunktionen  in 
transeendenter  und  Reihenform. 

A.1         -??        ■       -™ 

<ki.  a —         .a?;  x*—  qd* 

48.  e  =  l  +  l  +  -^j-  +  -31y  +  ... 

49.  e»=l+*  +  |j  +  3|  +••• 


50.  aj  =  /a. 


a,2  .  _a* 


51.  a^l+ajX+^H],^.. 

51*.  Eine  unendliche  Reihe  con- 
vergirt,  wenn  ihr  Quotient  von 
irgend  einem  Gliede  an  be- 
ständig kleiner  bleibt,  als  eine 
gegebene  Zahl,  die  kleiner  als 
Eins  ist. 

52.  c  =  2,718281828... 


53.  co^=l~2T  +  4! 


6! 


+   .. 


a?3       x*      x1 
«*  =  ,-_  +  ___  +  ... 


7! 


54.  ***  =  co*  *  + 1  *tn  x. 

Kt  e^'  +  e"* 

55.  co*  x  = ~ : 


60.  e*  K  +  l;  /"^Ktt; 


j         *  =—1;  e 


*tno;  = 


eae»  —  e  —  «I 


2i 


56.  (co*  a:  + 1  m  a:)  (co*  y  + 1  *t'n  y) 
=  cos  (x  +  y)  +  i *tn  (a?  +  y). 

57.  (co^x+iJtnx^srCO^naH-ttftVina:. 

58.  co*na:=cosna:— n-2cosn-2x.sin2x 

+  n-4  co*n"~4  a? .  sin*  x  — . . . 
sm na?  =  n  .  cos11""1  x.ma; 

—  n-8  co*n~8  a: .  *tn3  x  + 
n-6  co*"-6  a? .  *m5  a:  — . . . 

59.  «"  =  •<. 


7t  7t 

61.  co* 4n.^=+l;  co*(4n+l)^==0; 
co*(4n+2)J=-l ;  co*(4n+3)|=0. 
*m4n.  o"=0;*sw(4n+l)^-=+l: 

*w(4n+2)^=0;  *in(4n+3)|=-L 

62.  Eine  reelle  positive  Zahl  hat 
unendlich  viele  Logarithmen, 
von  denen  aber  nur  einer  reell 
ist  (n  =  0). 

Ic  =  x  +  2nm. 

62*.  Eine  reelle  negative  Zahl  hat 
unendlich  viele  Logarithmen, 
die  sämmtlich  imaginär  sind. 

7(-c)  =  x  +  (2n+l)m. 
ft        ** 

63'  T  =  T- 

64.  Vl  =  e  *  . 

66.  arctgx=x— ö^+c*6—  «*7+« 

66.  Jede  complexe  Zahl  aJrot  ta 
in  der  Form  ce±*  dargesl 

werden,  wobei  c=Va2+6a 
a?  =  arcty  —  ist. 


67.  %±bi)=jl{a*+b*)±i 


an 


68 


171+»" 
.  arctgz^^l^—j.. 


r 


Uebersiobt. 
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''<>  -  x>]  +  2  [-äFrr  + 


+  -J-  y7  +  •  •  •]• 


70.    /„==2|-^T+3(;iTIJ  + 
72.  e/p  =  ~['/(P+  l)+'fo»-l)] 

1      j.  (  1  V-t- 

+  275531 +  3  V2pTT/  + 

5  V2pZlJ  +  •  •  • 


1  r— i— 1 

3  V  2p*      1/ 


1  r_  L__ V  + 

b\2p*-lJ   +" 


1 


74.   -psrl 

4 


w 


1 


TT  1  1 

75.  -j-  =  8  arcty  jq  ~  4  arc'S 


—  arctg  - 


515 
1 
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Angewandte  Trigonometrie. 


A.  Die  Berechnung  der  Dreiecke. 

I.  Das  rechtwinklige  Dreieck. 
76. 


Gegeben: 

1)  a,  c. 

2)  a,  6. 

3)  6,  «. 

4)  c,  «. 


Lösung: 


.2. 


ÄrsVc^-a*:  cosa=z—. 

1  c 

7  c 


bz=:C.co8a\  a=\|c2— o2. 

//.  jDas  schiefwinklige  Dreieek. 
1.  Erste  Methode* 

L  77.  Die  Seiten  eines  Dreiecks  ver- 
*  halten  sich  wie  die  Sinus  ihrer 

Gegenwinkel  (Sinussatz). 


a 


sxna 


sinß 


stny 


78.  Das  Quadrat  einer  Dreieckseite 
ist  gleich  der  Summe  der  Qua- 
drate der  andern  Seiten,  ver- 
mindert um  das  doppelte  Pro- 
duct  aus  diesen  Seiten  und 
dem  Cosinus  des  von  ihnen 
eingeschlossenen  Winkels  (Co- 
sinussatz). 

c2  =  a2  +  62-2a6co*y. 

2«  Zweite  Methode« 

79.  Der  Sinus  eines  Winkels  im 
Dreieck  ist  gleich  dem  Quo- 
tienten aus  der  gegenüber- 
liegenden Seite  und  dem  Dur''v 


l 


ß 

10. 

96. 

Y 

81. 

c 

44! 

80.  Die ' 
zwei 
hält 
halb 
ihre! 
der» 

d       tgS 

Ei 

aus 

c.  i  n  % 

Lösung:  s  =  a  +  b\  d~a--b\ 
_       y  ,      d.tqo    . 


c  =  2  r .  ritt  y. 
eispiel:   a—  llftß-  A  — SftS: 


AumfPi 

7] 

1196 

b 

363 

r 

39.  36 
1649 

d 

813 

o 

70.  12 

S 

66.  31 
126.  43  i 

ß 

13.  41  1 

c 

961   | 

81.  Die  Tang« 
kels  im  D 


Uebet 

Quotienten  aus  dem  Radius 
des  Inkreises  und  der  um  die 
halbe  Gegenseite  verminderten 
halben  Summe  der  einschliessen- 
den  Seiten.  (Satz  vom  ein- 
beschriebenen Kreise.) 

»2       f/'j      ,,'  "»  2      ,,' 
_        b+c-a  e  +  a-b 

ft  =  — 5—  ■<*  =  —*  —  ■• 


A/~~V±h2i 
2      V      Je 


ß 

COS    j 


"      ca  '         2      r       ai 

84.  .,»|=l/"Äi.  „„4 
2__"        6c    '         2 

=i/"fäi;  rt,z=|/5ä:. 

'         co     '  2       r         ao 

Aufgabe  4. 

Ein  Dreieck   zu   berechnen 
aus  den  drei  Seiten  (o6c). 
Lösung:  p=  Vt(a  +  b  +  c);  p, — 
P-o;  pa  =  p-6;  p3  =  p_c; 

,«1/&ää.  /,-"  =  *; 

B.    spiel:  o=1532j  6  =  533; 
c  =  1299. 

I    »™«     ;    iww.1 j^SX 

mwTT 


Anhang. 

Uelmngssätze  und  Ai 
1.  Beliebige  Wink 

a)  Formeln. 


,4).£«:\l+lg», 


5)N« 


-1: 


7)  1  :  (cot^-cota),  8)  l:(tg4t+cota),  ' 
10)2«rW,ooW,,  11)  2:(<«V!  +  co(V, 
ffa(%-a)]:NS,  13)2»m!(%+V„)_l,  1 
IS)  (1  -  's*  (%  -  V,)] :  [1  +  <«=  ft  -  -I, 
_„•»(%«_«).     _  

cot  a  — 17)  N 1  +  ti»  a  .  \ll  —  tin  a, 
cota-.eoteca,  20)  cot «  :  Vi  +  co*2  «,  21 
Nlcojee2  a  —  1  :  cotoc  a,  23)  co«a  <V-  —  «n* 
(ccp  V  +  1),  25)  1 :  {Ig  «  co<  %  -  1),  26 
(1  -  «^  V,)  :  (1  +  «*»  V,),  28)  («I V,  -  <g 
29)  l^l  +  lsofciy,  30)  2:[(ft%  + 
31)  2OT«(%  +  "/s)c«CK,-»/s),  32)  cos(»S 
33)  [tin  (%«  +  «)  +  «i»  (%  R  -  «)] :  \3, 
st»  {%  -  o),  35)  [cm  (%  -  «)  +  co«  (%  H 

l£»  =  36)  N(l :  oo<*  o)  -  1,  37)  2/» 
2co«J:(col!!'V!-l),  39)  2:(co(V!—  tgl 
41)(l_co»2o):ri»2o,  42)  n»2«:(H-eoi 
-«(%_V,)]:2,  44)  l:Nco«ec»o_ 
46)  [lg  («/,  +  «)  _  1] ;  [*  (%  +  «)  +  1],  4 
[1+tg  (%-«)]. 

>ec«  =  <8)  Vi +<«=«,  49)  NT+w? 
Nc7.^«_l. 

coiec  a  =  51)  Nl  +  ool2«,  52)  Nl  + 


r 


Aufgaben  54—100. 
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54)  sin(*L±a)  =  cos(%  +  a)  =  55)  -£-\2(co*  a  ±  *m  a).  — 
56)  »(%Ag)  =  (li:»c);(lT»g)  =  57)  (co*ö±*ma): 
(co*  a  ^  rä  er)  =  58)  \l±*?»2a  :  \lTsin2a.  —  59)  *g(*/2 ± «/2) 
=  eo*  a  :  (1  T*ma)  =  60)  \l  db*,ft  «  :  \l  +  f/n  a.  —  61)  cos  a 
±  sina=\2sin(x/2±a)  =  62)  \2cos(\^a).  —  63)  tg(%  +  a) 
+  tg(R/2-a)  =  cot(*/2  +  a)  +  cot(B/2-a)  =  64)  2**c2a.  — 

65)  ig  (%  +  a)-tg  (%  _  a)  =  co*  (%  -  a)  _  co*  (Ä/2  +  a)  = 

66)  2^2«.  —  67)  ^(Ä/2  +  a)<g(Ä/2-a)=^(fi/2  +  a)co^Ä/—a) 
=  1.  —  68)  *m  (*/2  _  a/2)  =  co*  (ä/2  +  a/2), 

M)__tgV2(ß±y)  =  (sinß±siny):(cosß+cosy\  —  70) 
tgi/2(y~tß)  =  (cosß~cosy):(siny±sinß).  —  11)  tgß±tgy 
=  sin(ß±y):(cosßcosy).  —  72)  coty  +  cotß=sin(ß±y): 
(sinßsiny).  -  73)  ig  ß±coty  =  ±cos  (ß^y)  \  (cos  ß  siny); 
74)  «n  (/?  +  y)  +  sin  (ß  -  y)  =  2  *m  /?  cos  y.  —  75)  *in  (ß  +  y)  — 
sin(ß-y)  =  2cosßsiny.  —  76)  co*  (ß  +  y)  +  co*  (0  -  y)  = 
2cosßcosy.  —  77)  cos  (ß  ^y)  -  cos  (ß  +  y)z=2  sin  ß  siny.  — 

78)  *g  Vi(0  +  y)  +  tgVi(ß-y)  =  2sinß:  (cos ß  +  cos y).    — 

79)  co^/2(/J+y)  +  c^  V2(/?-y)  =  +  2.,sn/y:(co*y  -  cos  ß).  — 

80)  *m  (ß  +  y)cos(ß-y)  =  sin  ß  cos  ß  +  sin  y  cos  y.  -  81)  mt 
(ß-y)cos(ß  +  y)==:sinßcosß-sinycosy.  —  82)sm[jt+y) 
sin  (ß„.y)  =  sin2  ß- sin2  y.  —  83)  co*  (ß  +  y)  co*  (ß-y)  =  cos2y 
—  cos2  /?.  —  84)  (*in  /?  +  */w  y)  ±  (cos  ß  +  cos  y)  =  2  cos  lh  (ß  y) 
\l±sin(ß  +  y).  —  85)  (sin ß  —  sin y)  ±  (cos ß  +  cosy)  =  2  cos 
xk  (ß  +  y)  \l±sin(ß-y) . 

86)  sinScp  =  3  sin  cp  —  4  sin* cp.  —  87)  cos  3  cp  =  co*  y>(l  — 
4*tn2qp).  —  88)  sin  4  (p  =  cos  ep  (Asintp  —  8sin*  (p).  —  8lJ)  co*4r/) 
=  1—8  *m2  </>  +  8  sinA  cp.  -  90)  *iw  5  </)  ==  5  vi«  (p  ~  20  *?n3  </) 
+  16  sin*  fp.  —  91)  co*  f>  r/>  =  c>*  r/)  (1  -  12  sin2  (p  +  1  (5  *m4  y).  - 
92)  *39==(3^y-^»9)):(l  -3tg2(P).  —  93)  cotZcp^ 
(cot  cp-Ztg<p):  (3  -  *g2  r/>). 

94)  sin  (x  +  y  +  %)  =  sin  x  cos  y  cos  %  +  sin  y  cos  z  cos  x  + 
sin  %  cos  x  cos  y  —.  sin  x  sin  y  sin  z.    —    95)    cos  (x  +  y  +  z)  r= 
c     x  cos  y  cos  z  —  cos  x  sin  y  sin-  z  —  cos  y  sin  z  siyi  x  —  cos  z  sin  x 
y*     —    96)    sin  x  cos  (y  —  2)  _  sin  y  .  cos  (x  —  2)  =  cos  z  sin 
-  y).   —   97)   sin  V2  (x  +  2)  cos  Vi  (x  —  z)  +  sin  Vi  {y  —  z)  cos 
y  +  %)  — •  V2  (sin  x  +  sin  y).  —  98)   sin2  (x  —  y)  +  sin2  (y  —  2) 
sin2  (2  —  x)  =  2  [1  —  co*  (#  —  y)  co*  (y  —  2)  co*  (2  —  x) |     — 
I  cos2  (x  —  y)  +  co*2  (y  —  s)  +  co*2  (2  —  x)  =  1  +  2  co*  (a:  —  y) 
(y  —  2)  cos  (2  —  a:).   —    100)   sin  (x  —  y)  +  *m  (a:  —  2)  +  *?w 

5* 


* 

0 

H 
9 
c 


74  Aufgaben  101— Ul. 

(y  —  t)  =  4  co*  %  (x  —  y)  *m  Vi  (x  —  s)  co*  xh  (y  —  *).  —  101) 
co*  (x— y)  +  cos  (x— z)  +  cos(y—  z)  —  4  co*  ^(x— y)  co**/2(x — s) 
coj  V2  (y  —  z)  —  1.  —  Setzt  man 

x+y+s=2tt;  «  — or  —  ttj;  t*  —  y  =  a2;  «— s  =  «3, 
so  ist  102)  4  sin  x  sin  y  sin  z  z=  —  sin2u  +  *m  2ttj  +  sin  2u2  + 
*m  2h3.  —  103)  4  co*  x  cos  y  cos  z  =  cos  2u  +  co*  2t*j  +  co*  2a^ 
+  cos  2uy  —  104)  cos2  u  +  cos2  ux  +  cos2  «2  +  cos2  «3  =  2  (1  + 
cos  x  cos  y  cos  z).  —  105)  sin2  u  +  sin2  tij  +  sin2  u2  +  sin2  «3  = 
2(1—  cos  x  cos  y  cos  z). 

b)  Gleichungen. 

106)  sin  x  -.tgx  —  a.  —  107)  sin x:cotx  =  a.  —  108)  sinx 
-\-cosx=za.  —   109)  sinx  —  cosx  =  a.  —   110)   tgx  +  cotx 

—  a.  —  111)  tgx  —  cotx=z  a.  —  112)  cos  x  :  cos  xl%  =  a.  — 
1 13)  cos  x  :  sin x/2  =  a.  —  114)  sin  x  :  sin  2x  =  a.  —  115)  sin  x : 
tg2x  =  a.  —  116)  sinx  :tgx/2z=a.  —  117)  cosx  +  cos2x 
=  7/s.  —  118)  sinx  +  sin  2x~tgx.  —  119)  sinx  +  sin2x  + 
sin  3x  =  0.  —  120)  sin  (x  +  a)  +  cos  (x  —  a)  =  cos  (x  +  a).  — 
121)  sin  (a  -  x)  =  cos  (a  +  x).  —  122)  tg(B/2  +  x)  -  atgx  = 
a  —  1.  —  123)  co*  na:  +  co*  (n  —  2)x  =  co*  x.  —  124)  cosec2  72 

-  sc c2  */2  =  2^3  co*ec2  x.  —  1 25)  cot  xtg2x—tgx  cot  2x  =  2.  — 
126)  tf#  3a:  =  *m  6x.  —  127)  *m  x  —  *g  x.  —  128)  co*  x  =  tg  x.  — 
129)  co*  x  =  *t'n2x  —  cos2x.  —  130)  V2  co*  x  =  sin2  x  —  cos2x.  — 
131)  cos2  x  —  sin2  x  +  tg2  x  =  %.  —  132)  sin  a  +  *m  (x  —  a)  + 
*m  (2x  +  a)  z=  sin  (x  +a)  +  sin  (2x— a).  —  133)  <&  x(l  +  cos  2a) 
=  co*  2a .  tfg2x.  —  134)  sin  x  —  co*  x  =  4co*2x*wx  +  4*m3x.  — 
135)  sinx  +  sin3x  =  a.  —  136)  cos  x  +  cos  3x  =  a.  —  137) 
tgx  +  *g-3x  =  a, 

138)  sin  x  :  sin  y  —  o; ;  co*  x  :  co*  y  =  b.  —  139)  sin  x :  sin  y 
=  ß;  tg x  :  tg y  =  b.  —  140)  *mx+*iny  =  a;  cosx+cosy=b. — 
141)  *m(x  —  y)  =  cos  (x  +  y)  =  V2.  —  142)  fg(x  +  y)  =  a; 
*g  (x  —  y)  =  6.  —  143)  sin  x  =  a  .  sin  y ;  2tgx=ztg  */5.  —  144) 
tg%tgy/2^ tgy/2tg'l2^ tg'l2tg-/2^t^ x]  tg{x-k-y)^^tgz] 
sin2  x  +  *m2  y  =  co*2  y;  (a;,  y,  2  <  R). 

2.  Winkel  im  Dreieck.*) 

a)  Rechtwinkliges  Dreieck  («  +  ß  =  Ä). 
145)  tgaz=  (sin  et  +  co*  /?)  :  (co*  a  +  *m  ß).  —   146)  rät  a 
+  cos  a=zsinß+ cos  ß.   —   147)   cos  (a  —  ß)  =  sin  2 a.  —  Ein 

*)  Bezeichnungen  im  Dreieck:  abc  Seiten,  afly  Winkel,  ^1*3*3 
Höhen,  tltitz  Mittellinien,  m\m^m^  Winkeihalbirende,  r  KadiuB  des  Um- 
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Dreieck  mit  den  Winkeln  a,  ß,  y  ist  rechtwinklig,  wenn  148) 
sin  y  =  (sin  a  +  sin  ß)  ;  (cos  a  +  cos  ß),  149)  cot  y/2  -.  cot  ß/2  - 
cot  ßl2  —  cot  <tl2==\  (wie  verhalten  sich  die  Seiten  dieses  Dreiecks 
zu  einander?),  150)  sin  a  —  cos  ß  =  cos  y,  151)  sin  a  :  cos  ß  = 
sin  y  +  cos  y  cot  a,   152)  2  sin  a  sin  ß  =  im  2a  sin  y  —  cos  y. 

li)  Schiefwinkliges  Dreieck  (<■  +  ß  -f-^  =  2R). 
153)  m  o  +  «n  /5  +  m  y  =  \cos  «l%  cos  ßi2  cos  r/r  —  1 54) 
cos  a  +  cos  ß  +  cos  y  =  1  +  4  sin  «I2  sin  ßl2  sin  J?a.  —  155)  sin  2a 
+  sin2ß  +  sin2y  =  4  sin  a  sin  ß  siny.  —  156)  cos2a  +  cos2ß 
+  co*2y  =  — 1  ~  4  cos  a  cos  ß  cos  y.  —  157)  (g«  +  (gi«+^}' 
=  tga.tgß.tgy  (Beispiel:  fe « =  1,  tgß  =  2,  tgy-S).  — 
158)  coi-Vj  +  cotß/2  +  co<  j/2  =  cot«.'2cotß/2cot  y/2.  —  159) 
co*2  «/2  +  cos2  ßl2  +  co*2  yt2  =  2  +  2  *»  «/2  im  /?,  «n  yfr  ~~  160) 
*»'n2  V2  +  sin2  ff,  +  «ii»  y!2  =  1  -  2  *in  «/2  «*  #2  *ffl  r/2.  ~  161) 
*ff  "V,  tg  ßl2  +  <g-  #a  ig  y/2  +  tg  yl%  tg«>2=:l.  —  1 62)  cos2  «  + 
cos2  ß+ cosiy=l  ~2  cosacosßcosy.  —  163)  sina:sinß  = 
(cot  ß/2  +  cof  y/2) :  (cot  «fs  +  cot  y/2).  —  104)  co<  a  +  cotß  +  cot  y 
=  corf  a  cot  ß  cot  y  —  cosec  a  cosec  ß  cosec  y.  —  1 65)  mit  a  +  sin  ß 
—  «tu  y  —  4  «tn  «/,  «'»  #2  co*  y/2.  —  166)  *m  2a  +  sin  2ß  _  «in  2y 
=  4  cos  a  cos  ß  sin  y.  —  167)  sin2  a  +  sin2  ß  —  sin2  y  =  2  sin  a 
sin  ß  cos  y. 

3.  Formeln  zwischen  den  Stacken  des  Dreiecks. 

a)  Rechtwinklige!  Dreieck. 

168)  2eo^:«n2o  =  e2:62.  —  169)  tg2a-sec2ß  = 
(b  +  a):(b-  a).  —  170)  a :  (c  -  b)  =  (1  +  cos  a)  :  sin  ct.  — 
171)  (a  +  b):c-cos2a:(cosa  —  sina).  —  172)  (a  +  b  +  c)2: 
c2  =  sin  2a  +  2  sin  «  +  4  cos*  Vr  —  173)  sin  2a  =  2ab  :  c8.  — 
174)  a2  :  6c  =  (1  —  cos2  a)  :  cos  a. 

b)  Schiefwinkliges  Dreieck. 

175)  (a  +  b):c  =  cosVi(a-ß):siny/2.  —  176)  (a-b):c 
=  sinih(a-ß):cosy/r  —  177)  (b  +  c?  =  a2  +  4  f2  cot  «/2.  — 
178)  (o-c)2  =  a2-4/2%«/2.  —  179)  prq-abc.—  180)  p  = 
o  .  sin  ß/2  sin  y/2  :  cos  «/2.  —  181)  Al  =  a  sin  ß  sin  y  :  sin  a.  — 
182)  o  =  a:(cotß/2+cotrf2\—  183)  o=4r .sin"l2sinß/2siny/v  — 

kreises,  p  Radius  des  Inkreises,  pip^pj  Radien  der  Ankreise,  2p=o+t  +  c, 
2pi=  — a  +  *  +  c,  2p2  =  fl  — i  +  c,  ap3  =  o  +  i—  c,  /"*  Fläche.  Im 
rechtwinkligen  D.  ist  y=sß,  im  gleichschenkligen  i  =  c. 
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Aufgaben  184—243. 


1*4)  Qi  =  a:  (tgß/2  +  tgy/2).  —  185)  q2  +  $3  =  acot"/2.  —  \ 
186)  q1  +e2  +  e3  =  4r  +  e.  —  187)  A,  =  2rsi/i  ßsiny.  —  188) 
^t  =  4r  «in  «/2  co*  /^/2  cos  y/2.  —  189)  Q  +  Qx  =  4r  *m  «/2  cöj 
Va^-y).  —  190)  Ql  +  Q2  =  4r  cos2  yU.  —  191)  ?,  -  q  = 
4r  «n2  «/2.  -  192)  ?,  -  e2  =  4r  co*  //2  sin  Vi  (a  -  ß).  —  193) 
(p,  -  ^  :  (e2  +  ?3)  =  tg2  «lv  1 94)  (p  +  ?,) :  (p2  -  ?3)  =  ^ «/f 
c„*  Vo  (/?  —  y).  1 9ö)  e,  +  £.,  +  p3  —  3(>  =  Ar, sin1  «/2  +  W»2  #2 
+  *iitV2).  -     J%^1  +  p2  +  p3kLV(co*2«/2  +  co*2^/2  +  co*2;/2).  — 

TJ7)  p1  +  ^2  +  P3  +  :iP  =  ,*r  (co*  «  +  co# /?  +  ca*  y).  —  llJS)  r  +  p 
=  r  [CfS  a  +  cos  ß  +  cos  y).  —  L 99)  Qx  +  Q2  +  £3  —  3r  =  r(co*  er 
+  co*  /?  +  cos  y).  200)  /2  =  4ro  co*  <*/2  co*  /*/2  co*  yl2.  —  201) 
4 ppz  =  cot  «/2  cot  ß/2.  —  202)  hlh2hzc  =  a2b2sin*y.  —  203) 
äc  :  a2  =  (co*  ,? .  cos  y  +  co«  a) :  sin2  a.  —  204)  (o2  —  b2)  :  c  — 
a  cos  ß  —  b  cos  a.  —  205)  a2  +  o2  +  c2  =  2  (&c  cos  a  +  ca  co*  /? 
+  ^co*y).  —  206)  px  =  pigfi/%tgy/2.  -•  207)  Q  =  ptg«/2 
1g  fil%  tg  y/2. 

4.  Berechnung  von  Dreiecken. 

a)  Rechtwinklige  Dreiecke. 

Gegeben:  208)  a,  6  +  c.  -  209)  a,  c-6.  —  210)  a,  o  +  6.  — 
21!)  a  a-o.  —  212)  a,  p3.  —  213)  a,  p,.  —  214)  c,o  +  fc.— 
215)  c,  a-6.  -  216)  a  :  6,  A3.  —  217)  a  :  6,  Ar  —  218)  a:o,  f2.  — 
219)  a,  a-/l  —  220)  a,  p.  —  221)  tv  t2.  —  222)  r,  er.  — 
223)  o,  a.  —  224)  tv  r.  —  225)  qv  a.  —  226)  qv  q2.  —  227) 
tv  c.  —  22$)  u,  Ql. 

b)  Gleichschenklige  Dreiecke. 

Gegeben:  229)  hv  A2.  —  230)  a,  A,+A2.  —  231)  a,  A,-A2.— 
232)  b  +  hv  a.  —  233)  a,  A2.    -    234)  p,  Ar  —  235)  o :  6,  Ar 

c)  Schiefwinklige  Dreiecke.*) 

(Segeben:  236)  b  +  c,  6  -  c,  a.  —  237)  6  +  c,  6  -  c,  a.  — 
238)  p,  a  -  6,  6  -  c.  —  239)  a  +  6,  6  +  c,  a  -  b.  —  240)  a, 
«_/?,  y.  241)  6,  a-ß  y.  --  242)  o+6,  a  :  6,  y.  -  243)  er,  fe+c, 
62  + 


.2 


*)  Andeutungen  zur  Lösung:    236—243:  Durch  algebraische  Op 
tionen    auf  eine   der  vier  Hauptaufgaben   zurückzuführen    —  244 — 2 
Mittelst   rechtwinkliger   Dreiecke   zu   lösen.    —  273  —  285:    Satz    70. 
286—289:  Satz  80.  —  290—311:  Satz  81—84.  —  312—321:  Zum  Tl 
durch  Satz  78.  —  322—346:    95,  erste  Formel.  —  347—362:    Form 
90—93.  —  363—379:  95,  zweite  Formel;  78.  —  380—390:  Formel  9( 
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,  b,  c.  —  245)  A„  4,  ß.  —  2401  A,,  et,  ß.  —  247)  A„ 
A„  a,  /S.  —  2411)  *„  4,  a.  —  250)  f-,  a,  b.  —  251)  A„ 
*i.  's.  r-  —  253)  4+c.  »i.  /»•  — 254)  4  +  c,  A2,  ct.  — 
„/».  —  256)  b-c,  A„  y.  —  257)  b  —  c,  A2,  e.  — 
1„  f.  —  259)  4  _  c,  A,,  /«.  —  260)  A„  (,,  o.  — 
'.  -  20-')  »,,!,,  |J.  -  203)  »,,»,,  «.  —  264)  A„ 
')  (i.  ß,  p.  200)  </,  A„  4 :  c.  —  267)  A,  4  :  c,  a.  — 
t,  :  A,.  269)  o,  «,  A  +  »,.  —  270)  »,,  A,,  c.  — 
o.  —  272)  o  +  4,  A,  4-  »,,  c. 
4  +  c,  a.  —  274)  a,  b-c,  ct.  —  275)  r,  4  +  c,  /»->■.  — 
-  277)  r,  o,  A  -  278)  r,  er,  ß.  —  279)  i\,  r,  b.  — 
;  ß.  —  281)  b  -  c,  r,  ß.  —  282)  4  -  c,  r,  y.  — 
:i«d)  0  T  c,  r,  «.  —   284)  4  +  c,  r,  a.  —  285)  4  -  c,  r,  o. 

286)  4  +  c,  (J,  y.  —  287)  u,  4  :  c,  o.  —  288)  4  +  c,  «, 
A3  -  A,.  —  289)  4  _  c,  o,  A3  +  A.. 

290)  o,  4  +  c,  ft.  -  29 1)  n,  4  _  c,  y.  —  292)  <i,  o, ,".  —  293)  a, 
4  +  c,  /!.  —  294)  p,  o,  />.  —  295)  p,  et, ,!.  —  296)  o,  o,  f.  —  297)  o, 
A_c,  f.  —  298)  o,  4  +  c,  4  —  299)  a,  b-c,  »,.  —  300)  {,  et,  /J.  — 
301)  p,  4  +  c,  a.  —  302)  f,  4+c,  n.  —  303)  i>,  A„  ct.  304)  o, 
r),  f.  —  305)  j,  4_c,  ß.  —  30H)  p,  e,  o.  —  307)  r,  <>,  a.  — 
3081  r,  c-,  a.  —  309)  A,,  f,  f.  -  310)  A„  p,  |".  —  31 1)  p,  r,  o. 
312)  p„  et,  ß.  —  313)  a,  4,  ct-ß.  —  314)  a  :  4,  c,  ct.  -  315) 
o:4,  c,y.  —  316)  a:b,  c,r.  —  317) 4  +  c,  o  +  c,  ct.  —  318)  4+c, 
o+c,  y.~  319)  p,  0-4,  o.  —  320) p,  <i-4,  >".  —  321)p,  «_4,  ß. 
322)  f»,  r,  (■.  —  3231  f,  r,  ct.  —  324)  f,  4  +  c,  o.  — 
325)  /■',  4_c,  o, 

326)  »,,  p,  ct.  —  327)  *,,  4  +  c,  «.  —  328)  A„  a  +  4,  c.  — 
329)  A„  o  +  4,  /».  —  330)  A,,  b  -  c,  a.  —  331)  »,,  o  _  4,  c.  — 
332)  A„  p.  |i.  —  333)  A  p,  o.  —  33 1)  »„  r,  o.  —  335)  A„  f ,  o.  — 
3311)  A,,i),4.  — 337)  *„!>,/».  — 338)o  +  4,A,,A2.  -  339)  o-4, 
A„  A2.  —  340)  A„  A2,  A,.  —  341)  A„  4  +  c,  r.  —  342)  »,,  4_c,  r.— 
343)  A„  o,  o.  —  3441  A„  4  +  c,  ct.  —  345)  A,,  4-c,  ß-y.  — 
340)  ».,  4  +  c,  ß-y. 

347)  f,  a,  4  (Gl.  3.  Grades).  -  348)  e„  a,  ß.  —  349)  (,, 
ct.  —  350)  av  4,  /.  —  351)  Pi,  «,  A  —  352)  (jj,  a,  a.  —  353)  p^ 
ß.  —  354)  o,  j„  o.  —  355)  i),  c„  4.  —  350)  u„  i>2,  o.  —  357) 
,  (J2,  c.  —  358)  e,,  u,  4.  —  359)  ep  4,  c.  —  360)  c-,  ß],  <?2.  — 

>')  fi'  f«'  f»'  ~  362)  '■  p«  s* 

363)  !„  o,  r.  —  364)  !„  o,  o.  —  305)  (,,  a,  ß.  —  366)  4,  c, 

'.  (!,o).  —  367)  („  et,  Z.  (l,o).  —  308)  l„  o,  4.  —  309)  (,,  o,  /S.  — 
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370)  tv  6,  c.  —  371)  tv  a:&,  c.  —  372)  tv  tT  a.  —  373)  /,,  tv  c.  — 
374)  /,,  o,  6+c.  —  375)  tv  a,  6-c  —  376)  f,,  *2,  a.  — 377)  *r 
*3,  y.  —  378)  *,,  *2,  *3.  —  379)  tv  hv  a. 

880)  mv  6,  c.  —  381)  mv  6,  er.  —  Wj,  6,  y.  —  382)  mv  a,  /?.  — 
383)  mv  a,  6.  —  384)  mv  a,  a,  —  385)  a:mv  q,  qv  —  386)  a:mv 
q,  hv  —  387)  tnv  r,  a:(b  +  c).  —  388)  mv  a,  hv  —  389)  mv 
b  +  c,  a.  —  390)  mlf  i  +  c,  o. 

391)  or,  Oj,  a2  (Projectionen  von  6  und  c  auf  a).  —  3921 
a>  *2>  w3  (Halbiruugslinien  von  ß  und  y  bis  zu  ihrem  Schnitt- 
punkte). —  393)  a,  rv  r3  (Mittelsenkrechten  auf  6  und  c  bis 
zu  ihrem  Schnittpunkte).  —  394)  rv  r2,  r3  (Gl.  3.  Grades). — 
385)  b  -  c,  /?,  r3. 

5.  Vermischte  Sätze  und  Aufgaben. 

396)  Sind  dx  und  d2  die  Diagonalen,  /2  die  Fläche  eines 
Vierecks,  so  ist  f2  =  Vtdxd2  sin  (d^).  —  397)  Ist  im  recht- 
winkligen Dreieck  ABC  die  Strecke  BB.  so  gezogen,  dass 
ABBl=:%  ist,  so  ist  BA  .BB1  =  2BC .  ABV  —  399)  Ist  die 
Basis  eines  gleichschenkligen  Dreiecks  in  drei  gleiche 
Theile  getheilt,  jeder  Theilpunkt  mit  der  Spitze  verbunden, 
und  x  der  Winkel  zwischen  einem  Schenkel  und  der  benach- 
barten Verbindungslinie,  so  ist  eotx  =  (2  +  eosa)  :sin  a.  — 
399)  Sind  abed  der  Reihe  nach  die  Seiten  eines  Sehnen- 
Vierecks,  so  ist  eos  (ad)  =  (a2  +  d2  —  b2  —  e2) :  (2ad  +  2be) 
(Cosinussatz  für  das  Sehnenviereck).  —  Ist-  ferner  a  +  b  +  e 
+  d  =  2p,  /?  —  a=pv  p-b  =  pv  p  -<?=/>3,  p-d=zpv  so 

ist  400)  eos2  %(ad)  =p2p3  :  (ad+be),  401)  sin2  Vi  (ad)  =^|^, 

402)  sin  (ad)  =  2\pJJJl :  (ad + be),  403)  f2 = \pxp2pdpv  — 
404)  Ist  e  diejenige  Diagonale,  welche  mit  a  und  b  ein  Dreieck 
bildet,  so  ist  e2  =  (ad  +  be) .  (ac  +  bd) :  (ab  +  ed).  —  405)  Ist 
endlich  r  der  Radius  des  Umkreises,  so  ist  16r2  =  (ab  4  ed) 
(ae  +  bd)  (ad  +  be) :  PiP2pdpv 

406)  In  welchem  Verhältniss  stehen  die  Umfange  des  regel- 
mässigen Achtecks  und  Fünfzehnecks  bei  gleicher  Fläche?  — 
407)  Dgl.  die  Flächen  derselben  Polygone  bei  gleichem  U  - 
fang?  —  408)  In  welchem  Verhältniss  stehen  die  Umfange  s 
regelmässigen  Sechszehnecks  und  Fünfecks,  wenn  der  Umki  s 
des  ersteren  die  doppelte  Fläche  hat  vom  Inkreise  des  le  - 
teren?  —  409)  In  ein  regelmässiges  Zehneck  und  um  ein  reg  - 
massiges  Siebzehneck  sind  Kreise  beschrieben.    Wie  verhalt  i 
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sich  deren  Umfange,  wenn  beide  Polygone  flächengleich  sind?  — 
410)  Wie  gross  ist  die  Seite  eines  regelmässigen  Zwanzigecks, 
dessen  Fläche  diejenige  eines  regelmässigen  Zwölfecks  von 
gleichem  Umfang  um  eine  gegebene  Grösse  übertrifft?  —  411) 
Die  Seite  des  regelmässigen  Fünfzehnecks  aus  der  Breite  des 
Ringes  zu  berechnen,  der  von  seinem  Umkreise  und  Inkreise 
gebildet  wird.  —  412)  Den  wievielten  Theil  des  Radius  des 
Umkreises  beträgt  die  Differenz  zwischen  der  Seite  des  regel- 
mässigen Siebenecks  und  der  halben  Seite  des  regelmässigen 
Dreiecks?  —  413)  Aus  der  Fläche  eines  Segments  und  dem 
zugehörigen  Centn winkel  Sehne  und  Bogen  des  Segmentes  zu 
berechnen.  —  414)  Seiten  und  Fläche  eines  Sehnenvierecks  zu 
berechnen,  wenn  der  Radius  des  Kreises  und  die  Verhältnisse 
der  zu  den  Seiten  gehörigen  Bogen  gegeben  sind.  —  415)  Aus 
den  Centriwinkeln  der  gemeinsamen  Sehne  zweier  sich  schnei- 
dender Kreislinien  und  dem  Radius  der  einen  den  Radius  der 
andern  zu  berechnen.  —  416)  Seite  und  Fläche  eines  einem 
gegebenen  Kreise  einbeschriebenen,  417)  umbeschriebenen- n-Ecks 
zu  berechnen.  —  418)  Den  zwischen  zwei  parallelen  Sehnen 
liegenden  Theil  der  Kreisfläche  zu  berechnen,  wenn  der  Radius 
des  Kreises,  und  die  Abstände  der  Sehnen  vom  Mittelpunkte 
gegeben  sind.  —  419)  Drei  Kreise  mit  gegebenen  Radien  be- 
rühren sich  von  aussen.  Man  berechne  die  Winkel  des  Dreiecks 
ihrer  Centrallinien. 

Ein  gleichschenkliges  Trapez*)  zu  berechnen  aus 
420)  a,  6,  ß.  —  421)  a,  /2,  ß. 

Ein  Trapez  zu  berechnen  aus  422)  /2,  6,  c,  y.  —  423) 

*v  *>  *>  £  +  ?•  —  424>  /2>  ft>  ffi  /»  + ?• 

Vermessungsaufgaben.  425)  Die  Höhe  eines  senk- 
rechten Gegenstandes  aus  der  Länge  seines  Schattens  und  der 
Sonnenhöhe  zu  berechnen.  —  426)  Den  Radius  eines  Kreises 
aus  dem  Gesichtswinkel,  unter  welchem  derselbe  von  einem  in 
derselben  Ebene  ausserhalb  liegenden  Punkte  erscheint,  und 
aus  dem  Abstände  dieses  Punktes  vom  Mittelpunkte  zu  be- 
r  hnen.  —  427)  Wie  weit  kann  man  von  einem  Punkte  aus 
s  en,  dessen  Höhe  über  der  Oberfläche  der  Erdkugel  gegeben 
h  }  —  428)  Die  Höhe  XY  eines  senkrechten  Gegenstandes 
a  i  der  Entfernung  zweier,  mit  seinem  Fusspunkte  Y  in  gera- 
d   '  Linie  liegenden  Punkte  Ä,  B  der  Ebene,  und  den  Winkeln 


*)  Bezeichnungen  im  Trapez:   aa{  parallele,  6c  nicht  parallele 


r 


§Q  Aufgaben  429 — 431.    Rationale  Dreiecke. 

XAY  und  XBY  zu  berechnen.*)  —  429)  Die  Entfernung  eines 
Punktes  X  von  einer  gegebenen  Strecke  AB  und  von  ihren 
Endpunkten  aus  der  Länge  dieser  Strecke,  und  den  Winkeln 
XAB  und  XBA  zu  berechnen.  —  430)  Dgl.  die  Entfernung 
zweier  Punkte  X  und  Y  aus  der  Länge  einer  geg.  Strecke  AB7 
und  den  Winkeln  XAB,  XBA,  YAB,  YBA.  —  431)  Dgl.  die 
Entfernung  eines  Punktes  A  von  den  Ecken  eines  geg.  Dreiecks 

JTTaus  den  Winkeln  XAY  und  YAZ  (Pothenot'sche  Aufgabe). 


Rationale  Dreiecke. 

Vorbemerkung.  —  Ein  Dreieck  heisst  rational,  wenn  die 
Masszahlen  seiner  Seiten  und  die  Funktionen  seiner  Winkel 
rational  sind.  Dann  folgt -aus  85,  dass  auch  seine  Fläche, 
aus  91,  dass  die  Radien  seiner  Berührungskreise,  aus  95,  dass 
seine  Höhen,  aus  79,  dass  der  Radius  seines  Umkreises  ratio- 
nale Masszahlen  haben.  —  Da  die  Seiten  eines  Dreiecks  sich 
durch  die  Grössen  p,  pv  p2,  p3  und  alle  Funktionen  seiner 
Winkel  durch  tga/2,  tg  ßlv  tgr/2  rational  ausdrücken  lassen, 
letztere  aber  wieder  (nach  81)  durch  q  und  pv  p2,  pv  so  kommt 
es  schliesslich,  um  rationale  Dreiecke  zu  erhalten,'  nur  darauf 
an,  q  und  die  drei  Grössen  p,  oder  vielmehr,  da  zwischen 
diesen  noch  die  Gleichung  82  besteht,  q  und  zwei  der 
Grössen  p  rational  zu  wählen. 

Methoden  zur  Aufstellung  rationaler  Dreiecke.  —  a)  Das 
rechtwinklige  Dreieck.  —  Da  die  Winkelfunktionen  des 
rechtwinkligen  Dreiecks  seinen  Seitenverhältnissen  gleich  sind, 
so  genügt  es  zur  Rationalität  des  Dreiecks,  wenn  seine  Seiten 
rational  sind.  Eine  Methode  zur  Aufstellung  solcher  Dreiecke 
ist  bereits  in  Th.  II,  S.  148,  Fussnote,  mitgetheilt.  Danach 
hat  man  in  den  Ausdrücken 

a  =  p2  —  <?2;  b=z2pq;  c=zp2  +  q2 

für  p  und  q  zwei  beliebige  (aber  keinen  gemeinsamen  Fac 
enthaltende)  Zahlen  zu  setzen,  von  denen  eine  gerade,  die  i 
dere  ungerade  sein  muss.  (Andernfalls  würde  man  für  a,  l 
Werthe  erhalten,    die  einen  gemeinsamen  Factor  hätten,  t 


*)  Die  durch  X,  Y,  Z  bezeichneten  Punkte  in  dieser  und  den  folg 
den  Aufgaben  kann  man  sieh  als  unzugänglich,  die  durch  A,  B,  C  .  . 
zeichneten  als  zugänglich  vorstellen. 


Rationale  Dreiecke.  gl 

ifacher  durch  Multiplication  andrer  Werthe  von 

esem  Factor  erhalten  würde.) 

schiefwinklige   Dreieck.  —  Ersetzt  man  in 


p  durch  seinen  Werth  jj,  +  pa  +  ps  [Th.  II,  Nr.  99,  Formel  3)] 
und  bestimmt  pv  so  folgt: 

1)  ,,  =  Öft±ft>. 

Setzt  man  hierin  für  ?,  ;i2,  p3  beliebige  ganze  Zahlen,  so  er- 
hält man  p1  als  Bruch,  und  wenn  mau  q,  jiv  pv  j>3  mit  dem 
Nenner  dieses  Bruches  multiplicirt,  als  ganze  Zahl.  Dann  ist 
weiter  [Th.  II,  Nr.  99,  Formel  1)]: 

2)  o  =  p,+p,,  6  =  p,+?|i  c  =  f,+p,. 
Ferner  (81),  (87) 

3)  •j=fi*-J-.*i»|  =  -*. 

a  Pl  *  7>2  *  P3 

4)  p=Pi+pj+r3i  /2=pp. 

Um  durch  a,  6,  c,  /*  (diese  Stücke  enthalten  die  folgenden 
Tafeln)  alle  andern  oben  genannten  Stücke  des  Dreiecks  zu 
bestimmen,  dienen  die  Formeln: 

/i  t%  f2  ft 

6)  »,=?£;  *,  =  *{';  t,..^.         (95) 

7)  r=^  (88) 

Die  im  Allgemeinen  irrationalen  Stücke  t  und  m  werden  durch 
95  und  96  bestimmt,  nämlich: 

8)  Q  '.,  =  NpMfralFcg  -  tt  aa). 

9)  m,  =  2Npö. 

6  +  C 
Heraus  erhält  man  (,,  i3,  i»2,  m3  durch  die  bekannten  Ver- 
auschungen. 

Anm.  Mittelst  der  Formeln  5)  bis  9)  lassen  sich  aus  den  folgenden 
.'afein  leicht  Zahlenwerthe  bestimmen,  welche  für  die  Aufgaben  des  vori- 
en  Abschnittes  Beispiele  zu  liefern  geeignet  sind.  —  Das  unter  b)  be- 
shriebene  Verfahren  ist  von  1).  Graasmann  in  Grunert's  Archiv  Bd.  49 
1866)  mitgetheilt. 
Pohlaatt,  KlnitnUi-MMbMDMIfc.   HT.  g 


Rationale  Dreiec 

I.  Tafel  rechtwinklige: 


No. 

l 

4 

3 

5 

63».  V.  48,4» 

36«.62'.  11,6» 

6 

2 

12 

5 

13 

67.  22.  433 

22.  37.  11,6 

80 

3 

8 

15 

17 

23.  4.  30,9 

61.  65.  39,1 

60 

4 

24 

7 

25 

73.  44.  23,8 

16.  16.  36,7 

84 

5 

20 

21 

29 

43.  36.  10,1 

46.  23.  49,9 

210 

6 

40 

9 

41 

77.  19.  10,6 

12.  40.  494 

180 

7 

12 

SR 

37 

18.  56.  28,7 

71.  4.  31,3 

210 

8 

60 

11 

61 

79.  36.  40,0 

10.  28.  20,0 

380 

9 

28 

46 

53 

31.  53.  26,8 

68.  6.  33,2 

630 

10 

5« 

33 

66 

69.  29.  23,2 

30.  30.  36,8 

924 

11 

84 

13 

85 

81.  12.  9,3 

8.  47.  50,7 

546 

12 

16 

63 

66 

14.  15.  0,1 

75.  44.  59,9 

504 

18 

48 

55 

73 

41.  6.  43,5 

48.  63.  16,5 

1820 

14 

80 

39 

89 

64.  0.  38,8 

25.  69.  21,2 

1560 

15 

112 

15 

113 

82.  22.  18,7 

7,  37.  41,3 

640 

16 

3fl 

77 

86 

25.  3.  27,4 

64.  56.  32,6 

1886 

17 

72 

65 

97 

47.  55.  29,9 

42.  4.  30,1 

2840 

18 

144 

17 

145 

83.  16.  1,6 

6.  48.  58,5 

1224 

19 

20 

99 

101 

11.  26.  16,3 

78.  84.  48,7 

990 

80 

60 

91 

109 

33.  23.  64,6 

66.  36.  5,4 

2780 

21 

140 

51 

14» 

69.  59.  2,6 

20.  0.  67,6 

3670 

22 

180 

19 

181 

83.  58.  27,9 

6.  1.  32,1 

1710 

23 

44 

117 

126 

20.  36.  34,9 

69.  28.  25,1 

2674 

24 

88 

106 

187 

39.  57.  58,4 

50.  2.  1,6 

4620 

26 

182 

86 

167 

67.  13.  15,3 

32.  46.  44,7 

6610 

26 

176 

57 

186 

72.  3.  17,1 

17.  66.  42,9 

6016 

27 

220 

21 

221 

84.  32.  60,6 

6.  27.  9,5 

2810 

38 

24 

143 

145 

9.  31.  38,2 

80.  2a  21,8 

1716 

29 

120 

11» 

169 

46.  14.  23,0 

44.. 45.  37,0 

7140 

SO 

168 

95 

193 

60.  30.  46,4 

29.  29.  13,6 

7980 

81 

2S4 

23 

265 

86.  1.  15,3 

4.  58.  44,7 

3036 

32 

52 

166 

173 

17.  29.  32,4 

72.  30.  27,6 

4290 

33 

104 

163 

186 

34.  12.  19,6 

65.  47.  40,4 

7966 

34 

156 

138 

205 

49.  33.  1,0 

40.  26.  69,0 

10874 

85 

208 

105 

233 

63.  12.  54,0 

26.  47.  6,0 

10920 

36 

260 

69 

269 

75.  8.  13,8 

14.  61.  46,2 

8970 

37 

312 

25 

313 

85.  25.  7,6 

4.  34.  52,4 

3900 

88 

28 

195 

197 

'  8.  10.  16,4 

81.  49.  48,6 

27 

39 

84 

187 

205 

24.  11.  22,3 

66.  48.  37,7 

7! 

40 

140 

171 

221 

89.  18.  27,6 

60.  41.  32,5 

111 

41 

252 

116 

227 

65.  26.  13,6 

24.  81.  4M 

144! 

42 

308 

76 

317 

76.  18.  52,0 

13.  41.  8,0 

115J 

43 

364 

27 

365 

86.  46.  28,1 

4.  14.  31,9 

4P 

44 

60 

221 

229 

15.  11.  21,4 

74.  48.  88,6 

SC 

45 

120 

209 

241 

29.  61.  46,0 

60.  8.  14,0 

126 

4« 

240 

161 

239 

66.  8.  41,9 

38.  61.  18,1 

198 

Bationale  Dreiecke. 
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No. 

a 

b 

C 

a 

ß 

F 

"47* 

48 
49 
50 

420 
32 
96 

160 

29 
255 

247 
231 

421 
267 
265 
281 

86*.  3'.  0,4" 

7.  9.  9,6 
21.  14.  21,5 
34.  42.  29,0 

30. 56'.  69,6" 
82.  50.  50,4 
68.  45.  38,5 
66.  17.  31,0 

6090 

4080 

11856 

18480 

51 
52 
53 
54 
55 
56 
57 
58 
59 
60 

224 

288 
352 
416 
480 
68 
136 
204 
272 
340 

207 
175 
135 
87 
31 
285 
273 
253 
225 
189 

305 
337 
377 
425 
481 
293 
305 
325 
353 
389 

47.  15.  81,5 
58.  42.  55,8 
69.  1.  1,4 
78.  11.  15,8 
86.  18.  17,2 
13.  25.  10,8 
26.  28.  51,7 
38.  52.  48,3 
50.  24.  8,1 
60.  55.  51,9 

42.  44.  28,5 
31.  17.  4,2 
20.  58.  58,6 
11.  48.  44,2 
3.  41.  42,8 
76.  34.  49,2 
63.  31.  8,3 
51.  7.  11,7 
39.  36.  51,9 
29.  4.  8,1 

23184 
25200 
23760 
18096 
7440 
9690 
18564 
25806 
30600 
32130 

61 
62 
63 
64 
65 
66 
67 
68 
69 
70 

408 
476 
544 

36 
180 
252 
396 
468 
612 

76 

145 

93 

33 

823 

299 

275 

203 

155 

35 

357 

433 
485 
545 
325 
349 
373 
445 
498 
613 
365 

70.  26.  6,7 
78.  56.  41,7 
86.  31.  42,9 

6.  21.  34,8 
31.  2.  53,6 
42.  30.  3,6 
62.  51.  32,9 

71.  40.  31,1 
86.  43.  36,6 
12.  1.  4,9 

19.  33.  53,3 
11.  3.  18,3 

3.  28.  17,1 
83.  38.  25,2 
58.  57.  6,4 
47.  29.  56,4 
27.  8.  27,1 
18.  19.  28,9 

3.  16.  23,4 
77.  58.  55,1 

29580 
22134 
8976 
5814 
26910 
34650 
40194 
36270 
10710 
13566 

71 
72 
73 
74 
75 
76 
77 
78 
79 
80 

152 
228 
304 
380 
456 
532 
608 
684 
40 
120 

845 
825 
297 
261 
217 
165 
105 
37" 
399 
391 

377 
397 
425 
461 
505 
557 
617 
685 
401 
409 

23.  46.  38,3 
36.  3.  4,1 
46.  40.  2,3 
55.  31.  1,5 
64.  83.  4,6 
72.  46.  7,3 
80.  12.  6,5 
86.  54.  13,3 
5.  43.  29,3 
17.  3.  41,5 

66.  13.  21,7 
54.  56.  55,9 
44.  19:  57,7 
34.  28.  58,5 
25.  26.  55,4 
17.13.  52,7 
9.  57.  53,6 
3.  5.  46,7 
84.  16.  30,7 
72.  56.  18,5 

26220 
37060 
46144 
49590 
49476 
43890 
31920 
12654 
7980 
23460 

81 

82 

83 

84 

85 

86 

7 

8 

,9 

>o 

280 
360 
440 
520 
680 
760 
84 
168 
336 
420 

351 
319 
279 
231 
111 
39 
437 
425 
377 
341 

449 
481 
521 
569 
689 
761 
445 
457 
505 
541 

697 
841 
485 
493 
509 

38.  34.  48,3 
48.  27.  19,7 
57.  37.  17,7 
66.  2.  51,9 
80.  43.  44,6 
87.  3  44,6 
10.  52.  50,4 
21.  34.  6,9 
41.  42.  32,1 
50.  56.  36,1 

51.  26.  11,7 
41.  32.  40,3 
32.  22.  42.3 
23.  67.  8,1 
9.  16.  15,4 
2.  56.  15,4 
79.  7.  9,6 
68.  26.  53,1 
48.  17.  27,9 
89.  4.  23,9 

49140 
57420 
61380 
60060 
37740 
14820 
18354 
36700 
63336 
71610 

n 
n 

>3 
H 
*5 

672 
840 
44 
132 
220 

185 
41 
483 
476 
459 

74.  36.  28,4 
87.  12.  20,3 
5.  12.  18,4 
15.  31.  49,2 
25.  36.  80,7 

15.  23.  31,6 
2.  47.  39,7 
84.  47.  41,6 
74.  28.  10,8 
64.  23.  29,3 

62160 
17220 
10626 
31350 
50490 

84 


— -» — xm 


Rationale  Dreiecke. 


No. 

96 
97 
98 
99 
100 


a 

308 
396 
572 
660 
748 


435 
403 
315 
259 
195 


533 
565 
653 
709 
773 


a 

350.18'.  0,9" 
44.  29.  53,0 
61.  9.  30,4 
68.  34.  25,5 
75.  23.  18,5 


ß 


540. 41'.  59,1"  66990 

45.  30.  7,0  79794 

28.  50.  29,6  90090 

21.  26.  34,5  85470 

14.  36.  41,5  ,  72930 


II.  Tafel  schiefwinkliger  Dreiecke. 


No.' 

i 

!  a 

b 

e 

a                    ß 

-  -■ -_  —  —  -        - r j»  _^  'x 

y 

F         i 

ll 

14 

15 

13 

590. 29'.  23,1" 

670.22' 

.48,5" 

530.  7'. 48,4" 

84 

2i 

.  150 

25 

145 

96. 

43.  58,5 

9.  31. 

38,2 

73.  44. 

23,3 

1800 

3: 

i  120 

29 

101 

124. 

58.  33,6 

11.  25. 

16,3 

43.  36. 

10,1 

1200 

4 

1  408 

41 

401 

96. 

57.  20,1 

5.  43. 

29,3 

77.  19. 

10,6 

8160 

5 

1   40 

13 

37 

93. 

41.  42,8 

18.  56. 

28,7 

67.  22. 

48,5 

240 

<> 

i   44 

15 

37 

107. 

56.  42,9 

18.  55. 

28,7 

53.  7. 

48,4 

264 

7 

102 

61 

109 

66. 

59.  25,4 

33.  23. 

54,6 

79.  36. 

40,0 

3060 

8 

232 

61 

229 

85. 

11.  58,6 

15.  11. 

21,4 

79.  36. 

40,0 

6960    i 

9 

312 

109 

229 

131. 

24.  44,0 

15.  11. 

21,4 

33.  23. 

54,6 

9360 

10 

240 
200 

53 

85 

197  139. 
205   74. 

56.  16,8 

36.  28,4  " 

8.  10. 
24.  Tl7 

16,4 
22,3 

31.  53. 

26,8 

3360 

8400 

ii! 

81.  12. 

9,3 

12 

450 

85 

445   87. 

55.  0,3 

10.  52. 

50,4 

81.  12. 

9,3 

18900 

13 

624 

205 

445 

144. 

55.  47,3 

10.  52. 

50,4 

24.  11. 

22,3 

26208 

14 

222 

149 

221 

70. 

42.  30,0 

39.  18. 

27,5 

69.  59. 

2,5 

1554(4 

15; 

400 

85 

325 

148. 

34.  57,8 

6.  21. 

34,8 

25.  3. 

27,4 

7200 

16 

318 

181 

349 

64. 

58.  38,5 

31.  2. 

53,6 

83.  58. 

27,9 

28620 

17 

630 

73 

577 

134. 

6.  57,7 

4.  46. 

18,8 

41.  6. 

43,5 

15120 

18 

600 

125 

485 

154. 

11.  6,7 

5.  12. 

18,4 

20.  36. 

34,9 

13200 

19 

328 

169 

241 

104. 

53.  51,0 

29.  51. 

46,0 

45.  14. 

23,0 

19680 

20 

510 
600 

169 
241 

409 
409 

117. 
133." 

41.  .55,5 
4.  "32,6" 

17.  3. 
17.  3. 

41,5 
41,5 

45.  14. 

24,0 

30600 

21 : 

29.  51. 

46,0 

36000" 

22; 

520 

193 

457 

97. 

55.  6,7 

21.  34. 

6,9 

60.  30. 

46,4 

43680 

23 

560 

157 

493  107. 

14.  55,5 

15.  31. 

49,2 

57.  13. 

15,3 

36960 

24  j 

390 

373 

277 

72. 

l.  42,8 

65.  28. 

13,6 

42.  30. 

3,6 

49140   j 

25  | 

480 

509 

221 

69. 

50.  38,8 

84.  32. 

50,5 

25.  36. 

30,7 

52800 

26 

712 

601 

289 

100. 

19.  6,4 

56.  8. 

41,9 

23.  32. 

11,7 

85440 

27 

510 

533 

317   68. 

23.  7,1  76.  18. 

52,0 

35.  18. 

0,9 

78c 

28 

606 

565 

445   72. 

38.  34,1  62.  51. 

32,9 

44.  29. 

53,0 

119* 

29, 

904 

625 

505  105. 

46.  14,4  41.  42. 

32,1 

32.  31. 

13,5 

1518 

30 

370 

541 

421  .  43. 

1.  23,5  86.  3. 

0,4 

50.  55. 

36,1 

777 

31 

120 

17 

113  110. 

26.  39,6   7."  37. 

41,3 

61.  55. 

39,1 

c 

32 

240 

221 

29  128. 

9.  0,6  46.  23. 

49,9 

5.  27. 

9,5 

25 
16: 
23 

33 

1  840 

761 

89  151. 

4.  23,4  25.  59. 

21,2 

2.  56. 

15,4 

34 

1040 

,  1013 

53  119. 

20.  41,0  58.  6. 

33,2 

2.  32. 

45,8 

35 

296 

I  233 

1  137 

103. 

10.  52,4 

50.  2. 

1,6 

26.  47. 

6.0 

15?     j 

Rationale  Dreiecke. 
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No. 

1  a 

b 

C                a 

1     ß 

..  '. 

i ' 

86 

~8T6 

233 

617 

1430.25'.  0,5" 

90. 57'.  53,5" 

260.47'.  6,0" 

42840 

37 

696 

137 

617 

120.  10.  4,9 

•  7.   •)/.   OÖ,0 

50.  2.  1,6 

36540 

38 

584 

557 

173 

90.  15.  39,7 

72.  30.  27,6 

17.  13.  52,7 

48180 

39 

i  776 

773 

197 

83.  33.  34,9 

81.  49.  43,6 

14.  36.  41,5 

75660 

40;  680 

569 

281 

100.  45.  20,9 

55.  17.  31,0 

23.  57.  8,1 

78540 

41-,  872 

785 

305 

"96.'"  "7.  48,0 

63.  31."  8,3 

20.21.  3/T 

119028 

42  1 1160 

821 

629 

105.  29.  41,2 

43.  0.  10,3 

31.  30.  8,5 

248820 

43 '!  861 

500 

689 

91.  22.  50,0 

35.  29.  21,6 

53.  7.  48,4 

172200 

44 

;1869 

1700 

881 

86.  41.  20,5 

65.  14.  18.6 

28.  4.  20,9 

747600 

45 

!  549 

1300 

1201 

24.  57.  29,3 

87.  39.  42,2 

67.  22.  48,5 

329400 

46 

354,9 

370,0 

120,1 

73.  24.  49,1 

87.  39.  42,2 

18.  55.  28,7 

21294 

47 

!   93 

34 

65 

137.  40.  39,0 

14.  15.  0,1 

28.  4.  20,9 

744 

48   69 

50 

73 

65.  8.  53,2 

41.  6.  43,5 

73.  44.  23,3 

1656 

49 

Ol 

58 

41 

59.  4.  39.3 

77.  19.  10,6 

43.  36.  10,1 

1020 

50   123 

106 
15 

65 
41 

88.  37.  10,0 
130.  26.  59,0 

59.  29.  23,2 
12.  "4Ö"  "49,4" 

31.  53.  26,8 

3444 

51'   52 

36.  52.  11,6 

237 

52 

:  44 

39 

17 

95.  27.  9,4 

61.  55.  39,1 

22.  37.  11,5 

330 

53 

«   92 

75 

29 

117.  20.  33,4 

46.  23.  49,9 

16.  15.  36,7 

966 

54 

236 

183 

65 

139.  6.  3,2 

30.  30.  36,8 

10.  23.  20,0 

3894 

55 

;   52 

51 

53 

59.  57.  47,7 

58.  6.  33,2 

61.  55.  39,1 

1170 

56 

332 

255 

89 

145.  12.  48,1 

25.  59.  21,2 

8-  47.  50,7 

6474 

57 

i   76 

87 

65 

57.  51.  10,2 

75.  44.  59,9 

46.  23.  49,4 

2394 

58  j!  188 

195 

101 

70.  54.  39,5 

78.  34.  43,7 

30.  30.  36,8 

9306 

59 1  572 

149 

435 

153.  15.  4,0 

6.  43.  58,5 

20.  0.  57,5 

14586 

60   284 

125 

137 

267 
1839 

84.  37.  13,7 
126.  41.  35,0 

25.  59.  21,2 

69.  23.  25,1 
50.  2.  1,6 

16614 

61  1 1924 

3.  16.  23,4 

101010 

62 

716 

185 

543 

156.  1.  45,0 

6.  1.  32,1 

17.  56.  42,9 

20406 

63 

196 

173 

219 

58.  36.  15,9 

48.  53.  16,5 

72.  30.  27,6 

16170 

64 

244 

233 

111 

82.  8.  22,7 

71.  4.  31,3 

26.  47.  6,0 

12810 

65 

1052 

269 

795  160.  9.  29;i 

4.  58.  44,7 

14.  51.  46,2 

36294 

66 

244 

197 

291   56.  5.  46,3 

42.  4.  30,1 

81.  49.  43,6 

23790 

67 

668 

221 

555 

111.  21.  44,6 

17.  56.  42,9 

50.  41.  32,5 

57114 

68 

1244 

317 

939 

161.  43.  59,6 

4.  34.  52,4 

13.  41.  8,0 

46650 

69 

484 

365 

123 

163.  4.  38,7 

12.  40.  49,4 

4.  14.  31,9 

6534 

70 

428 
"268~ 

257 
281 

471 
255 

64.  22.  24,9 
59.  45.  56,4 

32.  46.  44,7 

82.  50.  50,4 
55.  17.  31,0 

54570 

71 

64.  56.  32,6 

30954 

72' 

1004 

305 

807 

122.  23.  45,3 

14.  51.  46,2 

42.  44.  28,5 

103914 

73 

436 

377 

159 

100.  54.  38,2 

58.  6.  33,2 

20.  58.  58,6 

29430 

74 

1676 

425 

1263 

164.  14.  16,2 

3.  56.  59,6 

11.  48.  44,2 

72906 

75 

572 

293 

579 

73.  55.  57,2 

29.  29.  13,6 

76.  34,  49,2 

81510 

76 

316 

305 

327 

59.  52.  46,3 

56.  36.  5,4 

63.  31.  8,3 

43134 

n 

1196 
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Aenderung,  stetige 

Areuscosinus 

Aroussinus  . 

Arcustangens 

Cofunktion 

Coseoans 

Cosinus 

Cosinussatz 

Cotangens  . 

Funktion    . 

algebraische 

ooordinirte 

direote 

indireote 

inverse 


Nr. 

2 

89 

39 

39 

15 

13.  »7 

8.21 

48 

13.27 

1 

3 

14 

15 

15 

89 


Funktion  reoiproke    . 

„         transoendente 
Funktionsgrösse 
Modul  des  log.  Systems 
Primzahl 

Quotient  der  Reihe 
Reihe,  oonvergente 

„      divergente 
Seoans 
Sinus*) 
Sinussatz    . 
Tangens 
Tangentialsatz 
Winkel,  oonffruente 
Winkelfunktion  . 


Nr. 

14 

3 

2 

43 

43 

36 

36 

36 

13.27 


13.27 
47 

13.27 

52 

21 
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•)  Uebenetsnng   eine«   arabischen  Wortes,  welche« 
noch  die  Bedeutung  „Busen"  hat 
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Einleitung.*) 

Die  in  den  folgenden  Tafeln  stehenden  Logarithmen  be- 
ziehen sich  auf  die  Grundzahl  Zehn,  gehören  also  dem  gemei- 
nen logarithmischen  Systeme  an. 

Tafel  I.  Die  Logarithmen  der  Deeimalzahlen  (S.  98—101). 
Die  Kennziffer  des  Logarithmus  wird  nach  Th.  I,  172, 175, 
176  bestimmt;  die  Tafel  enthält  nur  die  Mantissen. 
A.  Gegeben  die  Zahl,  gesucht  der  Logarlthmos. 

1)  Liegt  die  Zahl  zwischen  0  und  200,  so  suche  man 
sie  in  der  ersten,  mit  N.  überschriebenen  Spalte  auf;  die  in 
der  zweiten  (mit  L.  0  überschriebenen)  Spalte  rechts  daneben 
stehende  Zahl  ist  die  zugehörige  Mantisse.  (Z.  B. :  /l  67=2,2227.) 

2)  Liegt  die  Zahl  zwischen  200  und  2000,  so  denke 
man  sich  ihre  Einerstelle  weg,  und  suche  die  übrig  bleibende 
Zahl  (wie  in  1)  in  der  ersten,  mit  N.  überschriebenen  Spalte 
auf;  dann  gehe  man  in  derselben  wagerechten  Reihe  nach  rechts 
bis  in  diejenige  Spalte,  welche  mit  der  Einerziffer  der  gege- 
benen Zahl  überschrieben  ist;  die  dort  stehende  Zahl  ist  die  zu 
der  gegebenen  Zahl  gehörige  Mantisse.   (Z.  B.:  /l837=  3,2641.) 

3)  Liegt  die  Zahl  zwischen  2000  und  20000,  so  denke 
man  sich  ihre  Einerstelle  weg,  und  suche  den  Logarithmus  der 

brig  bleibenden  Zahl  nach  2)  auf.  Dann  bestimme  man  den 
Interschied  zwischen  der  gefundenen  und  der  folgenden  Man- 
sse,**)  suche  in  der  mit  P.  P.  Überschriebenen  Spalte  die- 


*)  lieber  die  Anwendung  der  Logarithmen  zur  Berechnung  von 
■äherungiwerthen  im  Allgemeinen,  und  über  dal  gemeine  logarithm fache 
.ystam  insbesondere  siehe  Tb.  I,  Nr.  167,  168,  169. 

**)  Sämmtliobe  Mantissen  auf  den  4  Seiten  der  Tafel  folgen  aufeinan- 
er  wie  die  Wörter,  Zeilen  und  Seiten  eine«  Buohea. 
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jenige  kleine  Tafel  auf,  welche  mit 

schrieben  ist,  und  suche  in  dieser 

der  gegebenen  Zahl  auf.    Den  rec! 

cimalbruch   addire   man   zu  der  vo 

und  runde  seine  Decimalstelle  (we! 

Bedeutung  einer  fünften  Decimalste) 

169  ab.     (Z.  B.:  /l2489.    Es  ist 

Mantisse  von  «1248  gleich  t 

Differenz  zwischen  0962  und 

In  Tafel  4  steht  neben  9  de 

0962 

3.6 
0965 . 6. 
Also,  da   die  wegzulassende  Decim 
=  4,0966.) 

Aiiiii.  Bereits  in  diesem  Intervall  ai 
einander  folgender  Zahlen  am  so  häufiger 
gegebene  Zahl  ist.  So  ilt  z.  B.  £  12489  = 
wenn  die  gegebene  Zahl  grösser  als  20000 
sem  Falle  ihre  Eioerstelle  ab  (z.  B.  16  i 
dann  nach  3). 

B.  Gegeben  der  LogarUIimuH, 

Die  Mantissen  von  0000  bis  3( 
und  101,  die  von  3032  bis  9999 
starken  wagerechten  Linie,  und  auf 

1)  Steht  die  Mantisse  des 
der  Tafel,  so  gehe  man  in  derselb 
links  bis  in  die  mit  N.  überschrieben* 
Zahl  ist  der  erste  Theil  der  gesucln 
stelle).  Ats  Kill  einteile  schreibt  mi 
die  Uuhcrschrift  derjenigen  Spalte  bi 
tisse  gefunden.  Zuletzt  wird  das  1 
Gegeben  2,1995.     Die  Zahl  ist  158 

2)  Steht  die  Mantisse  de 
nicht  in  der  Tafel,  so  suche  ma 
tisse,  und  bestimme  nach  1)  die  zi 
stimme  man  den  Unterschied  zw 
und  der  folgenden  Mantisse,  si 
schriebenen  Spalte  diejenige  kleine 
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sem  Unterschiede  überschrieben  ist,  und  suche  in  dieser  Tafel 
rechts  den  Unterschied  zwischen  der  gefundenen  und 
der  gegebenen  Mantisse  (oder  denjenigen  Decimalbruch, 
welcher  diesem  Unterschiede  am  nächsten  kommt).  Die  links 
daneben  stehende  Zahl  schreibt  man  als  Einerziffer  zu  der 
bereits  gefundenen  Zahl  hinzu.  Zuletzt  wird  das  Komma  be- 
stimmt. (Z.  B.:  Gegeben  1,4376.  Die  nächst  kleinere  Man- 
tisse ist  4362,  die  zugehörige  Zahl  273. 

Unterschied  zwischen  der  gefundenen  und  der  folgenden 
Mantisse:     4378  _  4362  =  i6.    Also  Tafel  16. 

Unterschied  zwischen  der  gefundenen  und  der  gegebenen 
Mantisse:     4376  _  4362  =  14. 

In  Tafel  16  kommt  diesem  Unterschied  am  nächsten  14 . 4. 
Die  links  dabei  stehende  Zahl  ist  9,  also  die  gesuchte  Zahl 
2739,  und  nach  Bestimmung  des  Kommas  27,39.) 

Tafel  II.  Die  Logarithmen  der  trigonometrischen 

Funktionen  (S.  102—115). 

Die  Kennziffer  für  alle  in  einer  Spalte  befindlichen  Man- 
tissen steht  am  Fuss  dieser  Spalte.  Steht  über  der  ersten 
Ziffer  der  Mantisse  ein  wagerechter  Strich,  so  ist  die  Kenn- 
ziffer um  Eins  zu  erniedrigen.  —  Sämmtliche  Kennziffern  sind 
um  Zehn  zu  gross. 

A.  Gegeben  der  Winkel,  gesucht  der  Itg  oder  l$in* 

1)  Ist  der  Winkel  in  Graden  und  Minuten  gegeben, 
so  gehe  man  in  der  mit  der  Zahl  der  Grade  überschriebenen 
Spalte  bis  in  diejenige  wagerechte  Reihe,  welche  links  in  der 
ersten  Spalte  mit  der  Anzahl  der  Minuten  bezeichnet  ist.    Die 

dort  stehende  Zahl  ist  die  gesuchte  Mantisse.  (Z.  B.:  Isin 
36°  44'  =  9,7768). 

Anm.    Die  Tafel  der  l sin  enthält  von  45°  bis  90<>  nur  die  geraden 

Minuten.  Ist  nun  die  Minutenzahl  des  gegebenen  Winkels  ungerade,  so 
addire  man  zu  der  Mantisse,  welche  zu  der  nächst  niederen  geraden  Zahl 
gehört,  2,  wenn  die  Differenz  dieser  und  der  folgenden  Mantisse  3  beträgt, 
dagegen  1,  wenn  diese  Differenz  %  oder  1  beträgt,  und  nichts,  wenn  sie  0 
beträgt. 

2)  Ist  der  Winkel  in  Graden,  Minuten  und  Zehntel- 
minuten gegeben  (oder  auf  solche  abgerundet),  so  suche  man 
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zuerst  [nach  1)]  die  zu  den  G: 
Mantisse.  Dann  bestimme  man  i 
gefundenen  und  der  folgenden  Mi 
fiberschrieben  en  Spalte  diejenige 
diesem  Unterschiede  überschrieb 
Tafel  links  die  Zahl  der  Zehntelmin 
stehenden  Decimalbruch  addire  i 
Mantisse,  und  runde  seine  Decim 
tisse  die  Bedeutung  einer  fünften 
Regel  169  ab.    (Z.  B.:  ItgWZ 

Mantisse  von  1^11°  34'  ( 

Differenz  zwischen  3110  u 

In  Tafel  7  steht  neben  6 

3110 

4j 

3114. 

AIbo,  da  die  wegzulassende  Decim; 

=  9,3114.) 

Anm.  Zwischen  0°  und  B«  bei 
Unterschied  zweier  auf  einander  folgenc 
während  die  kleinen  Tafeln  für  höben 
findet  dann  die  zur  Mantisse  zu  addirei 
der  beiden  Mantissen  durah  10  dividii 
minnten  mnltiplion-t.  (Z.B.  ltg3<>3%,1 
gende  Mantisse:  7927.  Differenz:  31.  I 
tiplieirt:  14,7.  Abgerundet:  15.  Zu  7« 
=  8,7921.) 

B.  Gegeben  der  hg  oder  Irin,  gesucht  der  Winkel. 
1)  Steht  der  gegebene  Logarithmus  in  der  Tafel, 
so  giebt  die  U Überschrift  der  Spalte,  in  der  man  ihn  gefunden, 
die  Zahl  der  Grade,  und  die  in  derselben  wagerechten  Reihe 
links  in  der  ersten  Spalte  stehende  Zahl  die  Zahl  der  Minuten 
deß  gesuchten  Winkels  an,  (Z.  B.:  Gegeben  lsinx  =  9,4588. 
Der  Winkel  ist  16°  43'.) 

Anm.  Findet  lieh  dieselbe  Mantisse  mehrmals  hinter  einander  in 
der  Tafel  (wm  in  der  Tafel  der  Irin  von  69«  an  vorkommt),  so  nehme 
man  das  arithmetische  Mittel  der  zur  ersten  und  zur  letzten  dieeer  gleioheii 
Mantissen  gehörigen  Mi  nuten  zahlen. 
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2)  Steht  der  gegebene  Logarithmus  nicht  in  der 
Tafel,  so  suche  man  die  nächst  kleinere  Mantisse  und  be- 
stimme nach  1)  den  zugehörigen  Winkel.  Dann  bestimme  man 
den  Unterschied  zwischen  der  gefundenen  und  der 
folgenden  Mantisse,  suche  in  der  mit  P.  P.  überschriebe- 
nen  Spalte  diejenige  kleine  Tafel  auf,  welche  mit  diesem  Unter- 
schiede überschrieben  ist,  und  suche  in  dieser  Tafel  rechts  den 
Unterschied  zwischen  der  gefundenen  und  der  ge- 
gebenen Mantisse  (oder  denjenigen  Decimalbruch,  welcher 
diesem  Unterschiede  am  nächsten  kommt).  Die  links  daneben 
stehende  Zahl  ist  die  Anzahl  der  Zehntelminuten  des  gesuch- 
ten Winkels.  (Z.  B.:  Gegeben  Itg  x  =  9,0376.  Die  nächst 
kleinere  Mantisse  ist  0371,  der  zugehörige  Winkel  6°  13'. 

Unterschied  zwischen  der  gefundenen  und  der  folgenden 
Mantisse:      0383-0371  =  12.    Also  Tafel  12. 

Unterschied  zwischen  der  gefundenen  und  der  gegebenen 
Mantisse :      0376  —  037 1  =  5. 

In  Tafel  12  kommt  diesem  Unterschied  am  nächsten  4  .  8. 
Die  links  dabei  stehende  Zahl  ist  4,  also  der  gesuchte  Win- 
kel 6°  13,4'.) 

Anm.  Fehlt  die  kleine  Tafel,  in  der  man  die  Anzahl  der  Zehntel- 
minuten aufsuchen  soll  [s.  Anm.  zu  A,  2)],  so  multiplicire  man  den  Unter- 
schied zwischen  der  gefundenen  und  der  gegebenen  Mantisse  mit  Zehn, 
und  dividtre  ihn  dann  durch  den  Unterschied  zwischen  der  gefundenen 
und  der  folgenden  Mantisse.    Dieser  Quotient,  zu  Ganzen  abgerundet,  giebt 

die  gesuchten  Zehntelminuten.    (Z.  B. :  Gegeben  Itgx  —  8,7921.   Die  nächst 

kleinere  Mantisse  ist  7906,  der  zugehörige  Winkel  30  32'. 

Unterschied  zwischen  der  gefundenen  und  der  folgenden  Mantisse 

7927  —  7906  =  21. 

Unterschied  zwischen  der  gefundenen  und  der  gegebenen  Mantisse 

7921  —  7906  =  16. 

Also:  21115017,1 

147 

80 

Man  hat  also,  wenn  7,1  zu  7  abgerundet  wird,  7  Zehntelminuten,  und  der 
gesuchte  Winkel  ist  30  32,7'.) 

Weitere  Bemerkungen  zu  Tafel  IL  —  In  der  Tafel  der 
Tangenslogarithmen  ist  2  die  kleinste  Differenz  zweier  auf 
einander  folgender  Mantissen.  In  der  Tafel  der  Sinuslogarith- 
men verschwindet  diese  Differenz  bei  Winkeln  über  45°  oft 
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zahl  des  gegebenen  Winkels,  die  daneben  stehende  Zahl  (in- 
nerhalb derselben  Doppellinien)  giebt  die  Minuten  des  Com- 
plementwinkels. 

2)  Bestimmung  des  Logarithmus  der  Function 
eines  stumpfen  Winkels.  —  Da  jede  Funktion  eines  Win- 
kels (abgesehen  vom  Vorzeichen)  gleich  derselben  Funktion 
seines  Supplementwinkels  ist,  so  kommt  es,  um  den  Logarith- 
mus der  Funktion  eines  stumpfen  Winkels  zu  finden,  nur  darauf 
an,  zu  jedem  Winkel  x  den  Supplementwinkel  180°  —  x  zu 
bestimmen.  Diesen  Winkel  liefert  ebenfalls  Tafel  III,  und 
zwar  durch  das  in  1)  beschriebene  Verfahren.  Nur  hat  man 
als  Gradzahl  des  Supplementwinkels  die  rechts  neben  der 
gegebenen  Zahl  in  der  mit  S  unterschriebenen  Spalte  steher.de 
Zahl  zu  nehmen. 
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Vorrede. 


Bei  der  Bearbeitung  des  vorliegenden  letzten  Bandes  meines  Lehrbuchs  der 
elementaren  Mathematik  ist  es  mein  besonderes  Bestreben  gewesen,  die  inannig- 
fachen  Beziehungen  zwisoben  ebenen  und  räumlioben  Gebilden  möglichst  deutlich 
hervortreten  zu  lassen,  und  namentlich  zu  zeigen,  wie  die  in  der  ebenen  Geo- 
metrie enthaltenen  Keime  in  der  Stereometrie  zur  Entfaltung  und  Ausbildung 
gelangen,  und  wie  andrerseits  die  Gebilde  und  Beziehungen  in  der  Ebene  als 
speoielle  Fälle  solcher  im  Räume  erscheinen.  Dieser  Zweck  bedingte  eine  Bar« 
stellungsweise,  welche  sich  möglichst  genau  an  die  im  zweiten  (und  dritten)  Bande 
befolgte  anschliesst,  nötigte  mich  aber  auob  zu  vielfachen  Abweichungen  von  der 
gewohnten  Form  der  Darstellung,  Abweichungen,  welche,  wie  ich  hoffe,  eine 
bessere  Anordnung  des  Stoffes  herbeigeführt  haben.  Bedenkt  man,  wie  grund- 
verschieden in  den  meisten  Lehrbüohern  die  Darstellungsweise  der  Stereometrie 
von  derjenigen  der  Geometrie  ist,  so  dürfte  schon  der  umstand,  dass  es  gelang, 
die  im  zweiten  Bande  befolgte  systematische  Anordnung  des  Stoffe«  auch  im 
vierten  Bande  konsequent  durchzurühren,  für  diese  Anordnung  sprechen.  —  Der 
Begriff  der  Bewegung  ist  natürlich  auch  diesmal  oberstes  Prinzip.  Ein  die  Stereo- 
metrie der  ruhenden  Gebilde,  d  h.  die  Theorie  der  Verwandtschaften  im  Baume, 
behandelnder  Abschnitt  musste  wegbleiben,  um  den  Umfang  des  Buches  nicht 
über  gewohnte  Grenzen  auszudehnen.  Dagegen  erschien  es  der  Gleichmässigkeit 
wegen  erforderlich,  manche  sonst  in  den  Schulbüchern  sehr  stiefmütterlich  be- 
handelte Partieen,  z.  B.  die  Lebre  vom  Tetraeder  und  von  den  regelmässigen 
Polyedern,  ausführlicher  zu  behandeln.  —  Ueber  sonstige  Eigentümlichkeiten  der 
vorliegenden  Bearbeitung  habe  ich  noch  folgendes  zu  bemerken.  Als  wichtigstes 
Raumelement  erscheint  die  Ebene,  während  die  Gerade  nur  in  Verbindung  mit 
der  Ebene  betrachtet  wird.  Die  krummen  Flächen  sind  von  den  durch  sie  be- 
grenzten Körpern  streng  getrennt  In  Nr.  16  ist  der  Versuch  gemacht,  die  kom- 
plizierten Beweise  des  Fundamentalsatzes  der  Stereometrie  durch  einen  einfacheren 
zu  ersetzen,  und  für  Satz  219,  welcher  die  Zerlegung  des  dreiseitigen  Prismas  in' 
drei  Tetraeder  behandelt,  ist  der  gewöhnliche  Beweis  durch  einen,  wie  es  scheint, 
weniger  bekannten,  aber  sehr  viel  eleganteren  ersetzt.  Die  doppelte  Analogie 
der  dreiseitigen  Eoke  mit  Winkel  und  Dreieck  gab  Anlass  zu  einer  getrennten 
Behandlung  ihrer  entsprechenden  Eigenschaften.  Als  vollständiges  Analogon  zum 
Dreieck  erforderte  das  Tetraeder  eine  gesonderte,  eingehendere  Untersuchung, 
ebenso  als  Analogon  zum  Parallelogramm  die  Säule  (welchen  Namen  ich  für  das 
unerträgliche  „Parallelepipedon"  setze).  Dem  Begriffe  der  regelmässigen  Polyeder 
ist  der  der  „homogenen"  vorausgeschickt.  —  In  der  rechnenden  Stereometrie  sind 
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solche  Körper  übergangen,  welche  nicht  schon  vorher  zu  Betrachtungen  Anlass 
gaben,  und  auch  sonst  kein  Interesse  bieten,  namentlich  auch  der  Obelisk.  Die 
sphärische  Trigonometrie  ist  durchaus  analog  mit  der  ebenen  behandelt.  Es 
mag  an  dieser  Stelle  noch  bemerkt  werden,  dass  die  Zerlegung  der  Kugelfläohe 
in  regelmassige  Polygone  (Nr.  86)  interessanten  Stoff  zu  Aufgaben  der  sphä- 
rischen Trigonometrie  liefert.  —  loh  habe  endlich  den  Versuch  gemacht,  die  all- 
gemeinen Flachen  zweiter  Ordnung  in  elementarer  Weise  vorzuführen.  Mass 
man  auch  im  elementaren  Unterrichte  von  einer  Betrachtang  ihrer  Eigenschaf- 
ten Abstand  nehmen,  so  erscheint  es  doch  wünschenswert,  den  Schüler  wenig- 
stens mit  ihren  Formen  bekannt  zu  machen,  was  obendrein  durch  die  schönen 
BrilTschen  Kartonmodelle  jetzt  so  sehr  erleichtert  ist.  Die  Art  und  Weise,  wie 
ich  diese  Flächen  eingeführt  und  klassifiziert  habe,  mag  durch  den  bescheidenen 
Zweck,  welcher  dabei  verfolgt  wurde,  entschuldigt  werden. 

Seit  dem  Erscheinen  des  dritten  Bandes  dieses  Lehrbuches  ist  durch  einen 
Erlass  des  preussisohen  Kultusministers  vom  28.  Januar  1880  (abgedruckt  in 
Stiehl's  Centralblatt  S.  269)  die  Einführung  fünf-  oder  vierstelliger  Loga- 
rithmentafeln in  den  Schulen  empfohlen  worden.  Der  in  jenem  Bande  ge- 
machte Versuch,  die  vierstelligen  Logarithmen  für  den  Unterricht  zu  verwerten, 
hat  hierdurch  eine  bedeutungsvolle  Unterstützung  gefunden.  —  Da  der  Druck 
des  vorliegenden  Bandes  noch  nicht  begonnen  hatte,  als  die  preusaasche  Ver- 
fügung über  die  neue  Orthographie  der  Schulbücher  erschien,  so  erklärt  es  sich, 
dass  diese  Orthographie  in  dem  vorliegenden  Bande  bereits  durchgeführt  ist. 

Schliesslich  sage  ich  denjenigen  Herren,  welche  mir  Vorschläge  zu  Ände- 
rungen oder  Vervollständigungen  in  den  drei  ersten  Bänden  dieses  Werkes  ge- 
macht haben,  nicht  minder  auch  der  Verlagshandlung  für  die  Liberalität,  mit 
der  sie  allen  meinen  Wünschen  hinsichtlich  der  Ausstattung  des  Werkes  ent- 
gegengekommen ist,  hierdurch  meinen  ergebensten  Dank,  und  bitte  meine  Fach- 
genossen,  auch  dem  vorliegenden  Schlussbande  freundliche  Beachtung  schenken 
zu  wollen. 


Waren,  im  August  1880. 


Y.  Schlegel. 
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Einleitung. 


L  Uebersicht  über  die  Grundgebilde  des  Raumes.  —  Die 
Lehre  von  den  Gebilden  im  Räume  und  ihren  Beziehungen  zu 
einander  heisst  Stereometrie.*)  Im  Gebiete  der  Ebene 
waren  der  Punkt  und  die  Gerade  diejenigen  Grundgebilde, 
durch  deren  Bewegung  alle  übrigen  Gebilde  abgeleitet  wurden. 
Im  Gebiete  des  Raumes  tritt  zu  diesen  beiden  Grundgebilden 
als  drittes  noch  die  Ebene  hinzu.  Wie  im  Gebiete  der  Geraden 
beliebige  Punkte,  im  Gebiete  der  Ebene  beliebige  Punkte  und 
Geraden,  so  können  im  Gebiete  des  Raumes  beliebige  Punkte, 
Geraden  und  Ebenen  angenommen  werden.  —  Im  Gebiete  der 
Ebene  konnte  eine  Gerade  die  beiden  Arten  ihrer  Bewegung, 
Verschiebung  und  Drehung,  nur  auf  je  eine  Art  ausführen 
(wenn  wir  zwei  entgegengesetzte  Bewegungen  als  gleichartig 
ansehen),  ein  Punkt  jedoch  seine  Lagenänderung  auf  unendlich 
viele  Arten.  Demnach  entstand  durch  Bewegung  der  Geraden 
stets  ein  und  dasselbe  Gebilde,  nämlich  ein  Teil  der  Ebene, 
durch  Bewegung  des  Punktes  dagegen  Kurven  von  mannig- 
facher Gestalt.  Und  es  führte  infolge  dessen  die  Bewegung 
einer  Geraden  zu  einfacheren  Gebilden  als  diejenige  des  Punktes. 
Daraus  folgte  weiter,  dass  es  zweckmässig  war,  erst  die  Be- 
wegungen der  Geraden  zu  betrachten,  und  dann  erst  diejenigen 
des  Punktes,  und  zwar  in  Verbindung  mit  der  Bewegung  einer 
Geraden,  auf  welcher  der  Punkt  sich  befand.  —  Im  Gebiete 
des  Raumes  verhält  sich  nun  die  Ebene  geradeso,  wie  im 

*)  Da  die  Stereometrie  nur  ein  Zweig  der  allgemeinen  Raumwissen- 
schaft ist,  zu  welcher  die  Einleitung  bereits  dem  zweiten  Teile  dieses 
Werkes  vorausgeschickt  wurde,  so  muss  hier  auch  auf  jene  Einleitung  ver- 
wiesen werden, 
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Gebiete  der  Ebene  die  Gerade.  Auch  die  Ebene  kann  die 
beiden  Arten  ihrer  Bewegung,  Verschiebung  und  Drehung,  nur 
auf  je  eine  Art  ausführen,  die  Gerade  und  der  Punkt  dagegen 
die  ihrigen  auf  unendlich  viele  Arten.  Wir  werden  also  dem 
entsprechend  in  erster  Linie  die  Bewegungen  der  Ebene  unter- 
suchen, dagegen  diejenigen  der  Geraden  und  eines  Punktes 
\,  erst  in  Verbindung  mit   den  Bewegungen   einer  Ebene,    auf 

welcher  diese  Gebilde  sich  befinden. 

2.  Hilfsmittel  der  Anschauung.  —  Wie  im  Gebiete  der 
Ebene  zahlreichere  Gebilde  und  Beziehungen  zwischen  densel- 
ben existieren  als  im  Gebiete  der  Geraden,  so  zeigt  das  Gebiet 
des  Raumes  in  dieser  Hinsicht  wieder  eine  grössere  Reich- 
haltigkeit und  Mannigfaltigkeit  als  das  der  Ebene.  Aber  die 
Untersuchung  dieser  Gebilde  und  Beziehungen  wird  dadurch 
erheblich  erschwert,  dasß  es  nicht,  wie  in  der  Geometrie,  mög- 
lich ist,  dieselben  in  ähnlicher  Darstellung  auf  einer  Ebene  zu 
veranschaulichen.  Wir  können  zwar  eine  Tafel  oder  ein  Blatt 
Papier  als  Abbild  einer  Ebene  benutzen  und  darauf  unsere 
Zeichnungen  von  ebenen  Figuren  entwerfen;  aber  wir  können 
kein  Abbild  des  Raumes  herstellen,  sondern  müssen  uns  mit 
dem  thatsächlich  gegebenen  Welträume  begnügen.  In  diesem 
aber  können  wir  nicht  Linien  und  Punkte  zeichnen,  wie  auf 
I  einer  Ebene,  und  ebensowenig  Flächen.    Es  handelt  sich  also 

darum,  Hilfemittel  zu  finden,  durch  welche  wir  die  Gebilde 
|.  und  ihre  Beziehungen  im  Räume  unserem  Auge  anschaulich 

t  machen  können.    Solche  Hilfsmittel  sind: 

r~  1)  Modelle.    Unter  Modellen  versteht  man  vollkommen 

l  ähnliche  Darstellungen  von  Gebilden  im  Räume.     Dieselben 

i  leisten  hiernach  für  die  Anschauung  dasselbe  wie  die  Zeich- 

L  nungen  in  der  Geometrie ;  aber  ihre  Herstellung  ist  bei  weitem 

*  umständlicher,  ebenso  ihre  Vervielfältigung  und  Abänderung. 

Die  Konstruktion  beliebig  vieler  Gebilde,  die  bei  der  Zeichnung 
lediglich  die  Instrumente  Lineal  und  Zirkel  erfordert,  im  Uebri- 
gen  aber  dem  Zeichnenden  die  grösste  Freiheit  lässt,  ist  daher 
hier  so  gut  wie  ausgeschlossen. 

An  in.  Räumliche  Konstruktionen  können  jedoch  in  Gedanken  aus- 
geführt und  mit  Worten  beschrieben  werden.  Zu  den  praktisch  ausführ- 
baren Forderungen  der  Geometrie:  „Konstruktion  einer  Geraden  und  einer 
Kreislinie  in  der  Ebene"  treten  dann  noch  die  eben  nur  in  Gedanken  aus- 
fuhrbaren Forderungen  der  Stereometrie:  „Konstruktion  einer  Ebene,  einer 
Cylinder-,  Kegel-  und  Kugelfläohe  im  Räume". 

Man  hat  zu  unterscheiden  Modelle  von  Körpern,  Flächen 
und  Linien.    Modelle  von  Körpern  werden  aus  Holz,  Gips, 
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Glas,  Metall,  Pappe  etc.  hergestellt,  und  zwar  massiv  oder  hohl 
nach  der  Beschaffenheit  des  Stoffes.  *)  Gläserne  gewähren  den 
Vorteil,  vermöge  ihrer  Durchsichtigkeit  alle  Kanten  und  Ecken 
des  Körpers  gleichzeitig  erkennen  zu  lassen  (freilich,  wenn  sie 
massiv  sind,  wegen  der  Strahlenbrechung  nicht  am  wahren  Orte). 
Für  Körper,  deren  Oberfläche  aus  ebenen  Figuren  besteht,  em- 
pfiehlt sich  als  leicht  ausführbar  das  Ausschneiden  ihrer  Ober- 
fläche aus  einem  einzigen  Stück  Pappe  oder  Papier,  worauf 
die  Fläche  an  den  Kanten  umgebogen  wird  und  je  zwei  Kan- 
ten, die  in  eine  einzige  zusammenfallen  sollen,  durch  Ueber- 
kleben  an  einander  befestigt  werden.  Zur  Herstellung  dieser 
Modelle  bedarf  man  einer  Zeichnung  (Netz  des  Körpers),  welche 
die  sämmtlichen  Kanten  und  Figuren  der  Oberfläche  des  Kör- 
pers auf  einer  einzigen  Ebene  darstellt  —  Ebenen,  welche 
durch  den  Körper  gelegt  sind,  lassen  sich  durch  Schnitte  dar- 
stellen. Der  Körper  besteht  alsdann  aus  mehreren  Teilen,  die 
sich  beliebig  trennen  und  zusammensetzen  lassen.**)  —  Flächen 
können  als  Oberflächen  von  Körpern  dargestellt  werden  (so  die 
Kugelfläche  als  Oberfläche  des  Kugelkörpers),  oder  in  Blattform 
(aus  Papier,  Pappe,  Glas;  aus  ersterem  Stoffe  besonders  leicht 
die  Ebene,  die  Cylinder-  und  Kegelfläche),  oder  endlich  durch 
Netze  von  Linien,  die  sich  auf  ihnen  ziehen  lassen,  und  die 
durch  ihren  Verlauf  ein,  wenn  auch  nicht  völlig  zusammen- 
hängendes, Büd  der  Fläche  geben.  ***)  —  Linien  auf  Flächen 
werden,  wie  immer,  durch  Zeichnung  dargestellt  —  Linien 
im  Räume,  sofern  sie  nicht  an  Körpern  oder  Flächen  erschei- 
nen, werden  durch  Fäden  oder  Drähte  dargestellt,  Punkte  im 
Raum  als  Schnitte  von  Linien. 

Mg  2)  Abbildungen.  Um  Gebilde  im  Räume  samt  ihren 
Beziehungen  durch  Zeichnung  in  der  Ebene  darzustellen,  denkt 
man  sich  die  Gebilde  zwischen  dem  betrachtenden  Auge  (Äy 
Augenpunkt)  und  einer  Ebene  (a,  Projektionsebene)  ge- 


*)  Solche  Modelle  werden  u.  a.  geliefert  von  der  „Leipziger  Lehr- 
mittel-Anstalt" (Dr.  O.  Sehneider),  und  in  besonders  reichhaltiger  Auswahl 
von  der  „Lehrmittel-Anstalt  J.  Ehrhard  &  Co."  in  Bensheim  a.  d.  Bergsir. 
**)  Hohlkörper  aus  Glas,  zum  teil  mit  gefärbtem  Wasser  gefüllt,  und 
in  verschiedenen  Lagen  gehalten,  würden  die  verschiedenen  ebenen  Schnitte 
eines  Körpers  am  besten  zur  Anschauung  bringen. 

***)  Hierher  gehören  die  „Kartonmodelle"  und  die  (erheblich  teureren) 
„Fadenmodelle"  von  Flächen  zweiter  Ordnung  (L.  Brill  in  Darmstadt), 
von  denen  jedes  vermöge  seiner  Beweglichkeit  eine  ganze  Reihe  von  Flächen 
derselben  Art  darstellt  und  gleichzeitig  die  auf  der  Fläche  konstruierbaren 
Kreis-  bezw.  geraden  Linien  zur  Anschauung  bringt. 


legen.  Jeder  Punkt  (Eckpunkt  oder  Endpunkt)  des  Gebildes 
verdeckt  dann  für  das  Aoge  einen  Punkt  der  Ebene,  jede  Linie 
des  Gebildes  eine  Linie  dar  Ebene.  Sind  dum  diese  verdeck- 
ten Punkte  und  Linien  auf  der  Ebene  (o)  gezeichnet,  so  ge- 
währt nach  Entfernung  des  Gebildes  diese  Zeichnung  dem  in 
A  befindlichen  Auge  denselben  Anblick  dar  Punkte  und  Linien, 
wie  vorher  das  Gebilde  selbst.*)  (Der  Unterschied  der  Ent- 
fernungen kommt  erst  beim  Sehen  mit  beiden  Augen  zum  Be- 
wusst8ein.)  Diese  Art  der  Abbildung  heisst  schiefe  Pro- 
jektion (vgL  T.  n,  Nr.  140).  Bei  dieser  Darstellung,  welche 
ebenso  subjektiv  getreu  ist,  wie  diejenige  durch  Modelle  objektiv 
getreu,  erleiden  die  Winkel  und  Strecken  Aenderungen  ihrer 
Grösse  (Beispiele  liefert  jedes  Bild  eines  von  geraden  Linien 
begrenzten  Gegenstandes).  Daher  muss  man,  um  solche  Ab- 
bildungen ohne  das  Gebilde  selbst  richtig  herzustellen,  diese 
Aenderungen  kennen,  die  wieder  von  der  gegenseitigen  Lage  des 
Gebildes,  des  Augenpunktes  und  der  Projektionsebene  abhän- 
gen. Die  Wissenschaft,  welche  solche  Abbildungen  darzustellen 
lehrt,  heisst  beschreibende  (deskriptive)  Geometrie.  — 
Ein  von  ebenen  Figuren  begrenzter  Körper  kann  entweder  so 
dargestellt  werden,  dass  sämmtliche,  oder  so,  dass  nur  die 
dem  Auge  gleichzeitig  sichtbaren  Ecken  und  Kanten  gezeichnet 
werden.  Man  wird  den  Körper  im  ersten  Falle  als  durchsichtig, 
im  zweiten  als  undurchsichtig  betrachten. 

Anm.  Im  ersten  Falle  sind  die  in  das  Innere  der  Zeichnung  fal- 
lenden Kanten  zum  teil  offene,  zum  teil  verdeckte.    Betrachtet  man  beide 

Arten  von  Kanten  mit  entgegenge- 
setzter Eigenschaft  behaftet,  so  stellt 
dieselbe  Zeichnung  eine  andere  Ansicht 
desselben  Körpers  dar.  (S.  die  neben- 
stehenden verschiedenen  Abbildungen 
eines  Warfels,  die  beide,  als  geome- 
trische Figuren  betrachtet,  kongruent 
sind.  Der  Unterschied  tritt  am  besten 
bei  der  Betrachtung  mit  einem  Auge 
hervor.) 

Denkt  man  sich  den  Augenpunkt  in  unendliche  Entfernung 
gerückt,  so  entsteht  die  (in  Fig.  1,  wie  in  allen  folgenden  Fi- 
guren angewendete)  Parallelprojektion,  welche  gegenüber 
der  schiefen  den  Vorteil  gewährt,  dass  parallele  Geraden  in 
der  Darstellung  parallel  bleiben,  wodurch  die  Herstellung  der 


■  Fig.  l. 
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*)  Genau  dieselbe  Methode  wird  in  der  Praxis  beim  Zeichnen  mi- 
kroskopischer Bilder  befolgt. 
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Zeichnung  wesentlich  erleichtert  wird.  Als  Beispiel  dieser  Pro- 
jektion kann  die  Abbildung  eines  Gegenstandes  durch  den  von 
der  Sonne  herrührenden  Schatten  (Silhouette)  angesehen  werden. 

Anm.  Wie  ist  das  Verhältnis  der  Grösse  des  Bildes  zu  der  des 
Körpers  bei  der  schiefen  und  bei  der  Parallelprojektion? 

Krumme  Flächen  werden  dadurch  abgebildet,  dass  man 
ihre  Grenzen  und  charakteristischen  Linien,  welche  die  Be- 
schaffenheit ihrer  Krümmung  angeben,  abbildet  Oder  man 
denkt  sich  die  Flächen  in  einer  bestimmten  Richtung  be- 
leuchtet, und  giebt  dann  die  durch  ihre  Krümmung  hervor- 
gerufene Verteilung  von  Licht  und  Schatten  durch  Schattierung 
wieder. 

Anm.  Die  erste  Art  der  Darstellung  unterscheidet  2.  B.  das  Büd 
eines  Globus  von  einem  Kreise,  die  zweite  das  einer  Kugel  von  einem 
Kreise,  das  eines  Kegels  von  einem  Sektor, 

Die  Anschaulichkeit  der  Abbildungen  wird  ausserordentlich 
erhöht,  wenn  man  von  einem  Gebilde  zwei  Abbildungen  aus 
verschiedenen  Augenpunkten  besitzt  und  diese  Bilder  durch 
ein  Stereoskop  betrachtet.  Das  stereoskopische  Bild  lässt 
dann  die  wirkliche  Lage  der  Teile  des  Gebildes  hinter  einan- 
der deutlich  erkennen.3")  (Um  von  einer  einzelnen  Abbildung 
einen  annähernd  ähnlichen  Eindruck  zu  haben,  muss  man  die- 
selbe mit  einem  Auge  betrachten.) 

3)  Schnitte.  Um  gewisse  Eigenschaften  und  Beziehun- 
gen eines  Gebildes  zur  Anschauung  zu  bringen,  genügt  es, 
sich  dasselbe  durch  eine  Ebene  geschnitten  zu  denken  und  die 
Schnittlinien  und  Schnittpunkte  des  Gebildes  mit  dieser  Ebene 
zu  zeichnen.  (So  kann  ein  Cylinder  für  manche  Zwecke  durch 
einen  Kreis,  für  andere  durch  ein  Parallelogramm  ersetzt  wer- 
den.) War  das  Gebilde  durch  einfache  Bewegung  einer  ebenen 
Figur  entstanden,  so  genügt  die  Zeichnung  dieser  ebenen  Figur 
ebenfalls  für  manche  Zwecke,  da  man  sich  nur  vorzustellen 
braucht,  dass  dieselbe  jener  Bewegung  unterworfen  werde.  Aus 
den  Eigenschaften  und  Beziehungen  der  gegebenen  Figur  folgen 
dann  entsprechende  des  daraus  entstandenen  räumlichen  Ge- 
bildes. Viele  Sätze  der  Stereometrie  lassen  sich  auf  diese 
Weise  aus  Sätzen  der  Geometrie  ableiten. 


*)  Eine  grosse  Anzahl  solcher  stereoskopisohen  Bilder  ist  der  Schrift 
von  Hügel:  „Die  regulären  und  halbregulären  Polyeder"  (Neustadt  a.  d.  H. 
Witter)  beigegeben.  Einige  dieser  Bilder  finden  sich  auf  der  diesem  Buche 
beigegebenen  Tafel. 
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Reine  Stereometrie. 

(Stereometrie  der  bewegten  Gebilde.)] 

JL  Die  Ebene  und  ihre  Bewegungen  im  Baume. 

a)  Einmalige  Bewegung  der  Ebene. 

3.  Entstehung  und  Bestimmung  der  Ebene.  *)  —  Wenn  zwei 
Geraden  (a,  V)  einen  (endlich  oder  unendlich  fernen)  Punkt 

Fig  2.  gemeinsam   haben, 

t  und  die  erste  Ge- 
rade durch  ein- 
fache Bewegung  in 
die  zweite  übergeht 

(d.h.so,das8einbe- 

y^       *~~  \     liebiger  Punkt  der 

•  ersten  Geraden  die 
Richtung  auf  einen  beliebigen  festen  oder  bestimmten  beweg- 
lichen Punkt  der  zweiten  Geraden  innehält),  so  ist  die  von 
der  bewegten  Geraden  beschriebene  Fläche  eine  Ebene  (T.  II, 
Nr.  27  u.  29).  —  Da  die  zweite  Gerade  auch  ausserhalb  dieser 
Ebene  im  Baume  auf  unendlich  viele  Arten  angenommen  wer- 
den kann,  so  kann  die  erste  auf  unendlich  viele  Arten  eine 
Ebene  beschreiben.  Das  Unterscheidende  dieser  Bewegungen 
nennen  wir  ihre  Seite.  Bewegt  sich  also  eine  Gerade  bestän- 
dig nach  derselben  Seite,  so  beschreibt  sie  eine  Ebene  (T.  II, 
Nr.  41).  Die  Ebene  ist  hiernach  bestimmt  1)  durch  Lage  und 
Richtung  der  bewegten  Geraden,  2)  durch  die  Seite  der  Be- 
wegung. Die  Merkmale  einer  Ebene  sind  also  Lage,  Rich- 
tung und  Seite. 


*)  Der  Inhalt  von  Nr.  3  and  4  gehört  eigentlich  in  die  Geometrie 
der  Ebene,  and  ist  grösstenteils  bereits  in  T.  II  zu  finden.  Die  Wieder- 
holung an  gegenwärtiger  Stelle  findet  des  besseren  Zusammenhanges  we- 
gen statt 
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Durch  die  Seite,  nach  welcher  sich  die  erste  Gerade  an- 
fänglich bewegt,  sind  alle  Stellungen,  die  sie  künftig  durch- 
laufen wird,  von  vornherein  mitbestimmt.  Umgekehrt  reicht 
jede  einzelne  dieser  Stellungen  im  Verein  mit  der  ersten  Ge- 
raden dazu  aus,  jene  Seite  zu  bestimmen  (T.  II,  8).  Da  jede 
Gerade  auf  einer  Ebene  als  erzeugende  Gerade  angesehen  wer- 
den kann,  so  ist  hiemach  durch  eine  beliebige  Gerade  auf 
einer  Ebene  ihre  Lage  und  Richtung,  durch  zwei  beliebige 
Geraden  auf  der  Ebene  ihre  Lage,  Richtung  und  Seite, 
d.  h.  die  Ebene  selbst,  vollkommen  bestimmt  Anders  aus- 
gedrückt: 

Durch    zwei    in    einem    (endlich   oder  unendlich  l. 
fernen)  Punkte  sich  schneidende  Geraden  (a,  b)  kann 
man  nur  eine  Ebene  legen. 

Anm.  Umkehrung:  Eine  Flache  ist  eine  Ebene,  wenn  man  in  ihr 
durch  jeden  ihrer  Punkte  %  Geraden  ziehen  kann. 

Eine  Gerade,  welche  zwei  Punkte  einer  Ebene  verbindet, 
liegt  ganz  in  derselben  (T.  II,  35).  Verbindet  man  also  zwei 
beliebige  Punkte  der  beiden  Geraden  a,  b  (Fig.  2)  durch  eine 
Gerade  0,  so  ist  (nach  1)  die  durch  a  und  b  bestimmte  Ebene 
auch  durch  a  und  e  (oder  durch  b  und  c)  bestimmt.  Demnach 
kann  man  die  Entstehung  der  Ebene  auch  folgendermassen 
definieren : 

Eine  Gerade  a  beschreibt  eine  Ebene,  wenn  sie  ». 
sich  um  einen  ihrer  Punkte  (einschliesslich  des  un- 
endlich fernen)   so   dreht,   dass   sie  beständig  eine 
andere  Gerade  e  schneidet 

4.  Fortsetzung.  —  Eine  Ebene  ist  bestimmt: 

1)  Durch  zwei  parallele  (a,  b)  oder  sich  schneidende 
(a,  e)  Geraden  (nach  1),  oder,  da  man  eine  der  Parallelen 
durch  einen  beliebigen  ihrer  Punkte  (nach  T.  II,  30)  ersetzen 
kann,  und  ebenso  die  schneidende  Gerade  a  durch  ihren  Drehungs- 
punkt (nach  2); 

2)  durch  eine  Gerade  und  einen  ausserhalb  derselben 
liegenden  Punkt,  oder,  da  man  diese  Gerade  durch  zwei  be- 
liebige ihrer  Punkte  ersetzen  kann  (T.  II,  14); 

3)  durch  drei  nicht  in  derselben  Geraden  liegende  Punkte. 
^Hieraus  folgt: 

Durch  eine  Gerade  und  einen  ausserhalb  dersel-  3. 
ben  liegenden  Punkt,  sowie  durch  drei  nicht  in  der- 
selben Geraden  liegende  Punkte  kann  man  nur  eine 
Ebene  legen. 


g  4.  Die  Ebene. 

Anm.  Die  Konstraktion  einer  Ebene  ans  den  anter  1),  2),  8)  ge- 
nannten Stücken  ist  eine  der  (freilich  nur  theoretisch  erfüllbaren)  Forde- 
rungen der  konstruierenden  Stereometrie. 

Eine  Ebene  wird  durch  drei  an  beliebige  ihrer  Punkte 
gesetzte  grosse,  oder  durch  zwei  an  beliebige  ihrer  Geraden 
gesetzte  kleine  lateinische,  oder  durch  einen  kleinen  deutschen 
Buchstaben  bezeichnet. 

Aus  1  und  3  folgt:  Bewegt  eine  Ebene  sich  so,  dass  sie 
beständig  entweder  durch  zwei  Geraden,  oder  durch  eine  Ge- 
rade und  einen  ausserhalb  derselben  liegenden  Punkt,  oder 
durch  drei  nicht  in  derselben  Geraden  liegende  Punkte  geht, 
so  bewegt  sie  sich  in  sich  selbst. 

Anm.  Prüfung  der  ebenen  Beschaffenheit  des  Fussbodens  durah 
MObeln;  bei  welchen  die  Endpunkte  der  vier  Fflsse  genau  in  einer  Ebene 
liegen,  und  umgekehrt.    Vorteil  der  mit  drei  Fassen  versehenen  Möbeln. 

Die  Lage  einer  Ebene  ist  bestimmt  durch  einen  beliebigen 
ihrer  Punkte;  ihre  Lage  und  Richtung  durch  eine  beliebige 
ihrer  Geraden  oder  zwei  beliebige  ihrer  Punkte;  ihre  Lage, 
Richtung  und  Seite  durch  zwei  beliebige  ihrer  Geraden  oder 
drei  beliebige  ihrer  Punkte. 

Ein  Punkt  hat  dieselbe  oder  verschiedene  Lage  mit  einer 
Ebene,  jenachdem  er  auf  oder  ausser  ihr  liegt;  eine  Gerade 
hat  gleiche  Richtung  oder  dieselbe  Lage  mit  einer  Ebene,  je- 
nachdem sie  keinen  oder  einen  Punkt  mit  der  Ebene  gemein- 
sam hat,  sie  hat  dieselbe  Lage  und  Richtung  mit  der  Ebene, 
wenn  sie  ganz  in  der  Ebene  liegt. 

Zwei  Ebenen  können  nur  entweder  in  der  Lage  and 
Richtung  oder  in  der  Seite  übereinstimmen.  Könnte  eine  Ebene 
durch  Bewegung  eines  Punktes  entstehen,  so  würden  zwei  von 
diesem  Punkte  auf  verschiedene  Art  beschriebene  Ebenen  nur 
diesen  Punkt  gemeinsam  haben,  d.  h.  in  der  Lage  überein- 
stimmen, und  sich  in  Richtung  und  Seite  unterscheiden.  Da 
aber  die  Ebene  das  Resultat  der  Bewegung  einer  Geraden  ist, 
so  kann  sie  ihre  Lage  nicht  ohne  ihre  Richtung  ändern,  und 
umgekehrt.  Zwei  von  derselben  Geraden  beschriebene  Ebenen 
stimmen  also  in  Lage  und  Richtung  überein  und  unterscheiden 
sich  durch  die  Seite;  zwei  von  verschiedenen  (sich  nicht  schnei- 
denden) Geraden  durch  Bewegung  nach  gleicher  Seite  beschrie- 
bene Ebenen  stimmen  in  der  Seite  überein  und  unterscheiden 
sich  durch  Lage  und  Richtung.  —  Zwei  Ebenen  haben  hiernach 
niemals  nur  einen  Punkt,  sondern  stets  eine  Linie  gemeinsam. 
Diese  Linie  muss  aber  eine  Gerade  sein,  weil  eine  in  einer 
Ebene  liegende  krumme  Linie  nur  diese  eine  Ebene  erzeugen 
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kann,  während  jede  andere  Fläche,  die  sie  beim  Heraustreten 
aus  der  Ebene  beschreibt,  krumm  ist 

Also:  Zwei  Ebenen  mit  gleicher  Lage  haben  stets  4. 
eine  Gerade  gemeinsam. 

Anders  ausgedrückt:   Haben   zwei  Ebenen   dieselbe  5. 
Lage,  so  haben  sie  auch  dieselbe  Richtung  (und  um- 
gekehrt). 

Hiernach  ist  also  eine  Ebene  vollkommen  bestimmt  durch 
ihre  Lage  und  ihre  Seite.  Man  kann  also  stets  eine  einzige 
Ebene  konstruiren  von  gegebener  Lage  und  Seite.  —  Dagegen 
ist  die  Ebene  durch  Richtung  und  Seite  überbestimmt,  weil 
die  gegebene  Richtung  eine  unendliche  Menge  von  Lagen  dar- 
stellt, während  zur  Bestimmung  der  Ebene  nur  eine  derselben 
erforderlich  ist  Man  kann  also  eine  Ebene  von  gegebener 
Richtung  und  Seite  im  allgemeinen  nicht  konstruieren. 

Ferner  sind  hiernach  für  eine  Ebene,  obwohl  sie  drei  Merk- 
male hat,  nur  zwei  verschiedene  Arten  der  Bewegung  denkbar, 
nämlich  1)  Aenderung  der  Lage  und  Richtung  mit  Beibehaltung 
der  Seite,  2)  Aenderung  der  Seite  mit  Beibehaltung  der  Lage 
und  Richtung. 

1)  Lagen-  und  Richtungs&nderung  der  Ebene. 

5«  Bewegung  der  Ebene.  —  Ist  eine  Ebene  q  durch  Aen- 
derung ihrer  Lage  und  Richtung  (ohne  ihre  Seite  zu  ändern) 
in  b  übergegangen,  so  darf  keine  Gerade  (und  folglich  kein 
Punkt)  zugleich  auf  a  und  b  liegen;  denn  sonst  könnte  diese 


Fig.  s. 


Gerade  durch  ihre  Bewegung  jede  der 
beiden  Ebenen  erzeugen,  und  da  Lage 
und  Richtung  einer  Ebene  durch  eine 
beliebige  ihrer  Geraden  bestimmt  wird 
(Nr.  3),  so  hätten  beide  Ebenen  die- 
selbe Lage  und  Richtung  gegen  die 
Annahme.  —  Wir  nennen  diese  Art 
der  Bewegung  einer  Ebene  Verschiebung. 

Verschiebung  einer  Ebene  ist  also  Aenderung  ihrer  Lage 
und  Richtung  mit  Beibehaltung  ihrer  Seite. 

Anm.  zu  Fig.  3.  Wie  die  unendliche  Gerade  als  begrenzte  Strecke, 
so  muss  die  unendliche  Ebene  als  begrenzte  Figur  abgebildet  werden,  and 
zwar  geschieht  dies  aas  Gründen  der  Anschaulichkeit  meistens  am  besten 
durch  das  Parallelogramm. 

Zwei  Ebenen  (et,  6)  mit  verschiedener  Lage  und  Richtung 
aber  gleicher  Seite  heissen  parallel.    (In  Zeichen  all 6.) 

l* 
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Anm.  Diesen  Namen  führen  die  Ebenen  auch  dann  noch,  wenn 
eine  von  ihnen  mit  entgegengesetzter  Seite  genommen  wird.  Ist  es  nötig, 
diesen  Fall  besonders  zu  bezeichnen,  so  kann  man  zwei  Ebenen  mit  ver- 
schiedener Lage  und  Richtung  und  entgegengesetzter  Seite  an ti parallel 
nennen.  So  sind  z.  B.  Decke  und  Fussboden  eines  Zimmers,  zwei  gegen- 
überstehende Wände  desselben,  die  beiden  Seiten  eines  Blattes  Papier 
antiparallele  Ebenen. 

Zwei  parallele  (bezw.  antiparallele)  Ebenen  entstehen,  wenn 
zwei  verschiedene,  sich  nicht  schneidende  Geraden  sich  nach 
gleichen  (bezw.  entgegengesetzten)  Seiten  bewegen. 

Anm.  Schnitten  sich  die  beiden  bewegten  Geraden,  so  müssten  die 
beiden  entstehenden  Ebenen,  weil  jede  eine  der  beiden  Geraden  enthält, 
auch  ihren  Schnittpunkt  gemeinsam  haben,  also  ausser  in  der  Seite  noch 
in  der  Lage  übereinstimmen,  d.  h.  zusammenfallen. 

6.  Hat  eine  Ebene  ihre  Lage  geändert,  so  hat  auch 
jeder  Punkt  auf  ihr  seine  Lage  um  dieselbe  Strecke 
geändert.  Denn  alle  ihre  Punkte  haben  gleichgrosse  und 
gleichgerichtete  Bewegungen  (Lagenänderungen)  gemacht.  — 
Wie  die  Lage  einer  Ebene  durch  einen  beliebigen  Punkt  auf 
ihr  vollkommen  bestimmt  ist,  so  auch  ihre  Lagenänderung  durch 
diejenige  eines  beliebigen  Punktes  auf  ihr. 

Eine  Ebene  kann  aus  der  Lage  a  auf  unzählige  Arten  in 
die  Lage  b  kommen.  Die  Lagenänderung  der  Ebene  ist  ein- 
fach, wenn  diejenige  eines  beliebigen  Punktes  auf  ihr  eine 
einfache  ist,  d.  h.,  wenn  ein  beliebiger  Punkt  auf  ihr  eine  be- 
liebige Gerade  beschreibt.  Das  von  der  Ebene  beschriebene 
Gebilde  ist  aber  in  jedem  Falle  ein  Teil  des  Raumes,  weil 
wir  uns  diese  Bewegung,  wie  jede  andere,  nur  innerhalb  des 
Raumes  vorstellen  können.  (Vgl.  dagegen  die  entsprechende 
Stelle  T.  II,  Nr.  27). 

Hiernach  kann  man  im  Räume  zu  einer  in  ihm  gegebenen 
Ebene  beliebige  parallele  Ebenen  legen. 

7.  Durch  einen  ausserhalb  einer  Ebene  gegebenen 
Punkt  kann  man  nur  eine  parallele  Ebene  legen.  Denn 
die  Lage  derselben  ist  durch  den  gegebenen  Punkt,  und  ihre 
Seite  durch  die  gegebene  Ebene  vollkommen  bestimmt.  Durch 
Lage  und  Seite  aber  ist  die  Ebene  (wie  aus  5  folgte)  selbst 
vollkommen  bestimmt 

Aus  dem  Begriff  der  Gleichheit  folgt,  dass  zwei  Seiten, 
die  einer  dritten  gleich  sind,  auch  unter  einander  gleich  sind. 

8.  Folglich:  Sind  zwei  Ebenen  einer  dritten  parallel,  so 
sind  sie  auch  unter  einander  parallel. 

6«  Bewegung  eines  auf  der  Ebene  liegenden  Punktes.  —  Wie 
die  Lage  einer  Ebene  durch  einen  beliebigen  Punkt  auf  ihr 
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vollkommen  bestimmt  ist,  so  auch  ihre  einfache  Lagenänderung 
(Verschiebung)  durch  diejenige  eines  beliebigen  ihrer  Punkte. 
Bewegt  sich  nun  eine  Ebene  so,  dass  einer  ihrer  Punkte  eine 
Gerade  beschreibt,  so  ist  die  Lagenänderung  des  Punktes, 
mithin  auch  diejenige  der  Ebene,  durch  die  von  dem  Punkte 
zurückgelegte  Strecke  bestimmt.  Gleichen  Lagenänderungen 
entsprechen  also  gleiche  von  dem  Punkte  auf  der  Geraden  zu- 
rückgelegte Strecken.  Verschiedene  Lagenänderungen  verhalten 
sich  an  Grösse  wie  die  entsprechenden  von  dem  Punkte  auf 
der  Geraden  zurückgelegten  Strecken.  —  Da  ein  Punkt  A  der 
Ebene  a  durch  geradlinige  Bewegung  jeden  Punkt  B  der  paral- 
lelen Ebene  6  erreichen  kann,  so  kann  auch  die  Ebene  a  auf 
unendlich  viele  Arten  in  die  Lage  6  kommen.  Die  auf  ein- 
ander folgenden  Lagenänderungen  von  a  verhalten  sich  also 
wie  die  entsprechenden  von  dem  Punkte  A  auf  einer  beliebigen 
Geraden  zurückgelegten  Strecken.  Da  überdies  der  Punkt  A 
beliebig  ist,  so  folgt  der  Satz: 

Werden  zwei  Geraden  im  Räume  von  einer  An-  9. 
zahl  paralleler  Ebenen  geschnitten,  so  verhalten  sich 
die  Strecken  auf  der  einen  Geraden  ebenso  wie  die 
auf  der  andern. 

Aus  9  folgt  weiter: 

Werden  auf  einer  Geraden  durch  eine  Anzahl  von  10. 
parallelen  Ebenen  gleiche  Stücke  abgeschnitten,  so 
werden  auch  auf  jeder  anderen  Geraden  durch  diese 
Ebenen  gleiche  Stücke  abgeschnitten. 

7.  Bewegung   einer   auf  der  Ebene  liegenden  Geraden.   — 


Fig.  4. 


Wenn  eine  Ebene  ihre  Lage  än- 
dert, so  ist  mit  dieser  Bewegung 
im  allgemeinen  noch  eine  Bewe- 
gung der  Ebene  in  sich  selbst 
verbunden.  Diese  letztere  Bewe- 
gung kann  aber  von  zweifacher 
Art  sein.  Wir  nennen  sie  Ver- 
schiebung oder  Drehung  der 
Ebene  in  sich  selbst,  jenach- 
dem  eine  beliebige  in  der  Ebene 
liegende  Gerade  sich  durch  diese 
Bewegung  verschiebt  oder  dreht.  (Fig.  4  zeigt  in  der  durch 
das  grosse  Parallelogramm  dargestellten  Ebene  die  Verschie- 
bung des  Ebenenstückes  (Parallelogramms)  et  nach  c,  wobei  die 
Gerade  a  sich  nach  e  verschiebt.    Fig.  5  zeigt  in  derselben 
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Ebene  die  Drehung  des  Ebenenstuckt 
Gerade  a  sieb  nach  e  dreht.) 

Man  kann  nun  die  doppelte  Bewegung  der  Ebene  (wenn 

Fig.  s.  «  nach  6  rückt)  in  jedem   der 

,     ~7  beiden  Fälle  durch  zwei  nach 

. — t        /  einander  folgende  einzelne  Bewe- 

■ '  gungen  ersetzen,  nämlich  durch 

^ *         eine  blosse  Bewegung  der  Ebene 

\        /^T^i^^....-.     \        m  Bich  Belbst,  wobei  a  nach  e 
\  -q/  "^U^^^,      \     gflbt,    und   eine  blosse  Lagen- 

\  .£^^^_ &^       \    änderung,  wobei  e  nach  b  gehl 

Y  "^/  \    Durch  die  Grösse  der  Verschie- 

V  *  bung  oder  Drehung  von  o  nach 

e  wird  die  Bewegung  der  Ebene  in  sich  selbst  gemessen,  durch 
die  Grösse  der  Verschiebung  von  e  nach  b  die  blosse  Lagen- 
änderung der  Ebene.  Die  Grösse  dieser  Verschiebung  wird 
(nach  T.  II,  Nr.  28  und  74)  durch  jede  auf  b  und  e  senkrecht 
stehende  Strecke  gemessen.  (In  Fig.  5  kann  diese  Strecke  so 
gewählt  werden,  dass  sie  durch  den  Scheitel  des  Winkels  ae 
geht,  also  zwei  Punkte  der  Geraden  a  und  b  verbindet.) 

8.  Parallele  Geraden  in  parallelen  Ebenen.  —  Hat  eine 
Ebene  ihre  Lage  ohne  Drehung  in  sich  selbst  geän- 
dert, so  hat  auch  jede  Gerade  auf  ihr  nur  ihre  Lage 
geändert.  Denn  eine  Richtungsänderung  der  Geraden  würde 
nach  der  Definition  der  Drehung  der  Ebene  in  sich  selbst  eben 
diese  Drehung  herbeiführen.  (Demnach  ist  in  Fig.  4  all  olle, 
und  in  Fig.  5  b\\e.)  —  Hieraus  folgt: 
;.  Sind  zwei  Ebenen  parallel,  so  giebt  es  zu  jeder 
Geraden  der  einen  Ebene  parallele  Geraden  in  der 
anderen. 
i.  Umgekehrt:    Durch    zwei   parallele  Geraden    kann 

man  beliebige  Paare  paralleler  Ebenen  legen.     (Denn 
die  erste' Ebene  kann  beliebig  gewählt  werden.) 
Ferner  folgt  aus  dem  Begriff  der  Parallelität: 
Sind  zwei  Geraden  im  Baume  einer  dritten  paral- 
lel, so  sind  sie  unter  einander  parallel. 

Keine  Gerade  der  einen  von  zwei  parallelen  Ebenen  kann 
mit  einer  Geraden  der  anderen  Ebene  einen  Punkt  gemeinsam 
haben.  Denn  sonst  hätten  diesen  Punkt  die  Ebenen  selbst 
gemeinsam.    Demnach : 

Zwei  Geraden  in  parallelen  Ebenen  haben  stets 
verschiedene  Lage. 
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t)a  nun  keine  Gerade  der  einen  Ebene  mit  der  anderen 
Ebene  einen  Punkt  gemeinsam  hat,  so  sagt  man,  dass  die  Gera- 
den der  einen  Ebene  der  anderen  Ebene  parallel  seien.  Also: 

Sind  zwei  Ebenen  parallel,   so  ist  jede  in  der  i& 
einen  Ebene  liegende  Gerade   der  anderen  Ebene 
parallel. 

Durch  einen  Punkt  ausserhalb  einer  Ebene  kann  17. 
man  beliebige  zu  der  Ebene  parallele  Geraden  ziehen. 

Durch  eine  Gerade,  welche  einer  Ebene  parallel  18. 
ist,  kann  man  eine  zu  dieser  Ebene  parallele  Ebene 
legen.     (Denn  die  Gesamtheit    der    durch   16   bestimmten 
Geraden  bildet  eine  Ebene,  welche  durch  jede  dieser  Geraden 
hindurchgeht  und  bestimmt  ist.) 

Anm.  18  ist  Umkehrung  von  16.  Welche  andere  Umkehrung  von 
16  lagst  sich  noch  aufstellen? 

Aus  13  und  16  folgt: 

Sind  zwei  Geraden  parallel,  so  ist  jede  derselben  19. 
parallel  jeder  durch  die  andere  .gelegten  Ebene.    An- 
ders ausgedruckt:  Eine  Gerade  ist  einer  Ebene  parallel, 
wenn  man  in  der  Ebene  eine  Parallele  zu  ihr  ziehen 
kann. 

Anm.  Durah  diesen  Satz  wird  für  die  Parallelität  einer  Ebene  mit 
einer  Geraden  ein  Merkmal  aufgestellt,  welches  dieselbe  auf  die  Paral- 
lelität von  Geraden  zurückfahrt. 

Umgekehrt:  Ist  eine  Gerade  a  einer  Ebene  b  paral-  so. 
lel,  so  ist  sie  jeder  in  der  Ebene  6  liegenden  Gera- 
den b  parallel,  die  mit  ihr  selbst  in  einer  Eben«  liegt. 
Denn  schnitten  sich  a  und  6,  so  müsste,  weil  b  ganz  in  b  liegt, 
auch  b  von  a  geschnitten  werden,  was  gegen  die  Annahme  ist. 

Ist  eine  von  zwei  Parallelen  einer  Ebene  paral-  21. 
lel,  so  ist  auch  die  andere  derselben  parallel. 

Anm.    Gilt  auch  die  Umkehrung  dieses  Satzes? 

Sind  die  Schenkel  eines  Winkels  einer  Ebene  (o)  22. 
parallel,  so  ist  die  Ebene  (b)  des  Winkels  der  Ebene  (q) 
parallel.  Denn  die  durch  einen  Schenkel  nach  18  parallel 
gelegte  Ebene  enthält  nach  der  zweiten  Umkehrung  von  18 
(8.  Anm.  daselbst)  auch  den  andern  Schenkel.  Durch  beide 
Schenkel  ist  aber  die  Ebene  (6)  bestimmt. 

Konstruiert  man  in  der  Ebene  a  einen  Winkel,  dessen 
Schenkel  denen  des  Winkels  in  der  Ebene  b  parallel  sind,  so 
ist  auch  a  durch  diesen  neuen  Winkel  vollkommen  bestimmt. 
Mithin ; 
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28.  Sind  die  Schenkel  zweier  Winkel  paarweise  pa- 
rallel, so  sind  die  Ebenen  der  Winkel  parallel  (um 
die  Winkel  gleich). 

Anm.    Durch  diesen  Satz  wird  für  die  Parallelität  zweier  £1 
ein  Merkmal  aufgestellt,  welches  dieselbe  auf  die  Parallelität  von  Gerade 
zurückfahrt.  —  Aas  der  Definition  des  Winkels  als  Riohtungsunterscfa] 
folgt,  da88  die  beiden  Winkel  auch  einander  gleich  sind.    Der  Satz  53 
T.  II  gilt  also  allgemein. 

Hieraus  folgt  die  Lösung  der 

Aufgabe  1.  —  Durch  einen  gegebenen  Punkt  Ax 
zu  einer  gegebenen  Ebene  ABC  die  parallele  Ebene 
zu  legen« 

Man  lege  die  Ebenen  AXAB  und  A.AC,  ziehe  in  der  er- 
steren  AXBA\  AB,  in  der  letzteren  A1C1 II AC,  und  lege  die  Ebene 
Aßfiy    Diese  ist  die  gesuchte. 

24.  9.  Windschiefe  Geraden  in  parallelen  Ebenen.  —  Hat  eine 
Ebene  ihre  Lage  mit  Drehung  in  sich  selbst  geän- 
dert, so  hat  jede  Gerade  auf  ihr  ihre  Richtung  ge- 
ändert. 

Ist  durch  diese  Bewegung  die  Gerade  a  (Fig.  5)  in  6 
übergegangen,  so  haben  a  und  b  verschiedene  Lage  (nach  15) 
und  ungleiche  Richtung  (nach  24).  —  Zwei  Geraden  (a,  b)  mit 
verschiedener  Lage  und  ungleicher  Richtung  heissen  wind- 
schief. 

25.  Sind  zwei  Ebenen  parallel,  so  sind  alle  Geraden 
der  einen  Ebene  mit  einer  gegebenen  Geraden  der 
anderen  Ebene  entweder  parallel  oder  windschief. 

Da  in  derselben  Ebene  zwei  Geraden  mit  verschiedener 
Lage  und  ungleicher  Richtung  nicht  vorkommen  können  (T.  II, 
Nr.  30),  so  folgt  weiter: 
26  .        Durch  zwei  windschiefe  Geraden  kann  man  keine 
Ebene  legen. 

Da  ferner  zwei  windschiefe  Geraden  in  zwei  parallelen 
Ebenen  enthalten  sind,  so  folgt  umgekehrt: 

27.  Durch  zwei  windschiefe  Geraden  kann  man  zwei 
parallele  Ebenen  legen.  —  Sind  a  und  b  die  Geraden, 
a  und  b  die  Ebenen  (Fig.  5),  so  muss  nach  16  b  II  a  sein.  Da 
nun  die  Ebene  a  ausserdem  die  Gerade  a  enthalten  muss,  so 
kaim  a  nicht  beliebig  angenommen  werden,  sondern  ist  voll- 
ständig bestimmt.  Es  ist  daher  auch  nur  ein  Paar  paralleler 
Ebenen  möglich.     Hieraus  folgt  weiter: 

28.  Durch  eine  von  zwei  windschiefen  Geraden  kann 
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man  nur  eine  Ebene  legen,  die  mit  der  anderen  paral- 
lel ist.  —  Sind  a  und  b  die  Geraden,  a  die  Ebene,  so  ist  a 
erstens  durch  a  bestimmt.  Da  ferner  6 IIa  sein  soll,  so  kann 
man  nach  20  in  a  die  Gerade  e\\b  ziehen,  wobei  c  und  b  in 
einer  Ebene  liegen.  Dann  ist  a  zweitens  durch  c  bestimmt 
(nach  19).    Hieraus  folgt  die  Lösung  der 

Aufgabe  2.  —  Durch  eine  von  zwei  windschiefen 
Geraden  a  diejenige  Ebene  zu  legen,  welche  mit 
der  anderen  b  parallel  ist. 

Man  lege  durch  b  und  einen  beliebigen  Punkt  A  der  Ge- 
raden a  eine  Ebene,  ziehe  in  derselben  durch  A  e  II J,  und  lege 
die  Ebene  ae.    Diese  ist  die  gesuchte. 

Anm.  Hierdurch  ist  auch  die  Aufgabe  erledigt:  Durch  zwei  wind- 
schiefe Geraden  die  parallelen  Ebenen  zu  legen.  Man  löst  erst 
Aufgabe  2,  dann  Aufgabe  1,  wobei  man  die  Gerade  b  durch  einen  belie- 
bigen ihrer  Punkte  ersetzt. 

2)  Seitenänderung  der  Ebene.  —  Der  Raumwinkel. 

10.  Drehung.  —  Ist  eine  Ebene  q  durch  Aenderung  ihrer 
Seite  (ohne  ihre  Lage  und  Richtung  zu  ändern)  in  b  über- 
gegangen, so  giebt  es  jedenfalls  eine  einzige  Gerade  auf  ihr, 
welche  an  der  Bewegung  nicht  teilnahm,  die  also  6  mit  a  ge- 
meinsam hat.  —  Denn  gäbe  es  keine  solche  Gerade,  so  hätten 
beide  Ebenen  nicht  dieselbe  Lage  und  Richtung;  gäbe  es  aber 
darin  mehr  als  eine,  so  wären  beide  Ebenen  Fig.  6. 

in  derselben  Weise  bestimmt  (nach  1) ;  also 
könnte  keine  Seitenänderung  stattgefunden 
haben.  —  Wir  nennen  diese  Art  der  Be- 
wegung einer  Ebene  Drehung,  die  ruhende 
Gerade  o  die  Drehungsaxe  (Axe),  und 
sagen,  a  habe  sich  um  o  bis  b  gedreht. 

Drehung  einer  Ebene  ist  also  Aende- 
rung ihrer  Seite  mit  Beibehaltung  ihrer  Lage  und  Richtung. 
Von  zwei  Ebenen  mit  verschiedener  Seite  aber  derselben  Lage 
und  Richtung  sagt  man,  sie  schneiden  sich. 

Zwei  sich  schneidende  Ebenen  entstehen,  wenn  zwei  zusam- 
menfallende Geraden  o  sich  nach  verschiedenen  Seiten  bewegen. 

Zwei  Ebenen   können   sich  nur  in  einer  Geraden  29. 
schneiden.     Denn  nach  1  müssen  zwei  Ebenen,   die  zwei 
Geraden  gemeinsam  haben,  zusammenfallen. 

Eine  Ebene  et  kann  nur  auf  eine  Art  in  6  übergehen  und 
beschreibt  dabei  einen  Teil  des  Raumes. 
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29a.         Schneidet  eine  Ebene  eine  von  zwei  parallelen 
Ebenen,  so  schneidet  sie  auch  die  andere. 

11.  Beziehungen  zunicken  zwei  Ebenen.  —  Verschiebung 
und  Drehung  sind  hiernach  zwei  verschiedene  Arten  einfacher 
Bewegung,  die  von  einer  Ebene  ausgeführt  werden  können.*) 

Aus  den  obigen  Betrachtungen  geht  hervor,  dass  allge- 
mein die  Gesetze  gelten: 

Zwei  Ebenen  mit  derselben  Lage  und  Richtung  haben 
stets  ungleiche  Seite  (und  umgekehrt). 

Zwei  Ebenen  mit  gleicher  Seite  haben  stets  ver- 
schiedene Lage  und  Richtung  (und  umgekehrt). 

Anm.  Zwei  Ebenen,  die  sieh  durch  Lage,  Richtung  und  Seite  unter- 
scheiden, gind  im  Räume  nicht  möglich.  Sollte  eine  Ebene  durah  zwei 
aufeinanderfolgende  Bewegungen  einmal  Lage  und  Richtung  und  sodann 
die  Seite  ändern,  so  mQsste  sie  bei  der  zweiten  Bewegung  (wenn  sie  nicht 
mit  der  ursprünglichen  Ebene  wieder  dieselbe  Lage  und  Richtung  erbalten 
sollte)  aus  dem  Räume  heraustreten,  was  nicht  denkbar  ist.  (Vgl.  T.  II,  Nr.  30.) 

Zwei  parallele  Ebenen  teilen  den  Baum  in  drei,  zwei  sich 
schneidende  in  vier  unvollständig  begrenzte  Teile. 

Der  Banmwlnkel  zweier  Ebenen« 

12«  Definition  des  Raumwinkels  zweier  Ebenen.  —  Die  Grösse 
der  Drehung  einer  Ebene  kann  ebensowenig  wie  diejenige  einer 
Geraden  unmittelbar  durch  ein  Gebilde  veranschaulicht  werden. 
(Vgl  T.  II,  Nr.  31.)  Sind  ferner  zwei  sich  schneidende  Ebenen 
gegeben,  so  muss,  ähnlich  wie  dort,  auf  jeder  Ebene  eine  ihrer 
beiden  Seiten  festgesetzt  werden,  damit  die  Grösse  der  Drehung, 
durch  welche  eine  Ebene  die  Seite  der  andern  annimmt,  eine 
völlig  bestimmte  sei. 

Die  Drehungsgrösse  zwischen  zwei  Ebenen  heisst 
ihr  (Raum-)  Winkel. 

Die  Axe  der  beiden  Ebenen  heisst  Scheitellinie  des 
Winkels,  die  Ebenen  selbst,  von  der  Scheitellinie  an  gerechnet, 
heissen  Schenkelebenen  des  Winkels. 

Anm.  Eine  Schenkelebene  des  Winkels  beschreibt  bei  ihrer  Drehung 
einen  Teil  des  Baumes,  der  von  den  beiden  Schenkelebenen  unvollständig 
begrenzt  wird.  —  Unter  der  Lage  eines  Baumwinkels  versteht  man  die 
Lage  dieses  von  seinen  Sehenkelebenen  eingeschlossenen  BaumstQckee.  — 
Hinsichtlich  der  doppelten  Bedeutung  des  Kaumwinkels  gilt  dasselbe  wie 
beim  Winkel  in  der  Ebene.    (S.  T.  II,  Anm.  in  Nr.  88 ) 


*)  Wie  die  Verschiebung  als  speoieller  Fall  der  Drehung  betrachtet 
werden  kann,  wird  später  gewigt  werden  (Nr.  96). 
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Da  die  Drehungsgrösse  zwischen  zwei  Ebenen  sich,  wie 
in  Nr.  17  gezeigt  [werden  wird,  durch  einen  ebenen  Winkel 
darstellen  lässt,  so  feducieren  sich  alle  weiteren  Untersuchungen 
über  Raumwinkel  auf  diejenigen  über  ebene  Winkel  (T.  II, 
Nr.  33,  34,  37—40,  45  ff.).  Umgekehrt  geht  aus  jedem  Satze, 
welcher  die  Winkel  und  Seitenlinien  einer  ebenen  Figur  betrifft, 
ein  Satz  über  Raumwinkel  und  Ebenen  hervor,  wenn  man  die 
Ebene  jener  Figur  einer  einfachen  Verschiebung  unterwirft 

Wie  eine  Gerade  in  der  Ebene,  so  kann  sich  auch  eine 
Ebene  im  Räume  nach  zwei  entgegengesetzten  Seiten  drehen. 
Wir  können  #daher  dem  Räume  zwei  entgegengesetzte  Seiten 
zuschreiben.  Wie  man  von  einem  Punkte  einer  Ebene  sagen 
kann,  er  liege  diesseits  oder  jenseits  einer  in  der  Ebene 
gezogenen  Geraden,  und  von  einem  Punkte  des  Raumes,  er 
liege  oberhalb  oder  unterhalb  einer  im  Räume  gelegten 
Ebene,  so  könnte  man  auch  von  einem  Punkte,  welcher  in 
einem  vierdimensionalen  Gebiete  läge,  sagen,  er  liege  inner- 
halb oder  ausserhalb  des  in  jenem  Gebiete  befindlichen  Rau- 
mes. Wir  vermögen  aber  ebensowenig  uns  ein  solches  Gebiet 
vorzustellen,  wie  die  Lage  eines  Punktes  ausserhalb  des  Rau- 
mes. —  Aber  aus  der  Möglichkeit,  dass  jede  Ebene  sich  nach 
zwei  entgegengesetzten  Seiten  drehen  kann,  folgt,  dass  von  einer 
Ebene  aus  im  Räume  jede  Konstruktion  auf  zwei  entgegen- 
gesetzte Arten  so  ausgeführt  werden  kann,  dass  die  konstruier- 
ten Gebilde  gleiche  Grösse  und  Gestalt  haben  (vgl.  T.  II,  Nr.  42). 

Gleiche  Konstruktionen  von  einer  (oder  verschie- 
denen)  Ebenen    aus    nach    entgegengesetzten   Seiten  29a. 
geben  gleiche  aber  entgegengesetzte  (symmetrische) 
Resultate. 

Anm.  Zwei  symmetrische  Gebilde  der  Ebene  kann  man  dadurch 
zur  Deckung  (Kongruenz)  bringen,  dass  man  das  eine  von  der  entgegen- 
gesetzten Seite  der  Ebene  aus  betrachtet  (ihm  die  entgegengesetzte  Seite 
giebt).  Was  wäre  hiernach  erforderlich,  um  zwei  symmetrische  Gebilde 
des  Baumes  zur  Deckung  (Kongruenz)  zu  bringen? 

13.  Bewegung  einer  in  der  Ebene  liegenden  Geraden.  —  Vor- 
bemerkung. —  Dreht  eine  Ebene  sich  um  eine  in  ihr  liegende 
Gerade  0,  so  beschreibt  jede  in  ihr  liegende  Gerade  a  eine 
Fläche.  Die  Gestalt  dieser  Fläche  ist  aber  eine  verschiedene, 
jenachdem  sich  a  zu  0  in  schiefer,  paralleler  oder  senkrechter 
Richtung  befindet.  Da  die  beiden  letzteren  Richtungen  als 
specielle  Arten  der  ersteren  angesehen  werden  können,  so  sind 
auch  die  in  den  beiden  letzten  Fällen  entstehenden  Flächen 
specielle  Arten  der  im  ersten  Falle  entstehenden. 

80  hl  «gel,  Hleotttnur-lfetheuuttik.  IV. 
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14.   Der  Raümwinkel.    Die  Kegelfläche. 


30. 


91. 


32. 


14.  a)  Die  Gerade  a  in  schiefer  Richtung  zur  Axe.  — 
Resultat  der  Drehung:  Die  gemeine  Kegelfläehe.  —  Macht  eine 
Ebene  um  eine  in  ihr  liegende  Gerade  o  eine  ganze  Umdrehung, 
so  beschreibt  jede  zur  Axe  o  schief  liegende  Gerade  a  eine 
krumme  Fläche,  die  man  (gemeine)  Kegelfläehe  nennt. 

Fig.  7.  Anm.   Angenommen,  die  Ebene  des  Papiers  drehe 

sieh  in  Fig.  7  um  die  Axe  o,  so  beschreiben  zwei  auf 
a  beliebig  angenommene  Punkte  Af  und  A%  Kreislinien, 
die  auf  der  von  *  beschriebenen  Kegelfläehe  liegen  und 
in  der  Figur  die  Gestalt  derselben  andeuten.  —  Da  die 
sich  drehende  Ebene  zum  zweiten  Male  mit  der  Ebene 
des  Papiers  zusammenfallt,  wenn  sie  eine  halbe  Um- 
drehung gemacht  hat,  so  gerat  auch  die  Gerade  «  noch 
einmal  in  die  letztere  Ebene.  Die  Kegelfläehe  wird  also 
Ton  der  Ebene  des  Papiers  in  zwei  Geraden,  a  und  i, 
geschnitten. 

Die  auf  verschiedenen  Seiten  von  o  lie- 
genden Teile  von  a  beschreiben  zwei  Teile  der 
Kegelfläehe,  welche  nur  durch  den  Schnittpunkt 
von  a  und  o  zusammenhängen.  Die  vollstän- 
dige Kegelfläehe  besteht  also  aus  zwei  getrennten  Teilen. 
Da  diese  Teile  jedoch  offenbar  ebenso  unter  einander  kongruent 
sind,  wie  die  durch  a  und  o  gebildeten  Scheitelwinkel,  so  pflegt 
man  nur  einen  dieser  Teile  zu  betrachten  und  als  Kegel- 
fläche zu  bezeichnen. 

Die  Gerade  o  heisst  Axe,  die  Gerade  a  in  allen  ihren 
verschiedenen  Richtungen  Seitenlinie,  der  Schnittpunkt  von 
a  und  o  (0)  Spitze,  jede  durch  die  Axe  gelegte  Ebene  (also 
die  sich  drehende  Ebene  in  ihren  verschiedenen  Stellungen) 
Axenschnitt,  endlich  der  Winkel  zweier  in  demselben  Axen- 
schnitt  liegenden  Seitenlinien  (ab)  Winkel  an  der  Spitze 
der  Kegelfläche. 

Aus  der  Entstehungsweise  der  Kegelfläche  folgen  unmit- 
telbar die  Sätze: 

Alle  Seitenlinien  einer  Kegelfläche  bilden  mit  der 
Axe  gleiche  Winkel. 

Auf  der  Kegelfläche  können  durch  ihre  Spitze  be- 
liebige Geraden  gezogen  werden. 

Da  man  durch  je  zwei  Seitenlinien  der  Kegelfläche  eine 
Ebene  legen  kann,  welche  durch  ihre  Spitze  geht,  so  folgt 
umgekehrt: 

Jede  durch  die  Spitze  einer  Kegelfläche  gelegte 
Ebene  schneidet  die  Kegelfläche  entweder  gar  nicht 
oder  in  zwei  Seitenlinien. 
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Jede  durch  eine  Seitenlinie  der  Kegelfläche  ge-  88» 
legte  Ebene  schneidet  die  Kegelfläche  nur  noch  in 
einer  zweiten  Seitenlinie  (32). 

Da  ferner  jede  Fläche,  auf  der  man  in  jedem  ihrer  Punkte 
zwei  gerade  Linien  ziehen  kann,  eine  Ebene  ist  (ümk.  z.  1), 
so  folgt: 

Auf  der  Kegelfläche  kann  man  durch  einen  be-  34. 
liebigen   ihrer  Punkte   (mit  Ausnahme  der  Spitze)   nur 
eine  Gerade  ziehen.  —  Alle  auf  der  Kegelfläche  ge- 
zogenen Geraden  schneiden  sich  in  der  Spitze. 

Auf  der  Kegelfläche  können  ausser  den  Seiten-  36» 
linien  keine  anderen  geradenLinien  gezogen  werden. 

Anm.  Ein  Modell  der  Kegelfläohe  (begrenzt  durch  die  von  A^  be- 
schriebene Kreislinie)  liefert  ein  aus  Papier  geschnittener  Kreissektor,  dessen 
Bander  längs  der  Richtung  der  begrenzenden  Radien  zusammengeklebt  werden. 

Im  allgemeinen  versteht  man  unter  Kegelfläche 
jede  Fläche,  die  von  einer  Geraden  beschrieben  wird,  welche 
sich  im  Baume  beliebig  um  einen  ihrer  Punkte  dreht  Eine 
von  einem  beliebigen  anderen  Punkte  dieser  Geraden  beschrie- 
bene Linie  heisst,  weil  sie  zur  näheren  Bestimmung  der  Ge- 
stalt der  Kegelfläche  dient,  Leitlinie  der  Kegelfläche.  Die 
Leitlinie  der  gemeinen  Kegelfläche  ist  eine  Kreislinie«  Hier- 
nach ist  die  Ebene  ein  specieller  Fall  der  gemeinen  Kegelfläche 
(T.  II,  Nr.  29  und  35). 

15.  b)  Die  Gerade  a  in  paralleler  Richtung  zur  Axe.  — 
Resultat  der  Drehung:  Die  gemeine  Cylinder fläche.  —  Macht  eine 
Ebene  um  eine  in  ihr  liegende  Gerade  o  Fig.  8. 

eine  ganze  Umdrehung,  so  beschreibt  jede 
zur  Axe  o  parallele  Gerade  a  eine  krumme 
Fläche,    die  man   (gemeine)   Cylinder-   4 
fläche  nennt. 

Da  die  parallelen  Geraden  a  und  0 
als  solche  angesehen  werden  können,  die 
sich  in  einem  unendlich  fernen  Punkte 
schneiden  (T.  II,  Nr.  58),  so  kann  auch 
die  Gylinderfläche  als  specieller  Fall  der 
Kegelfläche  angesehen  werden,  d.  h.  als  - 
Kegelfläche,  deren  Spitze  auf  der  Axe  in 
unendliche  Entfernung  gerückt  ist.  Dem- 
nach folgt  aus  jeder  Eigenschaft  der  Kegel- 
fläche ohne  weiteres  eine  entsprechende  Eigenschaft  der  Cy- 
linderfläche. 
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Anm.  Angenommen,  die  Ebene  des  Papiers  drehe  sich  in  Fig.  8 
um  die  Axe  o,  so  beschreiben  zwei  auf  <*  beliebig  angenommene  Funkte 
A{  und  A%  Kreislinien,  die  auf  der  von  a  beschriebenen  Cylinderfläche 
liegen  und  in  der  Figur  die  Gestalt  derselben  andeuten.  —  Die  Cylinder- 
fläche wird  von  der  Ebene  des  Papiers  in  zwei  Geraden,  a  und  &,  ge- 
schnitten. —  Die  Cylinderfläche  entsteht  auch  durch  Bewegung  einer  Kreis- 
linie auf  einer  sich  verschiebenden  Ebene. 

Die  Gerade  o  heisst  Axe,  die  Gerade  a  in  allen  ihren 
verschiedenen  Lagen  Seitenlinie,  jede  durch  die  Axe  gelegte 
Ebene  Axenschnitt  der  Cylinderfläche. 

Aus  den  Sätzen  30 — 35  folgt: 

36.  Alle  Seitenlinien  einer  Cylinderfläche  sind  der 
Axe  parallel  (30). 

37.  Auf  der  Cylinderfläche  können  beliebige  der  Axe 
parallele  Geraden  gezogen  werden  (31). 

38.  Jede  mit  der  Axe  einer  Cylinderfläche  parallel 
gelegte  Ebene  schneidet  die  Cylinderfläche  entweder 
gar  nicht  oder  in  zwei  Seitenlinien  (32). 

89.         Jede   durch  eine  Seitenlinie  der  Cylinderfläche 

I   .  gelegte  Ebene  schneidet  die  Cylinderfläche  nur  noch 

":.  in  einer  zweiten  Seitenlinie  (33). 

£'•  40.         Auf  der   Cylinderfläche   kann   man   durch   einen 

beliebigen  ihrer  Punkte  nur  eine  Gerade  ziehen  (34). — 
Alle  auf  der  Cylinderfläche  gezogenen  Geraden  sind 

l  einander  parallel. 

Sr  dl.  Auf  der  Cylinderfläche  können  ausser  den  Sei- 

£  tenlinien    keine   anderen   geraden   Linien    gezogen 

*■  werden  (35). 

Anm.    Ein  Modell  der  Cylinderfläche  (begrenzt  durch  die  von  A{ 
und  Ai   beschriebenen  Kreislinien)  liefert  ein  aus   Papier  geschnittenes 
Rechteok,  dessen  Rander  längs  der  Richtung  zweier  Gegenseiten  zusam- 
?%  mengeklebt  werden. 

I'  Im  allgemeinen  versteht  man  unter  Cylinderfläche 

t;  jede  Fläche,  die  von  einer  Geraden  beschrieben  wird,  welche 

sich  beliebig  im  Räume  verschiebt.    Eine  von  einem  beliebigen 
\  anderen  Punkte  dieser  Geraden  beschriebene  Linie  heisst,  weil 

sie  zur  näheren  Bestimmung  der  Gestalt  der  Cylinderfläche 

dient,  Leitlinie  der  Cylinderfläche.    Die  Leitlinie  der  gemei- 
£  nen  Cylinderfläche   ist  eine  Kreislinie.  —  Hiernach  ist  auch 

£  die  Ebene  ein  specieller  Fall  der  gemeinen  Cylinderfläche  (T.  II, 

%  Nr.  27  und  28). 

f:  16.  c)  Die  Gerade  a  in  senkrechter  RieMung  zur  Axe.  — 

i  Resultat  der  Drehung:  Die  Ebene.  —  Nimmt  man  in  Fig.  7  an, 

dass  die  Gerade  a  zur  Axe  o  senkrecht  stehe,  so  müssen,  weil 
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Winkel  (ao)  =  (60)  ist,  b  und  a  entgegengesetzte  Richtung  haben 
und  in  dieselbe  Gerade  fallen.  Es  kann  also  jeder  Punkt 
dieser  Geraden  als  Schnittpunkt  von  a  und  6,  d.  h.  als  Spitze 
der  entstehenden  Kegelfläche  betrachtet  werden.  —  Ferner 
steht  die  Gerade  a  während  ihrer  Bewegung  beständig  auf  0 
senkrecht,  und  zu  jeder  ihrer  Stellungen  ax  giebt  es  eine  ent- 
gegengesetzte Stellung  6.,  in  welche  a,  gerät,  nachdem  die 
Ebene  eine  halbe  Umdrenung  gemacht  hat.  Und  ebenso  wie 
6  mit  a,  fallt  auch  bx  mit  ax  zusammen.  —  Demnach  kann 
nicht  nur  jeder  Punkt  der  Geraden  a  (6),  sondern  jeder  Punkt 
einer  jeden  Seitenlinie  ax  (6.)  als  Spitze  der  entstehenden  Kegel- 
fläche betrachtet  werden ;  d.  h. :  die  in  diesem  Falle  entstehende 
Kegelfläche  hat  die  Eigenschaft,  dass  man  auf  ihr  durch  jeden 
ihrer  Punkte  beliebige  Geraden  ziehen  kann  (31).  Nach  der 
Umkehrung  zu  1  muss  also  diese  Kegelfläche  eine  Ebene  sein. 

Anm.  Andere  Ableitungen  dieses  Resultates:  1)  Die  Kegel- 
flache  wird  von  jeder  durch  die  Axe  gehenden  Ebene  in  zwei  Geraden 
geschnitten  (32).  Sie  wird  nur  in  einer  Geraden  geschnitten,  wenn  die 
erzeugende  Gerade  auf  der  Axe  senkrecht  steht.  Da  nun  zwei  Ebenen 
8ioh  stets  nur  in  einer  Geraden  -p.     ft 

schneiden,  so  kann  umgekehrt  eine  £' 

Fläche,  die  von  allen  (durch  eine 
Gerade  gehenden)  Ebenen  nur  in 
einer  Geraden  geschnitten  wird, 
selbst  nur  eine  Ebene  sein.  Mit- 
hin geht  in  diesem  Falle  die  Kegel- 
fläche  in  eine  Ebene  über. 

2)  Es  sei  in  Fig.  0  00,  die 
Drehungsaxe,  und  0\A  und  0XB 
zwei  beliebige  Stellungen  der  auf 
der  Axe  senkrechten,  die  Kegel- 
fläche erzeugenden  Geraden.  Legt 
man  die  Ebene  AO^B  und  zieht 
in  derselben  Ox  C  in  beliebiger  Rich- 
tung, so  kann  man  durch  einen  beliebigen  Punkt  C  der  Geraden  O^C  stets 
eine  Gerade  AB  so  ziehen,  dass  AC=CB  ist  (T.  II,  Aufgabe  148).  Dann 
ist  (nach  T.  II,  366) 

im  Dreieck  (TAB:     OA*  +  OB*  =  %0&  +  %AC*; 

im  Dreieck  X^IB:  0,ii2-|.01B2  =  201C2+2i4CJ; 
subtrahiert:         (M*—  0{A*+  0B*  — 0^*  =  2(0C3  —  0,(3), 
oder  nach  T.  II,  362 :  00i  2  +  oov  *  =  2  (0&  —  0{  &) 

oder:  00^  =  0C*  —  0tC«; 

d.  h.:  Das  Dreieok  ü(>xC  ist  rechtwinklig,  oder  O^CJ^OO^  Hieraus  folgt 
aber,  dass  alle  auf  00{  in  0\  senkrecht  stehenden  Geraden  in  der  durch 
OaA  und  0i £  bestimmten  Ebene  liegen,  dass  also  0VA  diese  Ebene  be- 
schreibt. 
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8)  Man  verlängere  in  Fig.  9  00x   aber  Ot  hinaus  um  sich  selbst 
bis  P.    Dann  ist  

TfXBi^FXBf,  OB^^FBOj;  OJff^EIF;  TÖC^EIü;  OC^^TÖffp 

folglich : 

OA=zPA;  OB  =  FB;       OjiC=P;iC;      OC  =  PC;      (H^CrrP^C. 

Da  aber  00tC  und  POyC  Nebenwinkel  und  einander  gleich  sind,  so  sind 
sie  gleich  Ä;  d.  h.:  (^CL OOt. 

4».  Folgerungen:  Dreht  sich  ein  rechter  Winkel  um 
einen  seiner  Schenkel,  so  beschreibt  der  andere  eine 
Ebene. 

Da  diese  Ebene  durch  zwei  Richtungen  des  sich  drehen- 
den Schenkels  bestimmt  ist  (1),  so  folgt  weiter: 

45.  Steht  eine  Gerade  auf  zwei  Geraden  in  deren 
Schnittpunkte  senkrecht,  so  steht  sie  auf  jeder  in 
der  Ebene  der  beiden  Geraden  durch  ihren  Schnitt- 
punkt gezogenen  Geraden  senkrecht. 

44.  Alle  Geraden,  die  auf  einer  Geraden  in  demsel- 
ben Punkte  senkrecht  stehen,  liegen  in  einer  Ebene* 

17.  Zurilekführung  des  Raumwinkels  auf  einen  ebenen  Win- 
hel  —  Macht  eine  Ebene  um  eine  in  ihr  liegende  Gerade  o 
eine  halbe  Umdrehung,  so  ist,  wie  eben  gezeigt,  unter  allen 
durch  irgend  einen  Punkt  der  Linie  o  gezogenen  Geraden  die 
auf  o  senkrechte  (<?)  die  einzige,  welche  einen  ebenen  Winkel 
beschreibt.  Da  dieser  Winkel  ein  gestreckter  ist,  so  hat  die 
Senkrechte  ebenso  wie  die  Ebene  eine  halbe  Umdrehung  ge- 
macht. Da  ferner  die  Gerade  c  und  die  Ebene  ein  und  dieselbe 
Bewegung  ausfahren,  so  vollenden  beide  auch  den  »£?  Teil 
einer  halben  Umdrehung  durch  dieselbe  Bewegung;  d.h.:  Für 
jede  Drehung  der  Ebene  ist  die  Drehungsgrösse  von  e 
derjenigen  der  Ebene  gleich.  Demnach  kann  die  Drehung 
der  Ebene  durch  diejenige  von  e  gemessen  werden,  und  da 
die  Lage  von  e  beliehig  ist,  so  hat  man  den  Satz: 

46.  Die  Drehung  einer  Ebene  ist  eben  so  gross  als 
diejenige  einer  beliebigen,  auf  der  Axe  senkrechten 
Geraden  in  der  Ebene. 

Der  Raumwinkel  zweier  Ebenen  wird  hiernach  als  ebener 
Winkel  konstruiert,  indem  man  in  beiden  Ebenen  auf  der  Axe 
in  einem  beliebigen  ihrer  Punkte  Senkrechten  errichtet.  Ein 
derartig  konstruierter  Winkel  heisst  Neigungswinkel  der 
beiden  Ebenen. 
46.  Folgerungen:  Alle  Neigungswinkel  zweier  Ebenen 
sind  einander  gleich  (23). 
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Alle   Neigungswinkel    zweier   Ebenen    liegen   in  47. 
parallelen  Ebenen  (23). 

Da  jede  zur  Axe  schief  stehende  Gerade  o  (Fig.  7)  nach 
einer  halben  Umdrehung  der  Ebene  mit  ihrer  neuen  Richtung  b 
einen  spitzen  Winkel  bildet,  so  beschreibt  sie  auch,  wenn  die 
Ebene  den  n*2  Teil  einer  Umdrehung  macht,  einen  kleineren 
Winkel  als  eine  zur  Axe  senkrechte  Gerade,  d.  h.: 

Unter  allen  Geraden  einer  sich  drehenden  Ebene  48. 
beschreibt  eine  zur  Axe  senkrechte  den  grössten  Win- 
kel; zwei  Geraden,  welche  gleiche  Winkel  mit  der 
Axe  bilden,  beschreiben  gleiche  Winkel;  von  zwei  Ge- 
raden, welche  ungleiche  Winkel  mit  der  Axe  bilden, 
beschreibt  diejenige,  welche  den  kleineren  Winkel  mit 
der  Axe  bildet,  den  kleineren  Winkel. 

Anm.  Hierbei  ist  unter  dem  Winkel,  welchen  die  Gerade  beschreibt, 
nur  der  Unterschied  zwischen  ihrer  Anfangs-  und  Endriohtung  verstanden. 
Die  wirkliche  Drehungsgrösse  der  Geraden  wird  aber  durch  diesen  Winkel 
nur  dann  ausgedruckt,  wenn  die  Gerade  zur  Axe  senkrecht  steht,  weil  die 
Gerade  nur  in  diesem  Falle  eine  Ebene  beschreibt.  In  allen  anderen 
Fallen  ist  der  Winkel  zweier  Geraden  im  Baume  kleiner  als  die  Drehungs- 
grösee  zwischen  ihnen. 

Ist  der  Neigungswinkel  zweier  Ebenen  ein  rechter,  so  sagt 
man,  dass  die  Ebenen  auf  einander  senkrecht  stehen. 

18*  Die  Gerade  in  senkrechter  Richtung  zur  Ebene.  —  Wenn 
eine  Gerade  eine  Ebene  so  schneidet,  dass  sie  auf  allen,  durch 
ihren  Schnittpunkt  mit  der  Ebene  in  dieser  gezogenen  Geraden 
senkrecht  steht,  so  sagt  man,  sie  stehe  auf  der  Ebene 
senkrecht.  —  Aus  43  folgt  nun: 

Steht  eine  Gerade  (o)  auf  zwei  Ge- 
raden (6,  c)  senkrecht,  die  durch  ihren 
Schnittpunkt  mit  einer  Ebene  (a)  in 
dieser  gezogen  sind,  so  steht  sie  auf 
der  Ebene  senkrecht  (Fig.  10). 

Umgekehrt:  Steht  eine  Gerade  auf 
einer  Ebene  senkrecht,  so  steht  sie  auf 
jeder  durch  ihren  Schnittpunkt  mit 
der  Ebene  in  dieser  gezogenen  Geraden 
senkrecht. 

Da  a  auf  b  und  c  senkrecht  steht,  so  ist  (bc)  der  Nei- 
gungswinkel der  Ebenen  6  und  c.    Aus  49  folgt  also: 

Die  Ebene  des  Neigungswinkels  zweier  Ebenen  51. 
steht  auf  jeder  der  beiden  Ebenen  senkrecht. 


49. 


60. 


u 
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Legt  man  durch  a  (Fig.  11)  eine  be- 
liebige Ebene  6,  welche  die  Ebene  a  ine 
schneidet  und  errichtet  in  a  die  Gerade  b 
...        .     senkrecht  auf  <?,  so  steht  a  auf  e  (nach  50) 
\       \l    ^\l      und  b  auf  c  senkrecht;  mithin  ist  (ab)  der 
\        <K  &    \  Neigungswinkel  von  a  und  b,  und  da  der- 
selbe nach  50  ein  Rechter  ist,  so  steht  6 
auf  q  senkrecht;  d.  h.: 
52.  v  N  StehteineGeradeauf  einer  Ebene 

senkrecht,  so  steht  jede  durch  die  Gerade  gelegte 
Ebene  auf  der  ersten  Ebene  senkrecht. 
63.  Umkehrungen  von  52 :  Stehen  zwei  Ebenen  senkrecht 
zu  einander,  so  steht  jede  Gerade,  welche  man  in 
einer  von  ihnen  senkrecht  zur  Axe  errichtet  oder 
fällt,  senkrecht  zur  andern. 

54.  Stehen  zwei  Ebenen  senkrecht  zu  einander,  und 
errichtet  man  in  einem  Punkte  der  Axe  eine  Senk- 
rechte auf  der  ersten  Ebene,  so  liegt  diese  Senk- 
rechte in  der  zweiten  Ebene. 

55.  Stehen  zwei  Ebenen  senkrecht  zu  einander,  und 
fällt  man  von  einem  Punkte  der  zweiten  Ebene  eine 
Senkrechte  auf  die  erste,  so  liegt  diese  Senkrechte 
in  der  zweiten  Ebene. 

Stehen  zwei  Ebenen  6  und  c  (Fig.  10)  auf  einer  dritten  a 
senkrecht,  und  errichtet  man  im  Schnittpunkte  der  beiden  Axen 
b  und  e  auf  a  die  Senkrechte  a,  so  liegt  dieselbe  nach  54  so- 
wohl in  b  wie  in  c,  ist  also  Schnittlinie  beider  Ebenen.  Daraus 
folgt  als  weitere  Umkehrung  zu  52: 

56.  Stehen  zwei  Ebenen  zu  einer  dritten  senkrecht, 
so  steht  auch  ihre  Schnittlinie  zur  dritten  Ebene 
senkrecht. 

Da  in  jeder  Ebene  c,  die  man  durch  a  legen  kann  (Fig.  10), 
im  Punkte  0  sich  nur  eine  Senkrechte  auf  b  errichten  lässt, 
und  alle  diese  Senkrechten  nach  50  in  a  zusammenfallen,  so  folgt: 

57.  In  einem  Punkte  (0)  einer  Ebene  (et)  lässt  sich 
auf  derselben  nur  eine  Senkrechte  (a)  errichten. 

Anm,  Andrer  Beweis  für  57:  Eine  zweite  Senkrechte  a{  würde  mit 
a  zusammen  eine  Ebene  c  bestimmen,  in  welcher  nach  50  sowohl  a  wie  «| 
auf  b  senkrecht  stehen  mQssten. 

58.  Von  einem  ausserhalb  einer  Ebene  liegenden 
Punkte  lässt  sich  auf  dieselbe  nur  eine  Senkrechte 
fällen  (55,  50). 
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Anm.    Andrer  Beweis  für  68  ahnlich  wie  für  5?. 

Hiernach  ist  durch  die  Seite  einer  Ebene  die  Richtung 
einer  auf  ihr  senkrechten  Geraden  vollkommen  bestimmt  Daraus 
folgt  weiter: 

Zwei  Geraden,   die  auf  derselben  Ebene   senk-  59. 
recht  stehen»  sind  parallel. 

Umgekehrt:   Steht  eine  von  zwei  parallelen  Gera-  69a. 
den   auf  einer  Ebene   senkrecht,   so  steht  auch  die 
andere  auf  ihr  senkrecht. 

Nach  42  ist  durch  eine  Gerade  die  in  einem  ihrer  Punkte 
senkrecht  stehende  Ebene  vollkommen  bestimmt    Folglich: 

Durch  einen  Punkt  einer  Geraden  lässt  sich  nur  60. 
eine  zu  der  Geraden  senkrechte  Ebene  legen. 

Anm.  Andrer  Beweis  für  SO:  Eine  Gerade  c  kann  nicht  auf  zwei 
sich  schneidenden  Ebenen  c  und  Ci  gleichzeitig  senkrecht  stehen.  Denn 
legt  man  durch  die  Gerade  eine  beliebige,  die  Axe  schneidende  Ebene, 
welche  c  in  b  und  t\  in  6j  schneidet,  so  müsste  in  dieser  Ebene  e  auf  den 
eich  schneidenden  Geraden  b  und  b{  zugleich  senkrecht  stehen. 

Hiernach  ist  durch  die  Richtung  einer  Geraden  die  Seite 
einer  auf  ihr  senkrechten  Ebene  vollkommen  bestimmt  Daraus 
folgt  weiter: 

Zwei  Ebenen,  die  auf  derselben  Geraden  senk-  61. 
recht  stehen,  sind  parallel. 

Umgekehrt:   Steht  eine  Gerade  auf  einer  von  zwei  6ia. 
parallelen  Ebenen  senkrecht,  so  steht  sie  auch  auf 
der  andern  senkrecht 

Aus  51  folgt  die  Lösung  der 

Aufgabe  3.  —  Durch  eine  in  der  Ebene  a  gege- 
bene Gerade  b  die  zu  a  senkrechte  Ebene  c  zu  legen 
(Fig.  12).  Fig.  12. 

Man  errichte  in  a  die  Gerade  e 
senkrecht  auf  ft,  lege  durch  e  die 
Ebene  b  beliebig,  errichte  in  b  im 
Punkte  0  die  Gerade  a  senkrecht 
auf  c,  und  lege  die  Ebene  ab  =  c. 
Diese  ist  die  gesuchte. 

Ferner  folgt  aus  53  die  Lö- 
sung der 

Aufgabe  4.  —  In  einem  in  der  Ebene  a  gegebenen 
Punkte  A  die  zu  a  senkrechte  Gerade  zu  errichten. 

Man  ziehe  durch  A  in  der  Ebene  a  die  Gerade  b  beliebig, 
konstruiere  nach  Aufg.  3  die  Ebene  c  und  errichte  in  c  auf  b 
im  Punkte  A  die  Senkrechte  AB.    Diese  ist  die  gesuchte. 

%* 
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Aufgabe  5.  —  Aus  einem  ausserhalb  der  Ebene  a 
gegebenen  Punkte  B  die  zu  a  senkrechte  Gerade  zu 
fällen. 

Man  lege  durch  B  die  Ebene  6  beliebig,  fälle  in  6  die 
Gerade  a  senkrecht  auf  c,  errichte  in  a  die  Gerade  b  senkrecht 
auf  c,  lege  die  Ebene  ab  =  c,  und  fälle  in  c  aus  B  auf  b  die 
Senkrechte  BA.    Diese  ist  die  gesuchte  nach  53. 

Aufgabe  6.  —  Durch  eine  ausserhalb  der  Ebene  a 
gegebene  Gerade  a  die  zu  a  senkrechte  Ebene  c  zu 
legen. 

Man  nehme  in  a  den  Punkt  B  beliebig  an,  fälle  nach 
Aufgabe  5  die  auf  a  senkrechte  Gerade  BA  und  lege  durch 
BA  und  a  die  Ebene  c.    Diese  ist  die  gesuchte  nach  52. 

Anm.  Es  ist  gleichgültig,  ob  a  und  a  sieh  schneiden  oder  parallel 
sind.  —  Mittelst  69  kann  Aufgabe  4  durch  Aufgabe  5  oder  auch  umge- 
kehrt gelöst  werden. 

Aus  49  folgt  die  Lösung  der 

Aufgabe  7. —  Durch  einen  auf  der  Geraden  c  ge- 
gebenen Punkt  0  die  zu  c  senkrechte  Ebene  c  zu 
legen. 

Man  lege  durch  c  die  Ebenen  a  und  b  beliebig,  errichte 
in  0  auf  e  in  der  Ebene  er  die  Senkrechte  b,  in  der  Ebene  b 
die  Senkrechte  a,  und  lege  die  Ebene  ab  =  t.  Diese  ist  die 
gesuchte. 

Aufgabe  8.  —  Durch  einen  ausserhalb  der  Ge- 
raden e  gegebenen  Punkt  B  die  zu  c  senkrechte  Ebene 
c  zu  legen. 

Man  lege  durch  B  und  c  die  Ebene  b,  ferner  durch  c  die 
Ebene  a  beliebig,  fälle  aus  B  in  der  Ebene  6  die  Senkrechte 
BO=za  auf  e,  errichte  in  0  in  der  Ebene  a  die  Senkrechte 
b  auf  <?,  und  lege  die  Ebene  ab  =  c.    Diese  ist  die  gesuchte. 

Der  Neigungswinkel  einer  Geraden  und  einer  Ebene. 

19.  Definition  und  Eigenschaften  des  Neigungswinkels  einer 
Geraden  und  einer  Ebene.  —  Der  Neigungswinkel  (ab)  zweier 
Ebenen  a  und  b  wird  gleichzeitig  Neigungswinkel  der  Ge- 
raden a  gegen  die  Ebene  b  und  Neigungswinkel  der 
Geraden  b  gegen  die  Ebene  a  genannt. 

Ist  der  Neigungswinkel  der  beiden  Ebenen  ein  rechter, 
so  steht  die  Gerade  a  auf  der  Ebene  b  senkrecht.  (Denn  sie 
steht  auf  b  und  auf  der  Axe  der  beiden  Ebenen  senkrecht, 
folglich  nach  49  auf  der  Ebene  b.) 
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Der  zweite  Schenkel  b  des  Neigungswinkels  der  Geraden  a 
gegen  die  Ebene  6  heisst  der  Neigungs schenke!  der  Ge- 
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raden  a. 

Steht  a  auf  6  senkrecht,  so  wird  die 
Richtung  des  Neigungsschenkels  beliebig, 
weil  alsdann  jede  durch  den  Fusspunkt 
von  a  in  6  gezogene  Gerade  durch  Drehung 
um  R  in  die  Richtung  a  kommen  kann. 

Da  nach  51  die  Ebene  ab  auf  b  senk- 
recht steht,    so   liegt  nach   55  jede   aus 
einem  Punkte  der  Geraden  a  auf  die  Ebene  i  gefällte  Senk- 
rechte in  der  Ebene  ab;  also: 

Steht  eine  Gerade  schief  zu  einer  Ebene,  so  lie-  69. 
gen  alle   aus   Punkten   der   Geraden   auf  die  Ebene 
gefällten  Senkrechten  in  der  Ebene   des  Neigungs- 
winkels, und  die  Fusspunkte  dieser  Senkrechten  auf 
dem  Neigungsschenkel. 

Anm.  Da  der  Nengungssobenkel  durah  den  Schnittpunkt  der  Gera- 
den a  mit  der  Ebene  b  und  durch  einen  beliebigen  jener  Fusspunkte  be- 
stimmt ist,  so  folgt  aus  62  die  Konstruktion  des  Neigungswinkels 
der  Geraden  a  gegen  die  Ebene  b. 

Zieht  man  durch  den  Schnittpunkt 
0  einer  Geraden  OA  und  einer  Ebene  b 
in  dieser  letzteren  ausser  dem  Nei- 
gungsschenkel OB  noch  eine  beliebige 
Gerade  OC,  legt  die  Ebene  AOC,  fällt 
in  derselben  AC  \_0C  und  legt  die  Ebene 
ABC,  so  ist  ABC  =  R  (50),  AC>  AB 
(T.  H,  108)  und  AOOAOB  (T.  II,  175). 
Folglich : 

Unter  allen  Winkeln,  welche  eine  zu  einer  Ebene  68. 
schief  stehende  Gerade  mit  den  durch  ihren  Schnitt- 
punkt in  der  Ebene  gezogenen  Geraden  bildet,  ist 
der  Neigungswinkel  der  kleinste. 

Zieht  man  ferner  in  der  Ebene  6  die  Gerade  0CX  so,  dass 
BOCx  =  BOG  ist,  macht  0CX  =  OC  und  legt  die  Ebene  AOC.,  so 
folgt  (29a)  aus  der  Symmetrie  der  Konstruktionen  zur  Ebene 

AOB  (oder  aus  der  Kongruenz  der  Dreiecke  BOC  und  BOCv 

35Tund  Affüv  Wj  und  ÄÖC^  dass  AOC  =  AOCv    Folglich: 

Bildet  der  Neigungsschenkel  einer  schiefen  Ge-  64. 
raden  gleiche  Winkel  mit  zwei  durch  ihren  Schnitt- 
punkt mit  einer  Ebene  in  dieser  gezogenen  Geraden, 
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so  bildet   auch   die   schiefe  Gerade  gleiche  Winkel 
mit  den  letzteren  (und  umgekehrt). 

Ist  BOCz=zBOCx=zR,  so  ist  C}OC  eine  Gerade,  und  die 
Ebenen  AOC  und  AOCx  fallen  in  eine  Ebene  zusammen.  Es 
sind  also  AOC  und  AOC^  Nebenwinkel,  und,  da  sie  nach  64 
einander  gleich  sind,  beide  gleich  Ä;  d.  h.: 

65.  Steht  der  Neigungsschenkel  einer  schiefen  Ge- 
raden senkrecht  auf  einer  durch  ihren  Schnittpunkt 
mit  einer  Ebene  in  dieser  gezogenen  Geraden,  so 
steht  auch  die  schiefe  Gerade  auf  der  letzteren 
senkrecht  (und  umgekehrt). 

Anm.  Da  AC  ±  OC,  so  folgt  aus  65,  dass  auch  BCJ_OC.  Dasselbe 
folgt,  wenn  man  den  Pythagoreischen  Satz  auf  die  Dreiecke  XÜW,  AOC, 
XBC  anwendet. 

Ist  BOC  >  B0Cv  so  liefert  die  Betrachtung  der  Dreiecke 

WO  und  BOCx   (T.  II,  123);   ABC  und  ÄSÜ^  (T.  H,   118); 

IOC  und  ÄÖCl  (T.  II,  123)  das  Resultat,  dass  AOC  >  AOCv 
Folglich : 

66.  Bildet  der  Neigungsschenkel  einer  schiefen  Ge- 
raden ungleiche  Winkel  mit  zwei  durch  ihren  Schnitt- 
punkt mit  einer  Ebene  in  dieser  gezogenen  Geraden, 
so  bildet  auch  die  schiefe  Gerade  in  demselben  Sinne 
ungleiche  Winkel  mit  den  letzteren  (und  umgekehrt). 

Da  der  grösste  Wert  von  BOC  2Ä  ist,  so  folgt  aus  66: 

67.  Unter  allen  Winkeln,  welche  eine  zu  einer  Ebene 
schief  stehende  Gerade  mit  den  durch  ihren  Schnitt- 
punkt in  der  Ebene  gezogenen  Geraden  bildet,  ist 
der  Nebenwinkel  des  Neigungswinkels  der  grösste. 

Da  drei  in  der  Ebene  b  von  0  ausgehende  Geraden  mit 
dem  Neigungsschenkel  OB  nur  dann  gleiche  Winkel  bilden 
können,  wenn  die  Richtung  desselben  beliebig  wird,  d.  h.  wenn 
AO  auf  b  senkrecht  steht,  so  folgt  weiter: 

68.  Bildet  eine  Gerade  gleiche  Winkel  mit  drei 
durch  ihren  Schnittpunkt  mit  einer  Ebene  in  dieser 
gezogenen  Geraden,  so  steht  sie  auf  der  Ebene 
senkrecht. 

20.  Entfernung.  —  Da  jede  durch  A  gehende  schiefe  Ge- 
rade a  mit  der  Senkrechten  AB  und  dem  Neigungsschenkel  i 
ein  rechtwinkliges  Dreieck  bildet,  so  folgt  aus  T.  II,  108: 

69.  Unter  allen  Geraden,  welche  einen  Punkt  ausser- 
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halb  einer  Ebene  mit  Punkten  der  Ebene  verbinden, 
ist  die  Senkrechte  die  kürzeste. 

Die  von  einem  Punkte  A  auf  eine  Ebene  6  gefällte  Senk- 
rechte AB  heisst  daher  die  Entfernung  des  Punktes  A  von 
der  Ebene  b.    (Vgl.  T.  H,  Nr.  74.) 

Dreht  sich  das  Dreieck  AOB  um  AB,  so  beschreibt  0  eine 
Kreislinie  in  der  Ebene  b  (42)  und  OA  eine  Kegelfläche  (Nr.  14). 
Also: 

Von  einem  ausserhalb  einer  Ebene  gelegenen  70. 
Punktet  kann  man  nach  der  Ebene  6  beliebig  viele 
gleichlange  Strecken  ziehen,  die  auf  einer  Kegel- 
fläche liegen,  gegen  die  Ebene  gleich  geneigt  sind, 
und  deren  Fusspunkte  vom  Fusspunkte  der  aus  A 
auf  die  Ebene  gefällten  Senkrechten  gleichen  Ab- 
stand haben. 

Alle  Punkte  einer  Ebene,  welche  auf  derselben  71. 
Kreislinie  liegen,  haben  gleichen  Abstand  von  einem 
Punkte  der  im  Mittelpunkte  dieser  Kreislinie  auf  der 
Ebene  errichteten  Senkrechten. 

Ferner  folgt  aus  70  und  T.  II,  117  und  118: 

Sind  von  einem  Punkte  ausserhalb  einer  Ebene  72. 
zwei  ungleiche  Strecken  nach  Punkten  der  Ebene  ge- 
zogen, so  hat  die  längere  Strecke  den  kleineren  Nei- 
gungswinkel gegen  die  Ebene,  aber  ihr  Fusspunkt  den 
grösseren  Abstand  vom  Fusspunkte  der  Senkrechten 
(und  umgekehrt). 

Ist  in  der  Mitte  einer  Strecke  AB  eine  Senkrechte  errich- 
tet, und  wird  diese  Figur  um  AB  gedreht,  so  beschreibt  die 
Senkrechte  eine  auf  AB  senkrechte  Ebene  (42),  und  aus  T.  II, 
120  folgt: 

Der  geometrische  Ort  eines  Punktes,  der  von  zwei  73. 
gegebenen   Punkten   gleichweit   entfernt  ist,   ist   die 
auf  der  Verbindungsstrecke  beider  Punkte  in  ihrer 
Mitte  errichtete  senkrechte  Ebene. 

Ferner  folgt  aus  70: 

Der  geometrische  Ort  eines  Punktes,  der  von  drei  74. 
gegebenen  Punkten  gleichweit  entfernt  ist,  ist  die  auf 
der  Ebene  der  drei  Punkte  im  Mittelpunkte  des  durch 
dieselben  bestimmten  Kreises  errichtete  Senkrechte. 

Konstruiert  man  nach  73  die  drei  geometrischen  Oerter 
für  den  Punkt,  der  von  A  und  B9  von  B  und  C,  von  C  und  A 
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gleichweit  entfernt  ist,  so  müssen  sich  jene  drei  Ebenen  nach 
74  in  der  auf  der  Ebene  ABC  im  Mittelpunkte  des  Umkreises 

von  ABC  errichteten  Senkrechten  schneiden.    Also: 

76.  Die  in  den  Mitten  der  Verbindungsstrecken  dreier 
Punkte  A,  Ä,  C  senkrecht  errichteten  Ebenen  schnei- 
den sich  in  derjenigen  Geraden,  welche  im  Mittel- 
punkte des  Umkreises  von  ABC  auf  der  Ebene  dessel- 
ben senkrecht  errichtet  ist. 

Verschieben  sich  zwei  sich  schneidende  Geraden  nebst 
den  Halbierungslinien  ihrer  Winkel  längs  einer  im  Scheitel  auf 
ihrer  Ebene  errichteten  senkrechten  Geraden,  so  beschreiben 
alle  vier  Geraden  Ebenen,  und  aus  T.  II,  122  folgt: 

76.  Der  geometrische  Ort  eines  Punktes,  welcher  von 
zwei  gegebenen  Ebenen  gleichweit  entfernt  ist,  ist  das 
Ebenenpaar,  welches  die  Winkel  der  gegebenen  Ebenen 
halbiert. 

Konstruiert  man  hiernach  die  beiden  geometrischen  Oerter 
für  den  Punkt,  welcher  von  a  und  6,  sowie  von  6  und  c  gleich- 
weit entfernt  ist,  so  schneiden  sich  dieselben  in  vier  Geraden, 
durch  welche  auch  der  geometrische  Ort  des  Punktes  gehen 
muss,  welcher  von  a  und  c  gleichweit  entfernt  ist.    Also: 

77.  Die  drei  Ebenenpaare,  welche  die  Winkel 
dreier  Ebenen  halbieren,  schneiden  sich  in  vier 
Geraden,  welche  den  geometrischen  Ort  eines 
Punktes  bilden,  der  von  den  drei  Ebenen  gleich- 
weit entfernt  ist. 

21.  Neigungswinkel  paralleler  Geraden  und  Ebenen.  —  Wer- 
den zwei  parallele  Geraden  OA  und  0XAX  von  einer  Ebene  in 
0  und  01  geschnitten,  und  sind  AB  und  AXBX  die  aus  A  und 
Ax  auf  die  Ebene  gefällten  Senkrechten,  also  OB  und  0XBX 
die  Neigungsschenkel  der  Geraden,  so  ist  OA  II 0LAV  AB  II AXBX 
(59),  folglich  OAB=0XAXBX  (23,  Anm.),  A0B=AxOBx  (T.  II,  78). 
Folglich: 

78.  Parallele  Geraden  haben  mit  derselben  Ebene 
gleiche  Neigungswinkel. 

Anm.  Gilt  auch  die  Umkehrung  dieses  Satzes?  —  Ein  sperieller 
Fall  von  78  ist  59a. 

Werden  zwei  parallele  Ebenen  a  und  a1  von  einer  Gera- 
den in  0  und  Ox  geschnitten,  und  fällt  man  aus  einem  Punkte  A 
der  Geraden  auf  a  die  Senkrechte  AB,  welche  a,  in  Bx  schnei- 
det, so  steht  ABX  auf  ax  senkrecht  (61a);  folglich  sind  OB  und 
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0XBX   die  Neigungsschenkel  der  Geraden,  und  in  der  Ebene 
AßxOx  ist  AOB^AO^  (T.  II,  78).    Folglich: 

Parallele  Ebenen   haben  mit  derselben   Geraden  79, 
gleiche  Neigungswinkel. 

Anm.  Gilt  auch  die  Umkehrung  dieses  Satzes?  —  Ein  speoieller 
Fall  von  79  ist  61a. 

22.  Bewegung  einer  in  der  Ebene  liegenden  Kreislinie.  — 
Resultat  der  Drehung:  Die  Kugelflaehe.  —  Macht  eine  Ebene 
um  eine  in  ihr  liegende  Gerade  o  eine  ganze  Umdrehung,  so 
beschreibt  eine  Halbkreislinie,  deren  Durchmesser  in  der  Axe 
liegt,  eine  krumme  Fläche,  die  man  Kugel  fläche  nennt. 

Anm.  Angenommen,  die  Ebene  des 
Papiers  drehe  sich  in  Fig.  15  um  die  Axe  o, 
so  beschreiben  zwei  auf  der  Halbkreislinie  be- 
liebig angenommene  Punkte  A\  und  A%  Kreis- 
linien, die  auf  der  Kugelfläche  liegen  und  in 
der  Figur  die  Gestalt  derselben  andeuten.  — 
Da  die  sich  drehende  Ebene  zum  zweitenmale 
mit  der  Ebene  des .  Papiers  zusammenfallt, 
wenn  sie  eine  halbe  Umdrehung  gemacht  hat, 
so  gerat  auch  die  Halbkreislime  nooh  einmal 
in  die  letztere  Ebene.  Die  Kugelfläche  wird 
also  von  der  Ebene  des  Papiers  in  einer  Kreis- 
linie geschnitten. 

Beträgt  die  Drehung  der  Halb- 
kreislinie weniger  als  einen  geschlos- 
senen Winkel,  so  wird  die  von  ihr  be- 
schriebene Fläche  Eugelzweieck  genannt.  Der  Mittelpunkt 
der  Halbkreislinie  (0)  heisst  auch  Mittelpunkt  (Centrum) 
der  Kugelfläche,  jeder  Radius  der  Halbkreislinie  in  jeder  seiner 
verschiedenen  Richtungen  Radius  der  Kugelfläche,  jeder  von 
der  Halbkreislinie   beschriebene  Raumwinkel  Gentriwinkel. 

Der  Mittelpunkt  einer  Kugelfläche  ist  also  derjenige 
Funkt,  dessen  Verbindungsstrecken  mit  beliebigen  Punkten  der 
Kugelfläche  gleich  gross  sind;  Radius  jede  Strecke,  welche 
einen  Punkt  der  Kugelfläche  mit  dem  Mittelpunkte  verbindet. 

Aus  der  Entstehung  der  Kugelfläche  folgen  die  Sätze: 

Alle  Radien  einer  Kugelfläche  sind  einander  80. 
gleich. 

Der  geometrische  Ort  eines  Punktes,  der  von  81« 
einem  gegebenen  Punkte  eine  gegebene  Entfer- 
nung   hat,    ist    die    aus    dem    gegebenen   Punkte 
mit  der   gegebenen  Entfernung  als  Radius  kon- 
struierte Kugelfläche. 
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An  in,  Die  Konstruktion  einer  Kugelfläche  aus  einem  gegebenen 
e  mit  einem  gegebenen  Radius  ist  eine  der  (freihoh  nur  tbeoretiaeh 
»aren)  Forderungen  der  konstruierenden  Stereometrie.  Ebenso  steht 
;  der  Konstruktion  der  Kegel-  und  der  Cylinderfläobe. 
Legt  man  durch  den  Mittelpunkt  der  Kugelfläche  eine 
e,  so  schneidet  dieselbe  die  Kugelfläche  in  einer  Linie, 
i  Punkte  alle  vom  Mittelpunkte  um  die  Länge  des  Radius 
rat  sind  (80),  d.  h.  in  einer  Kreislinie  mit  gleichem  Radius. 
hat  also  den  Satz: 

Alle  durch  den  Mittelpunkt  einer  Kugelfläche 
gten  Ebenen  schneiden  die  Kugelfläche  in  Kreis- 
ln mit  gleichem  Radius  (Diametralkreisen). 
Der  Durchmesser  eines  Diametralkreises  heisst  Durch- 
ier  der  Kugelfläche,  die  Endpunkte  eines  Durchmessers 
en  Gegenpunkte  der  Kugelfläche. 

Anm.  Hiernach  kann  jede  Hälfte  einer  beliebigen  derartigen  Kreis» 
loroh  ihr«  Umdrehung  dieselbe  Kugelfläche  erzeugen. 
Wenn  eine  Halbkreislinie  auf  der  Kugelfläche  ein  Kugel- 
ick  AB  beschreibt,  so  beschreibt  die  zugehörige  Ebene 
Gentriwinkel  AOB,  von  dem  man  sagt,  er  gehöre  zum 
ick  A^BS. 

Anm.  Entsprechend  dem  konvexen  Gentriwinkel  AOB  wird  durch 
siden  Halbkreislinien  jIiAj  und  ßjBj  auf  der  Kugelfläche  noch  ein 
m  Zweieok  begrenzt,  welches  mit  dem  ersten  zusammen  die  gmnsa 
flache  bildet.  Jedes  Zweieok  liegt  in  dem  Raumstück  des  sugebori- 
entriwinkels. 

Die  beiden  Zweiecke  AB,  welche  zusammen  die  Kugelfläche 
n,  heissen  einander  entgegengesetzt 
Da  das  Zweieck  durch  dieselbe  Bewegung  entsteht  wie 
Zentriwinkel,  so  kann  es  ebenso  wie  dieser  als  Mass  für 
Irehung  der  Ebene  betrachtet  werden.     Uebertragung  der 
i  vom  Raumwinkel  auf  das  Zweieck. 
Zu  gleichen  Centriwinkeln  einer  Kugelfläche  ge- 
n  gleiche  Zweiecke  (und  umgekehrt).  —  Zu  dem 
seren  von  zwei  Centriwinkeln  einer  Kugelfläche 
irt  das  grössere  Zweieck  (und  umgekehrt). 
Avus  83  folgt: 

Jede  durch  den  Mittelpunkt  einer  Kugelfläche 
in  de  Ebene  halbiert  die  Kugelfläche.  —  Zwei 
he  Ebenen,  die  auf  einander  senkrecht  stehen, 
in  die  Kugelfläche  in  vier  gleiche  Teile  (s.  auch  97). 

Anm.  Die  Halft«  der  Kugelfläche  heisst  Halbkugeirflaohe).  An. 
mg  der  vorstehenden  Erklärungen  und  Satze  auf  den  Globus, 
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Da  man  aus  einem  Punkte  des  Baumes  mit  demselben 
Radius  nur  eine  Kugelfläche  konstruieren  kann,  so  ist  die 
Kugelfläche  durch  ihren  Radius  nach  Gestalt  und  Grösse  voll- 
ständig bestimmt.    Daraus  folgt: 

Kugelflächen    mit    gleichem   Radius    sind    kon-  85. 
gruent. 

Anm.  Wie  zwischen  der  Geraden  und  der  Ebene,  so  besteht  auch 
eine  Analogie  zwisohen  der  Kreislinie  und  der  Kugelfläche.  Wie  die  Ebene 
suis  der  Geraden  durch  Verschiebung,  so  entsteht  die  Kugelflache  aus  der 
Kreislinie  durch  Drehung.  Einem  Punkte  auf  der  Kreislinie  entspricht 
eine  Halbkreislinie  auf  der  Kugelfläohe,  einem  Radius  der  Kreislinie  eine 
Halbkreisflache  der  Kugelfläohe.  Rückt  der  Mittelpunkt  in  unendliche 
Entfernung,  so  nähert  sich  die  Kreislinie  einer  Geraden  und  die  Kugel- 
fläohe einer  Ebene.  (Scheinbar  ebene  Beschaffenheit  der  Erdoberfläche!) 
Andere  Analogieen  werden  sich  später  zeigen. 

ß)  Zweimalige  Bewegung  der  Ebene. 

28.  Uebersieht.  —  Ist  eine  Ebene  a  durch  zwei  auf  ein- 
ander folgende  Bewegungen  erst  in  6  und  dann  in  c  überge- 
gangen, so  können  die  beiden  Bewegungen  sein:  1)  zwei  Ver- 
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Schiebungen,  2)  eine  Verschiebung  und  eine  Drehung,  3)  zwei 
Drehungen.  Im  dritten  Falle  können  die  beiden  Drehungen 
entweder  3a)  um  dieselbe  Gerade  oder  3b)  um  zwei  parallele 
oder  3c)  um  zwei  sich  schneidende  Geraden  stattfinden  (Fig.  16)* 
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Man  hat  alsdann  1)  drei  Ebenen  mit  gleicher  Seite ;  2)  zwei 
von  einer  dritten  geschnittene  parallele  Ebenen ;  3a)  drei  Ebenen 
mit  gleicher  Lage  und  Richtung;  3b)  drei  Ebenen  mit  ver- 
schiedener Seite,  welche  paarweise  gleiche  Richtung  und 
Lage  haben;  3c)  drei  Ebenen  mit  verschiedener  Seite,  welche 
paarweise  gleiche  Richtung  und  alle  drei  dieselbe  Lage 
haben. 

Anm.  Drei  Ebenen  a,  b,  c  schneiden  sich  im  allgemeinen  in  den 
drei  Geraden  ab  =  c,  bc  =  a,  ca  =  6.  Im  Falle  8)  ist  nur  von  zweien 
dieser  Geraden  (o  and  a),  am  welche  die  beiden  Drehungen  stattfinden, 
die  Bede;  das  Verhalten  der  dritten  (b)  bedarf  einer  besonderen  Unter- 
suchung, deren  Resultat  die  Sätze  86 — 88  ausdrücken.  —  In  wieviel  Teile 
wird  der  Raum  in  jedem  der  fünf  Fälle  geteilt?  Wieviele  Schnittlinien 
entstehen  in  jedem  Falle?  Wie  ordnen  sich  die  5  Fälle  nach  der  Anzahl 
dieser  Schnittlinien? 

Im  Falle  3a)  ist  die  Schnittlinie  von  a  und  6  nach  Voraus- 
setzung dieselbe  wie  die  von  b  und  c,  demnach  auch  dieselbe 
wie  von  a  und  c.    Dies  giebt  den  Satz: 

86.  Wenn  drei  Ebenen  sich  schneiden  und  zwei 
Schnittlinien  zusammenfallen,  so  fällt  auch  die 
dritte  mit  ihnen  zusammen. 

Im  Falle  3c)  schneiden  sich  die  Schnittlinien  e  und  a  nach 
Voraussetzung  in  einem  Punkte  0.  Da  nun  e  die  Schnittlinie 
von  a  und  6,  und  a  diejenige  von  6  und  c  ist,  so  gehört  der 
Punkt  0  gleichzeitig  den  Ebenen  a  und  6,  sowie  den  Ebenen 
f>  und  c  an,  also  auch  gleichzeitig  den  Ebenen  a  und  c;  d.  h. 
er  liegt  auf  der  Schnittlinie  (b)  dieser  Ebenen.  Demnach  geht 
auch  b  durch  0,  und  man  hat  den  Satz : 

87.  Wenn  drei  Ebenen  sich  schneiden,  und  zwei 
Schnittlinien  durch  einen  Punkt  gehen,  so  geht  auch 
die  dritte  durch  diesen  Punkt. 

Im  Falle  3b)  sind  die  Schnittlinien  e  und  a  nach  Voraus- 
setzung parallel;  d.  h.:  der  Punkt  0  ist  in  unendliche  Entfer- 
nung gerückt.  Nun  geht  nach  87  auch  b  durch  diesen  un- 
endlich fernen  Punkt,  ist  also  mit  a  und  c  parallel.  Dies  giebt 
den  Satz: 

88.  Wenn  drei  Ebenen  sich  schneiden,  und  zw<u 
Schnittlinien  parallel  sind,  so  ist  auch  die  drit  e 
mit  ihnen  parallel. 

Anm.  Weil  je  zwei  Schnittlinien  stets  in  einer  Ebene  Hegen,  kf  c 
nen  keine  zwei  Schnittlinien  windschief  sein. 

Da  der  Fall  1)  zu  keiner  besonderen  Bemerkung  Anla  s 
giebt,  so  betrachten  wir  der  Reihe  nach  die  Fälle  3a),  i  i, 
3b),  3c). 
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24.  Drei  in  einer  Geraden  $ieh  schneidende  Ebenen.  —  Wenn 
drei  in  einem  Punkte  sich  schneidende  Geraden  einer  Ebene 
durch  einfache  Verschiebung  aus  dieser  Ebene  heraustreten, 
so  entstehen  drei  in  einer  Geraden  sich  schneidende  Ebenen 
(Fig.  16,  3a).  Jeder  Satz  über  die  Winkel  der  drei  Geraden 
giebt  dann  einen  Satz  über  die  Raumwinkel  der  drei  Ebenen, 
und  es  können  daher  die  Untersuchungen  und  Sätze  über  ebene 
Winkel  in  T.  II,  Nr.  37 — 51  ohne  weiteres  auf  Baumwinkel 
übertragen  werden. 

25.  Zwei  von  einer  dritten  geschnittene  parallele  Ebenen.  — 
Wenn  zwei  von  einer  dritten  geschnittene  parallele  Geraden 
durch  einfache  Verschiebung  aus  ihrer  Ebene  heraustreten,  so 
entstehen  zwei  von  einer  dritten  geschnittene  parallele  Ebenen 
(Fig.  16,  2).  Jeder  Satz  über  die  Winkel  der  drei  Geraden 
giebt  dann  einen  Satz  über  die  Raumwinkel  der  drei  Ebenen, 
und  es  können  daher  die  Untersuchungen  und  Sätze  über  ebene 
Winkel  in  T.  II,  Nr.  52 — 57  ohne  weiteres  auf  Raumwinkel 
übertragen  werden. 

Da  die  Geraden  a  und  6,  in  welchen  die  parallelen  Ebenen 
a  und  6  von  c  geschnitten  werden,  nicht  windschief  sein  kön- 
nen, weil  sie  in  derselben  Ebene  c  liegen,  und  sich  auch  nicht 
schneiden  können,  weil  sie  in  den  parallelen  Ebenen  a  und  6 
liegen,  so  müssen  sie  parallel  sein.    Mithin: 

Parallele   Ebenen    haben   mit    derselben    Ebene  89. 
parallele  Schnittlinien. 

26.  Die  unendlich  ferne  Gerade  einer  Ebene.  —  Wenn  die 
Ebene  c  (Fig.  16,  2)  sich  um  die  Gerade  6  dreht,  um  mit  a 
zusammenzufallen,  so  verschiebt  sich  ihre  Schnittlinie  mit  6 
(die  Gerade  a)  auf  der  Ebene  6,  und  entfernt  sich  so  immer 
weiter  von  ihrer  ursprünglichen  Lage.  So  lange  die  Ebene  c 
noch  nicht  die  mit  6  parallele  Seite  a  angenommen  hat,  existiert 
diese  Schnittlinie  in  endlicher,  messbarer  Entfernung.  Ist  aber 
c  in  q  übergegangen,  also  mit  6  parallel  geworden,  so  sagt 
man,  die  Schnittlinie  der  Ebenen  c  und  6  sei  in  unendliche 
Entfernung  gerückt.  Statt  also  zu  sagen:  zwei  parallele 
Ebenen  haben  keine  (endlich  entfernte)  Gerade  gemeinsam, 
kann  man  auch  sagen:  sie  schneiden  sich  in  einer  unendlich 
fernen  Geraden.  —  Da  zwei  parallele  Ebenen  gleiche  Seite 
haben,  so  kann  man  die  unendlich  ferne  Gerade  einer 
Ebene  auch  als  Vertreterin  ihrer  Seite  ansehen.  — 
Da  eine  Ebene  von  anderen  Ebenen  in  Geraden  von  allen  auf 
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ihr  möglichen  Richtungen  geschnitten  wird,  und  da  jede 
dieser  Schnittlinien  durch  Verschiebung  in  die  unendlich  ferne 
Gerade  übergeben  kann,  so  ist  es  gleichgültig,  mit  welcher 
Richtung  man  sich  die  unendlich  ferne  Gerade  vorstellt. 

Da  die  unendlich  ferne  Gerade  von  jeder  andern  Geraden 
der  Ebene  offenbar  in  einem  unendlich  fernen  Punkte  geschnit- 
ten wird,  so  kann  man  sagen: 

90.  Die  unendlich  fernen  Punkte  aller  Geraden  einer 
Ebene  liegen  auf  der  unendlich  fernen  Geraden  die- 
ser Ebene. 

Anm.  Durch  Erweiterung  dieser  Betrachtung  gelangt  man  zu  dem 
Resultat,  dass  die  unendlich  fernen  Geraden  aller  Ebenen  des  Raumes  auf 
der  unendlich  fernen  Ebene  des  Raumes  liegen. 

Dreht  sich  die  Ebene  c,  nachdem  sie  mit  a  zusammen 
gefallen  ist,  noch  weiter,  so  kommt  ihre  Schnittlinie  mit  6, 
welche  vorher  nach  der  einen  Seite  in  unendliche  Entfernung 
gerückt  war,  von  der  andern  Seite  her  aus  unendlicher  Ent- 
fernung wieder  zum  Vorschein  und  nähert  sich  wieder  ihrer 
ursprünglichen  Lage  a. 

Hiernach  erscheint  die  Parallelität  zweier  Ebenen  als  ein 
specieller  Fall  des  Schneidens,  und  man  kann  mit  Hilfe  der 
eben  festgestellten  Ausdrucksweise  sagen,  dass  zwei  Ebenen 
im  Räume  stets  eine  Gerade  gemeinsam  haben,  nämlich  eine 
endlich  entfernte  (oder  Lage  und  Richtung),  wenn  sie  sich 
•  schneiden,  eine  unendlich  ferne  (oder  die  Seite),  wenn  sie 
parallel  sind.  —  Ebenso  erscheint  die  Verschiebung  einer  Ebene 
als  specieller  Fall  der  Drehung,  nämlich  als  Drehung  um  die 
unendlich  ferne  Gerade  der  Ebene. 

Analoge  Betrachtungen,  wie  sie  am  Schluss  von  Nr.  58 
in  T.  II  angestellt  wurden,  führen  zu  den  Sätzen: 

91.  Eine  Gerade  kann  als  Cylinderfläche  mit  einem 
Radius  von  der  Grösse  Null  betrachtet  werden,  deren 
Axe  mit  der  Geraden  selbst  zusammenfällt. 

92.  Eine  Ebene  kann  als  Cylinderfläche  mit  unend- 
lich grossem  Radius  betrachtet  werden,  deren  Axe 
die  unendlich  ferne  Gerade  einer  zu  der  Ebene  senk- 
rechten Ebene  ist. 

98.  Eine  Gerade  kann  als  Kegelfläche  mit  einem 
Winkel  an  der  Spitze  von  der  Grösse  Null  betrachtet 
werden,  deren  Axe  mit  der  Geraden  selbst  zusam- 
menfällt 

~<  Eine  Ebene  kann  als  Kegelfläche  mit  einem  Win« 
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kel  an  der  Spitze  von  der  Grösse  22t  betrachtet  werden, 
deren  Axe  eine  zu  der  Ebene  senkrechte  Gerade  ist 

Da  ferner  durch  Drehung  der  Kreislinie  die  Kugelfläche 
entsteht,  der  Punkt  aber  (nach  T.  EL,  74)  als  specialer  Fall 
der  Kreislinie  angesehen  werden  kann,  so  folgt: 

Ein  Punkt  kann  als  Kugelfläche  mit  einem  Radius  95. 
von  der  Grösse  Null  angesehen  werden,  deren  Mittel- 
punkt mit  dem  Punkte  selbst  zusammenfällt 

Da  endlich  auch  die  Gerade  (nach  T.  II,  75)  als  specieüer 
Fall  der  Kreislinie  angesehen  werden  kann,  und  die  Verschie- 
bung der  Ebene  als  Drehung  um  eine  unendlich  ferne  Gerade, 
so  wird  die  Ebene,  welche  von  einer  Geraden  beschrieben  wird, 
die  auf.  einer  sich  verschiebenden  Ebene  liegt,  ein  specieüer 
Fall  der  Kugelfläche  sein.    Folglich: 

Eine  Ebene  kann  als  Kugelfläche  mit  unendlich  96. 
grossem  Radius  betrachtet  werden,  deren  Mittelpunkt 
der  unendlich  ferne  Punkt  einer  auf  der  Ebene  senk- 
rechten Geraden  ist 

87.  Drei  in  parallelen  Geraden  sieh  schneidende  Ebenen.  — 
Wenn  drei  in  drei  Punkten  sich  schneidende  Geraden  durch 
einfache  Verschiebung  aus  ihrer  Ebene  heraustreten,  so  ent- 
stehen drei  in  parallelen  Geraden  sich  schneidende  Ebenen 
(Fig.  16,  3b).  Jeder  Satz  über  die  Winkel  der  drei  Geraden 
giebt  dann  einen  Satz  über  die  Raumwinkel  der  drei  Ebenen, 
und  es  können  daher  die  Untersuchungen  und  Sätze  über 
ebene  Winkel  in  T.  II,  Nr.  59 — 87  ohne  weiteres  auf  Raum- 
winkel übertragen  werden. 

Drei  oder  mehrere  Ebenen,  welche  sich  in  parallelen  Ge- 
raden schneiden,  begrenzen  ein  offenes  prismatisches  Raum- 
stück. Das  von  einer  Gylinderfläche  begrenzte  offene  Raum- 
stück ist  ein  specieüer  Fall  hiervon. 


Die  dreiseitige  Ecke. 

1)  Die  Ecke  als  Analogon  zum  Winkel. 

88«  Drei  in  einem  Punkte  sieh  sehneidende  Ebenen*  Die 
je  Sehe.  —  Vorbemerkungen.  —  Drei  Ebenen  (a,  6,  c), 
welche  sich  in  drei  durch  denselben  Punkt  (0)  gehenden  Ge- 
raden (a,  6,  e)  schneiden,  teilen  den  Raum  in  acht  unvollstän- 
dig begrenzte  Teile,  deren  jeder  eine  (dreiseitige)  Ecke  genannt 
wird.    Der  Punkt  0  heisst  der  Scheitel,  die  Geraden  a,  &,  e9 
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vom  Scheitel  an  gerechnet,  heissen  die  Kanten,  die  Ebenen 
a,  6,  c,  soweit  sie  zwischen  den  Kanten  liegen,  die  Schenkel- 
ebenen der  Ecke. 

Die  Kanten  der  Ecke  sind  also  nur  einseitig  durch  den 
Scheitel  begrenzt,  die  Schenkelebenen  sind  die  Ebenenstücke 
der  von  den  Kanten  gebildeten  Winkel.  Die  Begrenzung 
dieser  Ebenenstücke  in  der  Zeichnung  geschieht  am  besten 
durch  Kreisbogen,  die  mit  gleichem  Radius  aus  O  in  jeder 
der  drei  Ebenen  beschrieben  werden  (S.  Fig.  18,  S.  41). 

Da  alle  Punkte  dieser  Kreisbogen  von  0  gleichweit  ent- 
fernt sind,  so  liegen  sie  auf  einer  aus  dem  Mittelpunkte  O  be- 
schriebenen Kugelfläcbe. 

Anm.  Sofern  man  unter  einem  ebenen  Winkel  die  Drehnngsgrone 
zwischen  zwei  Geraden  versteht,  können  Winkel  und  Ecke  nicht  ab  ent- 
sprechende Gebilde  der  Ebene  and  des  Baumes  angesehen  werden.  Demi 
der  Winkel  entsteht  durch  eine  Drehung  einer  Geraden,  die  Ecke  dagegen 
durch  zwei  Drehungen  einer  Ebene  um  verschiedene  Geraden.  Die  Ecke 
kann  also  nicht  als  einfache  Drehungsgrösse  betrachtet  werden. 

Sofern  man  aber  unter  einem  ebenen  Winkel  das  von  den  Schenkeln 
des  Winkels  unvollständig  begrenzte  Ebenenstuok  versteht,  ist  die  Ecke 
als  raumliches  Gebilde  analog  dem  Winkel  als  ebenem  Gebilde.  Kur  tritt 
an  die  Stelle  der  Zahl  %  (Anzahl  der  Ausdehnungen  der  Ebene)  überall 
die  Zahl  S  (Anzahl  der  Ausdehnungen  des  Raumes).  Es  entsprechen  sieh: 
2  Bestimmungsstucke  des  Winkels  (Scheitel  und  Schenkel)  und  3  der  Ecke 
(Scheitel,  Kanten  und  Schenkelebenen);  2  Begrenzungsgebilde  des  Winkel* 
(die  Schenkel)  und  3  der  Ecke  (die  Schenkelebenen);  2*  =  4  Winkel,  welche 
durch  zwei  sich  schneidende  Geraden  und  23  =  8  Ecken,  welche  durch 
drei  sich  schneidende  Ebenen  gebildet  werden.  Wie  aus  dem  Winkel 
durch  Hinzufugung  einer  Geraden  oder  einer  Kreislinie  eine  Figur,  so  ent- 
steht aus  der  Ecke  durch  Hinzufügung  einer  Ebene  oder  einer  Kugelfläch« 
ein  Körper.  Wie  die  Grösse  eines  Winkels  durch  diejenige  des  zwischen 
seinen  Schenkeln  liegenden  Kreisbogens  veranschaulicht  werden  kann,  so 
die  Grösse  einer  Ecke  durch  diejenige  deB  zwischen  ihren  Schenkelebenen 
liegenden  Teiles  der  Kugelnäohe. 

29.  Einteilung  der  Ecken  nach  ihrer  Grösse.  —  Unter  der 
Grösse  einer  Ecke  verstehen  wir  die  Grösse  des  zwischen  ihren 
Schenkelebenen  liegenden  Teils  einer  Kugelfläche,  die  aus  dem 
Scheitel  der  Ecke  als  Mittelpunkt  mit  dem  Radius  1  beschrie- 
ben ist 

Anm.  Die  Grösse  einer  Ecke  ist  hierdurch  unabhängig  von  der 
Grösse  der  Drehungen,  durch  welche  sie  entstanden  ist,  bestimmt.  Ebenso 
konnte  als  Grösse  eines  Winkels  die  Grösse  des  zwischen  seinen  Schenkeln 
liegenden  Bogens  einer  Kreislinie  betrachtet  werden,  die  aus  dem  Scheitel 
des  Winkels  als  Mittelpunkt  mit  dem  Radius  1  beschrieben  wurde  (vgl. 
T.  III,  Nr.  34).  Hierdurch  lässt  sich,  wie  wir  später  sehen  werden,  die 
Grösse  der  Ecke  ebenso  wie  die  des  Winkels  durch  ein  Vielfaches  von  n 
ausdrücken,  indem  die  ganze  Kugelfläcbe  den  Wert  ±n  hat.    - 
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Die  der  ganzen  Kugelfläche  entsprechende  Ecke  heisst 
geschlossene  Ecke.  Ihre  Schenkelebenen  schneiden  sich 
in  einer  einzigen  Geraden,  und  haben  beliebige  Seite,  ihre 
Kanten  fallen  in  eine  einzige  zusammen. 

Anm.  Gleiche  Gestalt  mit  der  geschlossenen  Ecke  hat  auch  die 
Ecke  Ton  der  Grösse  Null  (Nulleoke),  welcher  ein  Punkt  der  Kugel- 
fläohe  entspricht. 

Die  der  halben  Kugelfläche  entsprechende  Ecke  heisst 
flache  Ecke.  Ihre  drei  Schenkelebenen  fallen  in  eine  ein- 
zige zusammen  (84),  ihre  Kanten  liegen  in  derselben  Ebene 
und  haben  beliebige  Richtung. 

Anm.  Wie  die  geschlossene  und  die  Nullecke  (die  Kuaelfläohe  und 
der  Punkt)  sich  zu  einer  geschlossenen  Ecke  ergänzen,  so  auch  die  beiden 
flachen  Ecken  (die  beiden  Halbkugelflaohen),  welche  zu  beiden  Seiten  einer 
Ebene  liegen.  (Ebenso  in  der  Ebene  der  geschlossene  und  der  Nullwinkel, 
sowie  die  beiden  gestreckten  Winkel  zu  beiden  Seiten  einer.  Geraden.)  — 
Eine  Ecke  heisst  konvex,  wenn  sie  grösser,  konkav,  wenn  sie  kleiner 
ist  als  eine  flache. 

Die  dem  vierten  Teile  der  Kugelfläche  entsprechende 
Ecke  heisst  gestreckte  Ecke.  Zwei  ihrer  Schenkelebenen 
fallen  in  eine  einzige  zusammen,  auf  welcher  die  dritte  senk- 
recht steht  (84),  zwei  ihrer  Kanten  fallen  in  eine  einzige  zu- 
sammen, die  Richtung  der  dritten  ist  beliebig. 

Anm.  Einer  gestreckten  Ecke  entspricht  also  als  Teil  der  Engel- 
flache  ein  speoiener  Fall  des  Zweiecks  (vgl.  Nr.  28).  Wie  ist  die  Ecke 
beschaffen,  die  dem  allgemeinen  Zweieck  entspricht? 

Wenn  eine  Halbkreislinie  ein  Zweieck  beschreibt,  so  be- 
schreibt der  Halbierungspunkt  der  Halbkreislinie  einen  Bogen, 
welcher  die  Fläche  des  Zweiecks  halbiert  Da  die  Ebene  dieses 
Bogens  auf  den  Ebenen  des  Zweiecks  senkrecht  steht,  so  hat 
man  den  Satz  (Ergänzung  zu  84): 

Drei   durch   den  Mittelpunkt   einer  Kugelfläche  97. 
gehende,  auf  einander  senkrechte  Ebenen  teilen  die 
Kugelfläche  in  acht  gleiche  Teile. 

Anm.    Modell  mittelst  dreier  ans  Papier  ans-  ^g*  ^ 

geschnittener,  in  einander  gesteckter  Kreise,  die  nach 
Angabe  von  Fig.  18  eingeschnitten  sind 

Die  dem  achten  Teile  der  Kugelfläche 
entsprechende  Ecke  heisst  rechteEcke.  Ihre 
drei  Schenkelebenen  stehen  auf  einander  senk- 
recht,  ebenso  ihre  drei  Kanten. 

Aus  85  folgt  der  Reihe  nach: 

Alle  geschlossenen,  alle  flachen,  alle  gestreck-  9s. 
tßn  und  alle  rechten  Ecken  sind  einander  gleich,  — 
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Die  flache  Ecke  ist  die  Hälfte,  die  gestreckte  der 
vierte  Teil,  die  rechte  der  achte  Teil  der  geschlos- 
senen Ecke. 


K  Nebenecken,  Nebenscheüelecken  und  Scheitelecken.*)  — 
Soll  die  durch  drei  sich  schneidende  Ebenen  gebildete  Ecke 
nicht  eine  vieldeutige  Grösse  sein,  so  muss  man  auf  jeder  der 
drei  Ebenen  eine  bestimmte  Seite  festsetzen,  und  als  Ecke  der 
drei  Ebenen  diejenige  der  acht  im  ganzen  entstehenden  Ecken 
bezeichnen,  deren  Innenseiten  die  drei  festgesetzten  Seiten  sind. 

Zu  jeder  konkaven  Ecke  gehört  eine  durch  ihre  Aussen- 
seiten  gebildete  konvexe  Ecke,  welche  mit  ihr  zusammen  eine 
geschlossene  Ecke  ausmacht.  Unter  der  Ecke  dreier  Ebenen- 
stücke versteht  man,  wenn  nichts  anderes  darüber  festgesetzt 
ist,  jedesmal  die  konkave  Ecke. 

Die  Ecken,  welche  zwei  Ebenen  mit  den  beiden  entgegen- 
gesetzten Seiten  einer  dritten  Ebene  bilden,  heissen  Neben- 
ecken. Zwei  Nebenecken  bilden  zusammen  ein  Zweieck  und 
98a.  hängen  durch  eine  Schenkelebene  zusammen.  —  Die  Summe 
zweier  Nebenecken  hat  keine  feste  Grösse. 

Anm.  Wie  konstruiert  man  zu  einer  gegebenen  Ecke  eine  Neben- 
eoke?  —  Wieviele  Nebeneoken  kann  man  zu  jeder  Ecke  konstruieren?  — 
Wieviel  Paare  von  Nebeneoken  entstehen,  wenn  drei  Ebenen  sich  in  einem 
Funkte  schneiden?  —  Wenn  man  die  Innenseiten  der  drei  Ebenen  o,  b,  c 
und  die  Aussenseiten  o«,  bi9  q  nennt,  wie  heissen  dann  die  acht  ent- 
stehenden Eoken  (jede  Eoke  durch  ihre  drei  Seiten  bezeichnet),  und  wie 
heissen  die  Nebeneckenpaare? 

Die  Ecken,  welche  eine  Ebene  mit  zwei  anderen  und  mit 
deren  entgegengesetzten  Seiten  bildet,  heissen  Nebenscheitel- 
ecken. —  Zwei  Nebenscheitelecken  hängen  nur  durch  eine 
Kante  zusammen.  —  Die  drei  Nebenecken  einer  Ecke  bilden 
drei  Paare  von  Nebenscheitelecken.  —  Zwei  Paare  Neben- 
scheitelecken an  derselben  Kante  bilden  zusammen  eine  flache 
98b.  Ecke.  —  Zwei  Nebenscheitelecken  haben  weder  eine 
feste  Summe,  noch  im  allgemeinen  gleiche  Grösse. 

Anm.  Wie  konstruiert  man  zu  einer  gegebenen  Eoke  eine  Neben* 
sobeiteleoke?  —  Wieviele  Nebenscheitelecken  kann  man  zu  einer  gegeber« 
Eoke  konstruieren?  —  Wieviel  Paare  von  Nebensoheiteleoken  entsteh  n, 
wenn  drei  Ebenen  sieh  in  einem  Punkte  schneiden?  —  Wie  heissen  ie 
Paare  der  Nebensoheiteleoken? 


*)  Hierzu  ahnliches  Modell  wie  Fig.  18.  Nur  müssen  die  bei«  m 
Schnitte  jedes  Kreises  nicht  rechte,  sondern  beliebige  schiele  Winkel  it 
einander  bildfur 
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Eine  Ecke  und  diejenige  Nebenecke  ihrer  Nebenscheitel- 
ecke, welche  nicht  Nebenecke  der  ersten  ist,  heissen  zusammen 
Scheitelecken.  —  Die  Scheitelecke  einer  Ecke  ist  also  die- 
jenige, welche  die  entgegengesetzten  Seiten  ihrer  Schenkel- 
ebenen bilden. 

Zwei  Scheitelecken  sind  symmetrisch,  also  von  99, 
gleicher  Grösse.    Sie  hängen  nur  durch  den  Scheitel  zu- 
sammen.   Die  drei  Nebenecken  einer  Ecke  sind  die  Neben- 
scheitelecken ihrer  Scheitelecke  und  umgekehrt. 

Arno.  Wie  konstruiert  man  zu  einer  gegebenen  Eoke  eine  Scheitel- 
eoke?  —  Wieviele  Scheiteleoken  kann  man  zu  einer  gegebenen  Eoke  kon- 
struieren? —  Wieviel  Paare  von  Scheiteleoken  entstehen,  wenn  drei  Ebenen 
sich  in  einem  Punkte  schneiden?  —  Wie  heissen  die  Paare  der  Scheiteleoken? 

2)  Die  Ecke  als  Analogem  zum  Dreieck. 

31.  Vorbemerkungen.  —  Die  ebenen  Winkel,  welche  die 
Kanten  einer  Ecke  mit  einander  bilden,  heissen  auch  Seiten 
der  Ecke;  die  Raumwinkel,  welche  die  Schenkelebenen  der 
Ecke  mit  einander  bilden,  heissen  auch  Winkel  der  Ecke. 
Eine  dreiseitige  Ecke  hat  also  drei  Seiten  und  drei  Winkel.  — 
In  Bezug  auf  eine  Seite  der  Ecke  heissen  die  beiden  Winkel, 
welche  diese  Seite  zur  gemeinsamen  Schenkelebene  haben,  die 
der  Seite  anliegenden  Winkel,  der  dritte  heisst  der  der  Seite 
gegenüberliegende  Winkel.  —  In  Bezug  auf  einen  Winkel 
heissen  die  beiden  Seiten,  welche  seine  Schenkelebenen  bilden, 
die  den  Winkel  einschliessenden  Seiten;  die  dritte  heisst 


Fig.  18. 


die  dem  Winkel  gegenüber- 
liegende Seite.  —  Es  liegen 
sich  also  in  der  dreiseiti- 
gen Ecke  gegenseitig  je 
ein  Winkel  und  eine  Seite 
gegenüber. 

Die  Bezeichnung  der 
Seiten  einer  Ecke  geschieht 
durch  kleine  deutsche,  die  ° 
Bezeichnung  der  Winkel 
durch  kleine  griechische 
Buchstaben,  so  dass  jede 
Seite  den  der  gegenüber- 
liegenden Ecke  entsprechenden  Buchstaben  erhält.   (S.  Fig.  18.) 

Anm.  Bereits  ans  Anzahl  und  Beschaffenheit  der  Stücke  geht  die 
Analogie  zwischen  Dreieck  und  dreiseitiger  Eoke  hervor.  Diese  Analogie 
wird  im  folgenden  noch  weiter  begründet  werden. 
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32«  Bestimmung  der  Ecke  durch  Seiten  und  Winkel.  — 
Seiten  und  Winkel  einer  Ecke  heissen  ihre  Stücke.  Eine  drei- 
seitige Ecke41)  hat  also  6  Stücke. 

Ist  zur  Konstruktion  einer  Ecke  nur  ein  Stück  gegeben, 
so  kann  man  sich  dasselbe  in  fester  Lage  denken.  Ist  es  eine 
Seite,  so  kann  jede  durch  den  Scheitel  gehende  Gerade  (so- 
fern sie  nicht  auf  der  durch  die  Seite  bestimmten  Ebene  liegt) 
die  gegenüberliegende  Kante  der  Ecke  sein.  Ist  es  ein  Win- 
kel, so  kann  jede  (mit  keiner  der  Schenkelebenen  parallele) 
durch  den  Scheitel  gehende  Ebene  (sofern  sie  nicht  durch  die 
Scheitellinie  des  Winkels  geht)  die  gegenüberliegende  Seite  der 
Ecke  sein. 

Sind  zur  Konstruktion  der  Ecke  zwei  Stücke  gegeben, 
unter  denen  sich  wenigstens  eine  Seite  befindet,**)  so  kann 
man  sich  diese  Seite  in  fester  Lage  denken.  Die  gegenüber- 
liegende Kante  ist  dann  aber  nicht  mehr  eine  beliebige  durch 
den  Scheitel  gehende  Gerade,  sondern  liegt  auf  einer  bestimm- 
ten Fläche,  welche  der  geometrische  Ort  dieser  Kante  ge- 
nannt wird. 

Anm.  Allgemein  heisst  eine  Fläche,  auf  welcher  eine  mit  einer  be- 
stimmten Eigenschaft  begabte  Gerade  liegen  muss,  der  geometrische  Ort 
dieser  Geraden.  So  lange  die  Gerade  sich  auf  dieser  Flache  bewegt,  be- 
hält sie  ihre  Eigenschaft;  sobald  sie  die  Fläche  verläset,  verliert  sie  die- 
selbe. Sind  filr  eine  Gerade  zwei  geometrische  Oerter  gegeben,  so  muss 
sie  auf  zwei  Flächen  zugleich  liegen,  d.  h.  in  der  Schnittlinie  der  beiden 
Flächen.  (Sohneiden  sich  die  beiden  Flächen  in  mehreren  Geraden,  so 
besitzt  jede  dieser  Geraden  die  beiden  verlangten  Eigenschaften.)  Eine 
Gerade  ist  also  im  allgemeinen  durch  zwei  geometrische  Oerter 
vollkommen  bestimmt. 

Ausser  einer  Seite  (a)  kann  zur  Bestimmung  der  Ecke 
gegeben  sein:  1)  ein  anliegender  Winkel  (ß  oder  y);  2)  eine 
zweite  Seite  (6  oder  c) ;  3)  der  gegenüberliegende  Winkel  (a).  — 
Es  soll  zunächst  der  geometrische  Ort  der  Kante  a  für  die 
beiden  ersten  Fälle  bestimmt  werden.  (Der  dritte  Fall  wird 
als  unerheblich  übergangen,  kann  aber  nach  Analogie  von  T.  II, 
167  behandelt  werden.) 

1)  Ist  zu  einer  Ecke  eine  Seite  (a)  und  ein  anliegender 
Winkel  (ß)  gegeben,  so  muss  die  der  Seite  a  gegenüberliegende 
Kante  a  auf  der  zweiten  Schenkelebene  des  an  a  im  Schenkel  b 
angetragenen  Winkcds  ß  liegen.    Man  hat  also  den  Satz: 

*)  Unter  „Ecke"  soll  im  folgenden  stets  die  dreiseitige  Ecke  ver- 
standen werden. 

**)  Der  Fall,  dass  zwei  Winkel  gegeben  sind,  wird  auf  den  zweier 
Seiten  zurückgeführt  werden. 


J 


82.  53.  Die  Eoke.  48 

Ist  zu  einer  Ecke  eine  Seite  und  ein  anliegender  100. 
Winkel   gegeben,    so    ist    der  geometrische   Ort   der 
dritten  Kante  die  zweite  Schenkelebene  des  an   die 
Seite  in  ihrem  Schenkel  angetragenen  Winkels.  —  (aß) 

2)  Sind  zu  einer  Ecke  zwei  Seiten  (a,  6)  gegeben,  so  muss 
der  eine  Schenkel  von  a(e)  auch  Schenkel  von  fe  sein.  Man 
kennt  also  Grösse,  Lage  und  Richtung  von  b,  nur  nicht  die 
Seite.  Der  andere  Schenkel  von  b  (a)  ist  dann  die  der  Seite  a 
gegenüberliegende  Kante/  Dreht  sich  b  um  c,  so  beschreibt  a 
eine  Kegelfläche.    Man  hat  also  den  Satz: 

Sind  zu  einer  Ecke  zwei  Seiten  gegeben,  so  ist  101. 
der  geometrische  Ort  der  dritten  Kante  die  mit  der 
zweiten  Seite  um  einen  Schenkel  der  ersten  beschrie- 
bene Kegelfläche.  —  (ab) 

Sind  zur  Konstruktion  der  Ecke  drei  Stacke  gegeben, 
unter  denen  sich  wenigstens  eine  Seite  befindet,3")  und  ist 
diese  Seite  festgelegt,  so  sind  durch  sie  zwei  Kanten  der  Ecke 
bestimmt.  Zur  Bestimmung  der  dritten  Kante  hat  man  aber 
zwfei  geometrische  Oerter.  Den  einen  liefert  a  in  Verbindung 
mit  dem  zweiten,  den  andern  wiederum  a  in  Verbindung  mit 
dem  dritten  der  gegebenen  Stücke.  Die  dritte  Kante  ist  also 
ebenfalls  vollkommen  bestimmt,  und  dadurch  die  ganze  Ecke. 
Man  hat  also  den  Satz: 

Zur  Bestimmung  einer  Ecke  sind  drei  ihrer  Stücke  loa. 
notwendig  und  hinreichend. 

Aus  29b  folgt  nun:  Zwei  Ecken,  welche  aus  densel-  103. 
ben  drei  Stücken  in  derselben  Weise,  jedoch  an  ver- 
schiedenen Stellen  des  Baumes,  konstruiert  sind,  sind 
einander  kongruent  oder  symmetrisch. 

33.  Die  drei  ersten  Fälle  der  Bestimmung  einer  Ecke  durch 
drei  Stücke.  —  Von  den  6  Stücken  der  Ecke  können  auf  fol- 
gende Arten  drei  zur  Bestimmung  gewählt  werden: 

1)  Drei  Seiten,  (abc) 

2)  Zwei  Seiten  und  der  eingeschlossene  WinkeL  (oJby) 

3)  Zwei  Seiten  und  ein  nicht  eingeschlossener  Winkel,  (ab/?) 

4)  Drei  Winkel,  (aßy) 

5)  Eine  Seite  und  die  beiden  anliegenden  Winkel,  (aßc) 

6)  Eine  Seite,  ein  anliegender  und  der  gegenüberliegende 
Winkel,  (aßa) 

*)  Der  Fall  dreier  Winkel  wird  auf  den  Fall  dreier  Seiten  zurfiok- 
gefflhrt  werden. 
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Erster  Fall.  Drei  Seiten  (abc).  —  Ist  a  festgelegt, 
so  ist  nach  101  der  erste  geometrische  Ort  der  Kante  a 
(aus  ab)  die  mit  b  um  e  beschriebene  Kegelfläche,  und  der 
zweite  (aus  üc)  die  mit  c  um  b  beschriebene  Kegelfläche.  Da 
jede  der  beiden  Kegelflächen  symmetrisch  zu  a  ist,  so  sind  auch 
ihre  beiden  Schnittlinien  (a)  symmetrisch  zu  a  konstruiert,  mit- 
hin sind  die  beiden  entstehenden  Ecken  (aK?)  selbst  symmetrisch. 

Anm.  Damit  die  beiden  Kegelflächen  eich  schneiden,  muss  b  -f  c>  a, 
aber  <4ß —  a  sein. 

Aus  103  folgt  nun: 
104.         Erster   Kongruenzsatz:    Zwei    Ecken    sind    kon- 
gruent (oder  symmetrisch),  wenn  sie  in  den  drei  Sei- 
ten übereinstimmen. 

Anm.  Andrer  Beweis  von  104:  Es  seien 
0(ABC)  und  Ot(il|B|C|)  die  beiden  Ecken,  so 
mache  man  OC=  OtQ  und  konstruiere  die  Nei- 
gungswinkel der  Ebene  OAB  gegen  OAC  (CAD) 

und  gegen  OBC  (CBD).  Dieselbe  Konstruktion 
wird  in  der  anderen  Ecke  ausgeführt.  Dann 
beweise  man  der  Reihe  nach  die  Kongruenz  der 
Dreiecke 

OAC,     OBC,     AOB,     DJB,     ÜBT,     WE 

und 

«PI3,  *PiS,  Wi,  TOK,1OT2t,TffiSi. 

Hiermit  ist  die  Gleichheit  zweier  Winkel- 
paare der  beiden  Ecken  bewiesen.    Die  Gleich- 
heit des  dritten  Winkelpaares  ergiebt  sich,  wenn 
man  in  dem  bisherigen  Beweise  die  Buchstaben  ABC  cirkulär  vertauscht, 

und  E  statt  D  setzt,  wobei  E  der  Fusspunkt  der  von  A  auf  die  Ebene  ÖBC 
gefällten  Senkrechten  ist. 

Zweiter  Fall.  Zwei  Seiten  und  der  eingeschlos- 
sene Winkel  (aby).  —  Ist  a  festgelegt,  so  ist  nach  101  der 
erste  geometrische  Ort  der  Kante  a  (aus  ab)  die  mit  5  um  e 
beschriebene  Kegelfläche.  Der  zweite  geometrische  Ort  der 
Kante  a  (aus  ay)  ist  nach  100  die  zweite  Schenkelebene  des  in 
e  an  a  angetragenen  Winkels  y.  Da  die  beiden  geometrischen 
Oerter  sich  nur  in  einer  Geraden  schneiden,  so  entsteht  nur 
eine  Ecke. 

Aus  103  folgt  nun: 
106.         Zweiter  Kongruenzsatz:   Zwei  Ecken  sind  kon- 
gruent (oder  symmetrisch),  wenn  sie  in  zwei  Seiten 
und  dem  eingeschlossenen  Winkel  übereinstimmen. 

Anm.  Andrer  Beweis  von  105  (Fig.  19):  Sind  die  Seiten  COA,  BOA 
und  der  Winkel  CAD  diejenigen  Stücke  der  ersten  Ecke,  welche  naefa 
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Voraussetzung  den  homologen  Stüoken  der  zweiten  Eoke  gleich  sind,  so 
beweise  man  der  Reihe  nach  die  Kongruenz  der  Dreiecke 

ozu;    cnr,    uib;    übd;    ms;   ueit 

und  O^Q,  ClA1Di,TriAxDu~OföDu  QD^,  O^Q, 

Hiermit  ist  die  Gleichheit  des  dritten  Seitenpaares  bewiesen,  woraus 
die  Kongruenz  der  Ecken  naoh  104  folgt 

Dritter  Fall.  Zwei  Seiten  und  ein  nicht  einge- 
schlossener Winkel  (ab/S).**  —  Ist  a  festgelegt,  so  ist  nach 
101  der  erste  geometrische  Ort  der  Kante  a  (aus  ab)  die  mit 
b  um  c  beschriebene  Kegelfläche.  Der  zweite  geometrische 
Ort  der  Kante  a  (aus  aß)  ist  nach  100  die  zweite  Schenkel- 
ebene des  in  b  an  a  angetragenen  Winkels  ß.  Die  beiden 
geometrischen  Oerter  schneiden  sich  entweder  gar  nicht,  oder 
in  einer  Geraden  (wenn  6  >  a  und  a  +  b  <  227),  oder  in  zwei 
Geraden  (wenn  b  <  a  und  a  +  b  <  2fi).  Die  Ecke  ist  also  nur 
im  zweiten  Falle  vollkommen  bestimmt.  Im  dritten  Falle  sind 
zwei  verschiedene  Ecken  möglich,  und  es  muss  zu  den  drei 
vorhandenen  Bedingungen  noch  eine  vierte  treten,  damit  die 
Kongruenz  der  Ecken  für  diesen  Fall  ausgesprochen  werden 
kann.  (Ueber  die  Behandlung  dieses  Fidles  vergl.  T.  II, 
Nr.  69,  letzte  Anm.) 

Im  zweiten  Falle  enthält  die  an  b  grenzende  Nebenecke 
die  Stücke  2R  —  a,b1ß.  Da  diese  Ecke  durch  die  erste  voll- 
ständig bestimmt  ist,  so  ist  sie  es  auch  durch  ihre  eignen 
Stücke.  Setzt  man  nun  in  den  obigen  Bedingungen  6  >  a  und 
a  +  b<2Ä  für  o  den  Wert  2Ä  — a,  so  gehen  sie  über  in 
6>2Ä  —  aund2fi-a  +  b<2Ä,  oder  a  +  b>2Ä  und  b<a. 
Die  Ecke  ist  also  auch  dann  vollkommen  bestimmt,  wenn  diese 
letzteren  Bedingungen  erfüllt  sind.  Da  beide  Paare  von  Be- 
dingungen aussagen,  dass  b  zwischen  a  und  2R  —  a  liegt,  so 
folgt  aus  103: 

Dritter   Kongruenzsatz:    Zwei    Ecken    sind    kon-  106. 
gruent  (oder  symmetrisch),  wenn  sie  in  zwei  Seiten 
und    einem    nicht    eingeschlossenen  Winkel   überein- 
stimmen, und  die  dem  Winkel  gegenüberliegende  Seite 
zwischen  der  anderen  und  deren  Supplementseite  liegt. 

Aus  der  Kongruenz  (Symmetrie)  zweier  Ecken,  die  mit 
Hilfe  der  Gleichheit  dreier  Stücke  bewiesen  ist,  folgt  die  Gleich- 
heit der  übrigen  (homologen)  Stücke.    Also: 

*)  Hierzu  das  in  der  Fassnote  auf  S.  40  erwähnte  Modell,  in  welchem 
eine  von  denjenigen  Ecken  als  zu  konstruierende  anzusehen  ist,  in  welchen 
a,  b,  c  spitz  sind. 
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In  zwei  kongruenten  (symmetrischen)  Ecken  sind 
je  zwei  homologe  Stacke  einander  gleich. 

34.  Die  Polarecke.  —  Fällt  man   von   einem   beliebigen 
Punkte  Ox  innerhalb  einer  Ecke  0(ABC)  die  Senkrechten  OxAy 


Fig.  20. 


°\Bv  °\c\  auf  *e 
Seiten  der  Ecke  (Fig. 

20),  so  sind  diese 
Senkrechten  die  Kan- 
ten einer  neuen  Ecke, 
welche  die  Polar- 
o.  ecke  der  ersten  ge- 
nannt wird. 

Fällt  man  aus  einem 
anderen  Punkte  0% 
dieSenkrechten02i4r 

so  ist 


°A. 


°2C2> 


IV 


O.A.W  02A2,  0,Ä,ll 
02BV  6A  II  0J\ 
(59),  folglich  A^B^A^B^  ***<>&-- $OtCv  qo^s 
C202A2  (23),  folglich  O^B^^O^A^C^  (104);  d.h.: 

108.  Alle  zu  einer  gegebenen  Ecke  konstruierten  Polar- 
ecken sind  einander  kongruent. 

Anm.  Die  Lage  des  Punktes  0\  ist  hiernach  für  Gestalt  und  Grösse 
der  Polarecke  gleichgiltig. 

Da  cx  _L  (ab)  und        ax  1_  (be\ 

so  ist  nach  (52)  auch 

(Cjdj)  _L  (ab)  uud  (<?,aj)  _L  (be); 
folglich  nach  (56) 

b  _L  (CjOj). 

Durch  cirkuläre  Vertauschung  der  Buchstaben  a,  6,  c  findet 
sich  ferner: 

cJ-Caj&j);  a±(blel)\ 

109.  d.  h.:  Stehen  die  Kanten  der  zweiten  Ecke  senkrecht 
auf  den  Seiten  der  ersten,  so  stehen  auch  die  Kanten 
der  ersten  senkrecht  auf  den  Seiten  der  zweiten.  An- 
ders ausgedrückt:  Ist  die  zweite  Ecke  Polarecke  der 
ersten,   so  ist  auch  die  erste  Polarecke  der  zweiten. 

Da  <?,_!_ (ab),  so  ist  nach  50  auch  e1±AC1  und  elA_BCt\ 
d.  h.:  AÖXB  ist  der  Neigungswinkel  der  Ebenen  (bxe{)  und 
(<*!<?.),  oder  ACxBssyv  Entsprechendes  findet  für  alle  Winkel 
der  beiden  Ecken  statt,  sodass  man  hat: 
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CAxB  =  av    ABxC  =  ßv    BC<xA  =  yx; 
t\ABl  =  a,    AxBCxz=.ßy    BxCAx=zy. 

Da  nun  ai^),  so  ist  auch  a±.ACx\  und  da  b -L^a^), 
so  ist  auch  b±BU1\  d.  h.:  es  ist  OACxzzzÖBCx  =  R,  und  m 

dem  Viereck  AOCxB  ist  405  +  4^5  =  2«  (T.  H,  84),  oder 
c  +  ^1==2i?.  Durch  cirkuläre  Vertauschung  der  Buchstaben 
und  durch  Umstellung  der  Indices  erhält  man  das  Resultat, 
dass  folgende  Ausdrücke  den  Wert  2Ä  haben: 

a  +  av    b  +  ßv    c  +  yv 
a,  +  a,    bx+ß,    cx  +  y; 

d.  h.:   Jede  Seite  einer  Ecke  beträgt  mit  demjenigen  no. 
Winkel  ihrer  Polarecke,  dessen  Scheitellinie  auf  ihr 
senkrecht  steht,  zusammen  2JR. 

Zwei  Polarecken  stehen  also  in  der  Beziehung  zu  einan- 
der, dass  die  Seiten  der  einen  und  die  Winkel  der  andern 
Supplemente  sind.  Mittelst  dieser  Beziehung  lässt  sich  aus 
jedem  Satze,  welcher  von  Seiten  und  Winkeln  einer  Ecke  han- 
delt, ein  andrer  ableiten,  in  welchem  statt  der  Seiten  die  Win- 
kel, statt  der  Winkel  die  Seiten  auftreten. 

85.  Die  drei  letzten  Fälle  der  Bestimmung  einer  Eeke  durch 
drei  Stücke,  —  Sind  zwei  Ecken  kongruent,  so  sind  ihre  Seiten 
und  Winkel,  also  nach  110  auch  die  Winkel  und  Seiten  ihrer 
Polarecken  gleich;  daher  sind  auch  ihre  Polarecken  kon- 
gruent.   Also : 

Sind  zwei  Ecken  kongruent  (symmetrisch),  so  sind  in, 
auch  ihre  Polarecken  kongruent  (symmetrisch). 

Mittelst  der  Sätze  110  und  111  lässt  sich  nun  die  Kon- 
gruenz zweier  Ecken  in  den  noch  übrigen  drei  Fällen  darthun. 

Vierter  Fall.  Drei  Winkel  (<*ßy).  —  Sind  in  zwei 
Ecken  die  drei  Winkel  gleich,  so  sind  nach  110  in  ihren  Polar- 
ecken die  drei  Seiten  gleich  (a.6^).  (Denn  werden  die  Stücke 
der  zweiten  Ecke  und  ihrer  Polarecke  durch  einen  hinzugefüg- 
ten Strich  von  denen  der  ersten  unterschieden,  so  folgt  z.  B. 
aus  a  +  a1==2Ä,  a+ax=z2R,  a~a',  dass  auch  ax  =  at' iBt) 
Folglich  sind  diese  Polarecken  einander  kongruent  (104),  daher 
auch  die  gegebenen  Ecken  (111).    Also: 

Vierter   Eongruenzsatz:    Zwei    Ecken    sind    kon-  na, 
gruent  (oder  symmetrisch),  wenn  sie  in  den  drei  Win- 
keln übereinstimmen. 

Fünfter  Fall.  Eine  Seite  und  die  beiden  anlie- 
genden Winkel  (aßc).  —  Sind  in  zwei  Ecken  eine  Seite  und 
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die  beiden  anliegenden  Winkel  gleich,  so  sind  nach  110  in 
ihren  Polarecken  zwei  Seiten  und  der  eingeschlossene  Winkel 
gleich  (a16j^1).  Folglich  sind  diese  Polarecken  einander  kon- 
gruent (lOo),  daher  auch  die  gegebenen  Ecken  (111).    Also: 

113.  Fünfter  Eongruenzsatz:  Zwei  Ecken  sind  kon- 
gruent (oder  symmetrisch),  wenn  sie  in  einer  Seite 
und  den  beiden  anliegenden  Winkeln  übereinstimmen. 
Sechster  Fall.  Eine  Seite,  ein  anliegender  und 
der  gegenüberliegende  Winkel  (aßt).  —  Sind  in  zwei 
Ecken  eine  Seite,  ein  anliegender  und  der  gegenüberliegende 
Winkel  gleich,  so  sind  nach  110  in  ihren  Polarecken  zwei  Seiten 
und  ein  nicht  eingeschlossener  Winkel  gleich  (o16|/?1).  Folg- 
lich sind  diese  Polarecken  einander  kongruent  (106),  wenn  bx 
zwischen  ax  und  2R  —  ax  liegt.  Daher  sind  auch  die  gege- 
benen Ecken  kongruent  (111),  wenn  2R  —  ß  zwischen  2R  —  a 
und  2fi  — (2Ä  — a)  liegt,  d.  h.  wenn  ß  zwischen  a  und  2R  —  a 
liegt.    Also: 

iu.  Sechster  Eongruenzsatz:  Zwei  Ecken  sind  kon- 
gruent (oder  symmetrisch),  wenn  sie  in  einer  Seite, 
einem  anliegenden  und  dem  gegenüberliegenden  Win- 
kel übereinstimmen,  und  der  der  Seite  gegenüber- 
liegende Winkel  zwischen  dem  andern  und  dessen 
Supplementwinkel  liegt. 

36.  Beziehungen   zwischen   den   Winkeln  und  Seiten  einer 

Ecke.  —  Trägt  man  an  ein  Dreieck  OBC  nach  beiden  Seiten 
Fig.  21.        Ä     in  OB  den  Winkel  ß}  in  OC  den  Winkel  y 

an,  so  erhält  man  zwei  symmetrische 
Ecken  (113)  0{ABC)  und  0(AxBC).  In 
diesen  ist  nach  107 

Seite  BOA = BOA v  Seite  COA=COAv 

Winkel  BAC=BAXC  (vgl.  Fig.  19). 

Ist  der  Winkel  y  ein  rechter,  so  fallen 
die  Ebenen  OAC  und  0AxC  in  eine  zu- 
sammen, und  die  beiden  Ecken  bilden 
zusammen  die  Ecke  0(ABAx).  Da  in 
dieser  gleichzeitig  Seite  B0A=B0Ax  und 
Winkel  BAC=zBAxC  ist,  so  hat  man  den  Satz: 

116.  Gleichen  Seiten  einer  Ecke  liegen  gleiche  Winkel 
gegenüber  (und  umgekehrt). 

Anm.    Andrer  Beweit  dieses  Satzes:   WÄ&BOAu  BÄC^BÄ^C, 
daher  BAC^BA^C.  —  Specieüe  Fälle  von  115  sind? 
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Anm.  Dieser,  dem  pythagoräiseben  Satze  der  Geometrie  entsprechende 
Satz  hat  natürlich  nur  algebraische  Bedeutung. 

42.  Beziehungen  zwischen  den  Ecken  eines  Tetraeders.  — 
Wie  unter  allen  geradlinigen  Figuren  das  Dreieck  die  geringste 
Zahl  der  Strecken  zu  seiner  Begrenzung  erfordert,  so  unter 
allen  ebenflächigen  Körpern  das  Tetraeder  die  geringste  Zahl 
der  Ebenen.  Den  drei  Seiten  des  Dreiecks  entsprechen  die 
vier  Seiten,  den  drei  Winkeln  des  Dreiecks  die  vier  Ecken  des 
Tetraeders.  —  Beziehungen  zwischen  den  Ecken  des  Tetraeders 
(entsprechend  T.  II,  Nr.  61  und  62)  können  darum  hier  nicht 
aufgestellt  werden,  weil  die  Ecke  nicht,  wie  der  Winkel,  durch 
eine  einmalige,  sondern  durch  eine  zweimalige  Drehung  ent- 
steht, ihre  Grösse  also,  wie  oben  (Nr.  29)  bemerkt,  nicht  direkt, 
sondern  nur  mit  Hilfe  einer  Kugelfläche  bestimmt  werden  kann. 

Anm.  Setzt  man  die  Summe  der  Ecken  eines  Tetraeders  gleich  *, 
und  legt  durch  einen  Punkt  X  innerhalb  des  Tetraeders  und  durch  jede 
Kante  eine  Ebene,  so  zerfällt  das  gegebene  Tetraeder  in  vier  neue  Tetra- 
eder, deren  Ecken  (bis  auf  diejenigen  mit  dem  Scheitel  X)  zusammen  gleich 
den  Ecken  des  gegebenen  sind.  Ware  nun  die  Summe  der  vier  Ecken  in 
allen  Tetraedern  gleich,  so  würde  man  (vgl.  erste  Anm.  in  Nr.  29)  erhal- 
ten: 4a5  =  *-f  4tt;  as  =  A-7t.  —  Legt  man  nur  durch  eine  Kante  AD 

(Fig.  25)  eine  Ebene  ADE,  welche  das  Tetraeder  in  zwei  Teile  teilt,  so 
ist  die  Summe  der  Eoken  dieser  letzteren  (bis  auf  diejenigen  mit  dem 
Scheitel  JE)  gleich  der  Summe  der  Eoken  des  gegebenen.  Bezeichnet  man 
die  Summe  der  beiden  Nebenecken  mit  dem  Scheitel  JE  mit  y,  so  würde 
nach  der  vorigen  Annahme  sein:  2w  =  a>-\-y,  oder  »  =  jj.  Nun  ist  aber  y 
eine  veränderliche  Grösse  (98a),  also  auch  ».  Demnach  hat  die  Summe 
der  Ecken  eines  Tetraeders  überhaupt  keinen  festen  Wert.  — 
Wie  läset  sioh,  unter  der  Voraussetzung,  dass  die  Winkelsumme  eines 
Dreiecks  einen  festen  Wert  hat,  durch  zwei  analoge  Methoden  beweisen, 
dass  diese  Summe  2Ä  ist? 

Eine  beliebige  Anzahl  von  Ebenen  bildet  in  jeder  Auf- 
einanderfolge einen  Körper,  welcher  Polyeder  genannt  wird, 
und  zwar  konkaves  Polyeder,  wenn  alle  seine  Ecken  kon- 
kav sind. 

Da  jede  Seite  eines  Polyeders  von  einer  Anzahl  Kanten, 
jede  Kante  von  zwei  Eckpunkten  begrenzt  ist,  so  lässt  sich 
annehmen,  dass  zwischen  der  Zahl  der  Seiten,  Kanten  und 
Eckpunkte  eines  Polyeders  eine  analoge  Beziehung  besteht,  wie 
zwischen  der  Zahl  der  Seiten  und  Ecken  eines  Polygons  (T.  II, 
82).  —  Zerlegt  man  nun  jede  Seite  des  Polyeders,  die  im 
allgemeinen  ein  Polygon  ist,  durch  Diagonalen  von  einem  Eck- 
punkte aus  in  Dreiecke,  und  legt  durch  einen  beliebigen  Punkt 
im  Innern  des  Polyeders  und  durch  sämmtliche  Kanten  und 
Diagonalen  Ebenen,  so  zerfällt  das  Polyeder  in  lauter  Tetraeder. 
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Umgekehrt  lässt  sich  jedes  Polyeder  aus  Tetraedern  zusammen- 
setzen. —  Bezeichnen  wir  nun  die  Zahl  der  Seiten  eines  Poly- 
eders mit  s,  die  Zahl  seiner  Kanten  mit  ä,  die  Zahl  seiner 
Eckpunkte  mit  e,  so  ist  für  das  Tetraeder 

s  =  4,  ä==6,  e  =  4; 

also        (1)  e  +  8  —  k  =  2. 

Angenommen,  diese  Formel  gelte  für  ein  aus  n  Tetraedern 
zusammengesetztes  Polyeder.  Wenn  sich  dann  zeigen  lässt, 
dass  sie  auch  noch  für  dasjenige  Polyeder  gilt,  welches  aus 
dem  vorigen  durch  Hinzufügung  eines  neuen  Tetraeders  entsteht, 
so  gilt  sie  allgemein.  Denn  sie  gilt,  wie  bereits  gefunden,  für 
das  Tetraeder,  also,  wenn  jener  Satz  bewiesen  ist,  für  das  aus 
2,  3  . .  Tetraedern  zusammengesetzte,  d.  h<  für  jedes  Polyeder. 

Fügt  man  nun  einem  Polyeder  ein  Tetraeder  hinzu,  so 
fallen  drei  Eckpunkte  und  drei  Kanten  des  letzteren  mit  drei 
Eckpunkten  und  drei  Kanten  des  ersteren  zusammen.  Das 
Tetraeder  liefert  also  nur  einen  neuen  Eckpunkt  und  drei 
neue  Kanten.  Ausserdem  fällt  eine  Seite  des  Tetraeders  mit 
einer  Seite  des  Polyeders  zusammen,  und  diese  beiden  fallen 
nun  in  das  Innere  des  neuen  Körpers,  zählen  also  als  Seiten 
nicht  mehr  mit.  Demnach  verliert  das  Polyeder  eine  Seite 
und  erhält  drei  neue  Seiten,  gewinnt  also  im  ganzen  zwei 
Seiten.  Die  Zahl  seiner  Eckpunkte,  Seiten  und  Kanten  ist 
demnach  (e  +  1),  (s  +  2),  (Ä  +  3).    Da  nun 

(2)  (*  +  l)  +  (*  +  2)-(Ä  +  3)  =  e  +  s-Ä  =  2 

ist,  so  gilt  Formel  (1),  wenn  für  den  aus  n,  so  auch  für  den 
aus  n  + 1  Tetraedern  bestehenden  Körper. 

Fällt  eine  zweite  Seite  des  Tetraeders  mit  einer  Seite  des 
Polyeders  in  dieselbe  Ebene,  so  fällt  die  zwischen  beiden  Seiten 
liegende  Kante  aus  der  Zahl  der  Grenzkanten  weg,  und  die 
Zahl  der  Seiten  verringert  sich  ebenfalls  um  Eins,  während  die 
Zahl  der  Eckpunkte  dieselbe  bleibt.  Die  Zahl  der  Eckpunkte, 
Seiten  und  Kanten  des  neuen  Polyeders  ist  demnach  (e  + 1), 
(*  +  1),  (k  +  2),  und  wiederum  ist 

(*  +  1)  +  (*  +  1)-(ä  +  2)=s*  +  s-ä==2. 

Anm.    Wenn  in  Fig.  25  ADCE  das  hinzutretende  Tetraeder  ist,  so 

fallt  AM  in  das  Innere  des  Körpers,  ferner  fällt  AEB  mit  AEG  und  BEB 

mit  DEC  zusammen;  also  verliert  das  Polyeder  die  Seite  AED  und  gewinnt 

nur  die  Seite  ACD.  Es  verliert  ferner  die  Kanten  AE  und  DE,  und  ge- 
winnt AC  und  DC,  während  CE  mit  BE  zusammenfällt.  Es  verliert  end- 
lich den  Eckpunkt  E  und  gewinnt  dafür  C.    Die  Zahl  der  Seiten,  Kanten 
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und  Eckpunkte  bleibt  also  in  diesem  Falle  unverändert.  Derselbe  kann 
aber  für  den  Beweis  unseres  Satzes  übergangen  werden,  da  er  offenbar 
nur  bei  der  Zerlegung  eines  Tetraeders  in  zwei  neue  Tetraeder  in  Betracht 
kommt,  welche  Zerlegung  hier  unnötig  ist. 

Hiernach  gilt  allgemein  der  Satz: 

In  jedem  konkaven  Polyeder  ist  die  Zahl  der  Sei-  134. 
ten,  vermehrt  um  die  Zahl  der  Eckpunkte,  um  Zwei 
grösser  als  die  Zahl  der  Kanten.*) 

Anm.    n  Ebenen  schneiden  sich  zu  je  zwei  in  n*2  Geraden  und  zu 

je  drei  in  « * s  Punkten.  (Hierbei  können  Geraden  und  Punkte  zusammen- 
fallen oder  in  unendliche  Entfernung  rüoken.)  Die  Zahl  der  Ebenen, 
welche  man  durch  je  drei  von  n  Punkten  legen  kann,  betragt  ebenfalls 

n's.  (Hierbei  können  Ebenen  zusammenfallen  oder  parallel  werden.)  — 
Entsprechend  den  Sternfiguren  (T.  II,  Nr.  64,  letzte  Anm.)  giebt  es  auch 
Sternpolyeder.    (S.  Nr.  87  am  Ende.) 

43«  Bestimmung  des  Tetraeders  durch  seine  Stüeke.  —  Seiten 
und  Ecken  eines  Tetraeders  heissen  seine  Hauptstücke, 
Kanten  und  Winkel  seine  Nebenstücke.  Ein  Tetraeder  hat 
also  8  Hauptstücke  und  12  Nebenstücke. 

Soll  ein  Tetraeder  aus  Hauptstücken  konstruiert  werden, 
so  dürfen  dieselben  nicht  ganz  beliebig  gegeben  sein,  sondern 
es  müssen  je  zwei  Seiten  in  einer  Kante,  je  zwei  Ecken  in 
einem  Winkel  übereinstimmen.  Endlich  muss  eine  Seite  des 
Tetraeders,  die  einer  Ecke  anliegen  soll,  einen  ebenen  Winkel 
enthalten,  welcher  gleich  einer  Seite  der  Ecke  ist. 

Die  Konstruktion  der  Tetraeder  aus  Hauptstücken  erfolgt 
durch  geometrische  Oerter  in  analoger  Weise  wie  die  Kon- 
struktion der  Dreiecke  (T.  II,  Nr.  66  und  67).  Man  erhält 
die  Sätze:  

Ist  ?BU  einem  Tetraeder  eine  Seite  (SCÖ,  Fig.  24)  135. 

und  eine  anliegende  Ecke  (C)  gegeben,  so  ist  der  geo- 
metrische Ort  des  vierten  Eckpunktes  die  dritte  Kante 

(CA)  der  in  C  an  BCD  angetragenen  Ecke.  —  (aü) 

Sind  zu  einem  Tetraeder  zwei  Seiten  (BCD  und BCA)  136« 
gegeben,  so  ist  der  geometrische  Ort  des  vierten  Eck- 
punktes die  Kreislinie,  welche  A  beschreibt,  wenn  die 

Seite  BCA  sich  um  die  Kante  BC  dreht.  —  (ab) 


*)  Nach  Euler  (1707 — 83),  dem  Urheber  dieses  Satzes,  heissen  kon- 
kave Polyeder  auoh  Euler'sche  Polyeder.  —  Für  andere  Polyeder  gilt  der 
Satz  nicht.  Setzt  man  z.  B.  einen  kleineren  Würfel  so  auf  einen  grösseren, 
dass  die  Kanten  beider  sieh  nicht  berühren,  so  ist  für  den  Gesammtkörpör 
c=16,  *  =  24,  i=ll,  also  «  +  *— .fc  =  3. 
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137.  Zur  Bestimmung  eines  Tetraeders  sind  drei  seiner 
Hauptstücke  (unter  denen  wenigstens  eine  Seite  sein  muss) 
notwendig  und  hinreichend. 

Fig.  26»  Anm.    Man  untersuche  die  einaelnmi 

19  Fälle  der  Bestimmung  eines  Tetraeders  durch 

seine  Hauptstüoke,  analog  mit  T.  II,  Nr.  67. 

Trägt  man  an  ein  Dreieck  BCD 
^  (Fig.  26)  nach  beiden  Seiten  in  B  die 

Ecke  B,  in  D  die  Ecke  D  an,  so  er- 
hält man  zwei  symmetrische  Tetraeder 

ÄBCD  und  AXBCD. 

Ist  der  Winkel  PC  ein  rechter, 
so  liegen  DCA  und  DCAX  in  dersel- 
ben Ebene.  Ist  ausserdem  BC  ein 
rechter  Winkel,  so  liegen  auch  BCA 

und  BCA.  in  derselben  Ebene,  und 
der  aus  den  beiden  Tetraedern  be- 
stehende Körper  geht  in  ein  Tetraeder 

über,  in  welchem  BDA^BDA1  ist 

44.  Beziehungen  zwischen  den  Ecken  und  Seiten  eines  Tetra^ 
eefer*. -*- Ein  Tetraeder  heisst  gleichschenklig,  wenn  zwei; 

gleichseitig,  wenn  drei;  regelmässig, 
wenn  alle  vier  Seiten  einander  sym- 
metrisch kongruent  sind. 

Ist  ACB&ACD  (Fig.  24),  so  ist 

AB  =  AD,  und  CB=CD;  d.  h.:  ABB 

und  CBD  sind  gleichschenklige  Dreiecke. 
D  Also: 

Im  gleichschenkligen  Tetra- 
eder sind  die  nichtkongruenten 
Seiten  gleichschenklige  Dreiecke. 


Fig.  »4. 


138. 


Ist  ausserdem  ABD^ACB^ADC,  so  müssen  auch  ACD 

und  ACB  gleichschenklig  sein ;  und  da  BC  =zCD=z  DB,  so  ist 

BCD  gleichseitig;  d.  h.: 
139.         Im  gleichseitigen  Tetraeder  sind  die  kongruenten 
Seiten  gleichschenklige  Dreiecke,  während  die  vierte 
Seite  ein  gleichseitiges  Dreieck  ist.      

Ist  ausserdem  BCD^lBD^  ACB&  ADC7   so  müssen 
auch  die  drei  letzteren  Dreiecke  gleichseitig  sein;  d.  h.: 
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Im  regelmässigen  Tetraeder  sind  alle  vier  Seiten  ho. 
gleichseitige  Dreiecke. 

Ist  ACB^l  ACD,  so  sind  die  Ecken  D  und  B  kongruent 
(138  und  104);  d.  h.: 

Kongruenten  Seiten  eines  Tetraeders  liegen  kon-  141. 
gruente  Ecken  gegenüber  (und  umgekehrt). 

Anm.  Hiernach  sind  im  gleichschenkligen  Tetraeder  zwei,  im  gleich- 
seitigen drei,  im  regelmässigen  alle  vier  Ecken  kongruent. 

Da  in  Fig.  27  die  Halbierungsebene  des  Raumwinkels  BD 

gleichzeitig   auf  DAAX  und  BAAX   senkrecht   steht,   und  da 

DAC^DA^C;  BAC^BÄjC  ist,  so  hat  man  den  Satz: 

Halbiert  man  im  gleichschenkligen  Tetraeder  den  142. 
von  den  kongruenten  Seiten  eingeschlossenen  Raum- 
winkel, so  steht  die  Halbierungsebene  auf  den  beiden 
anderen  Seiten  und  deren  gemeinsamer  Kante  senk- 
recht, und  teilt  jede  dieser  Seiten  in  zwei  kongruente 
Dreiecke. 

Anm.    Man  bilde  die  Umkehrnngssätze,  analog  zu  T.  II,  Anm.  zu  99. 

Folgerung:   Im  gleichseitigen  Tetraeder  schneiden  143. 
sich  die  drei  Ebenen,  welche  die  von  den  kongruenten 
Seiten  eingeschlossenen  Winkel  halbieren,   in  einer 
Geraden,  welche  auf  der  vierten  Seite  in  deren  Mittel- 
punkte senkrecht  steht  (T.  II,  201). 

Anm.  Man  untersuche  die  Beziehungen  zweier  über  demselben 
gleichschenkligen  Dreieck  errichteten  gleichschenkligen,  und  zweier  über 
demselben  gleichseitigen  Dreieck  errichteten  gleichseitigen  Tetraeder,  analog 
mit  T.  H,  Nr.  70. 

Fällt  man  in  einem  beliebigen  Tetraeder  aus  einem  Eck- 
punkte A  eine  Senkrechte  auf  die  Gegenseite  a  und  legt  durch 
diese  Senkrechte  und  die  drei  anderen  Eckpunkte  Ebenen,  so 
zerfallt  das  Tetraeder  in  drei  Tetraeder,  und  die  Seite  a  in 
drei  Seiten  6^  c^,  bv  welche  die  Projektionen  von  b,  c,  b  auf 
die  durch  a  bestimmte  Ebene  sind.    Dann  ist  nach  130 

Bj  <b;  c,  <c;  b%  <b; 

also  bj  +  c2  +  bj  <  b  +  c  +  b, 

oder  a<b  +  c  +  b; 

d.  h.:  In  jedem  Tetraeder  ist  die  Summe  dreier  Seiten  144. 
grösser  als  die  vierte. 

b)  Die  Pyramide. 

45.  Definitionen  und  Eigenschaften  der  Pyramide.  —  Wie 
die  dreiseitige  Ecke  durch  das^HinzutretenJ  einer  Herten  Ebene 
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dem  Tetraeder,  schüesst,  so  auch  die 
das  Hinzutreten  einer  neuen  Ebene  zu 
Pyramide  genannt  wird.  —  Eine  Py- 
per,  welcher  begrenzt  wird  von  Ebenen, 
i  durch  einen  Punkt  gehen,  und  von 
j  diese  Linien  schneidet  —  Die  ersteren 
iflächen,  die  letztere  Grundfläche 
cken,  in  welchen  die  Seitenflächen  sich 
enkanten,  diejenigen,  in  welchen  die 
undfläche  geschnitten  werden,  Grund- 
Der  gemeinsame  Schnittpunkt  der 
tze,  die  von  der  Spitze  auf  die  Grund- 
te  Höhe  der  Pyramide.  Die  Pyramide 
e  n  Seitenflächen  enthält.  —  Die  Grund- 
Pyramide  ist  ein  «-Eck,  während  die 
sind.  Jede  Pyramide  hat  ebensoviel 
kanten  als  Seitenflächen.  Das  Tetraeder 
mide,  in  welcher  jede  Seite  als  Grund- 
ls  Spitze  angesehen  werden  kann.  Eine 
lässig  oder  unregelmässig,  Jenacil- 
lin regelmässiges  oder  unregelmässiges 
nide  heisst  gerade  oder  schief,  je 
ihrer  Höhe  von  allen  Eckpunkten  der 
entfernt  ist  oder  nicht  (Kombination 
eilungen.) 

Verbindet  man  den  Fusspunkt 
der  Höhe  (7,  Fig.  28)  mit  den  Eck- 
punkten  der  Grundfläche,  so  bilden 
diese  Verbindungslinien  mit  den  Seiten- 
kanten und  der  Höhe  rechtwinklige 
Dreiecke  (z.  B.  STB),  welche  die  Py- 
ramide in  n  Tetraeder  teilen.  Ist  die 
Pyramide  gerade,  so  sind  diese  Drei- 
ecke kongruent  (T.  II,  105),  und  es 
ist  daher  TA  =  TB  =  TC,  ...;  d.  h.: 
der  Fusspunkt  der  Höhe  ist  Mittt  l- 
punkt  eines  der  Grundfläche  umb  :- 
schriebenen  Kreises.  Man  hat  dah  r 
den  Satz: 
e  einer  geraden  Pyramide  i;  t 
dessen  Umkreis  den  Fusspuul  t 
jlpunkt  hat     (Die  Seitenflächpo 


46.  46.   Die  Pyramide.  63 

einer  geraden  Pyramide  sind  gleichschenklige  Drei- 
ecke.) 

Anm.  Welches  sind  hiernach  die  Eigenschaften  der  geraden  regel- 
mässigen, geraden  unregelmassigen,  schiefen  regelmässigen,  schiefen  an- 
regelmassigen Pyramide? 

Aus  der  Kongruenz  der  Dreiecke  SÄT,  SBf . . .  folgt  ferner 
die  Gleichheit  der  Seiten  SA,  SB  ...  und  der  Winkel  SAT, 
SBT,  ...  Da  diese  Winkel  die  Neigungswinkel  der  Kanten 
gegen  die  Grundfläche  sind  (Nr.  19),  so  hat  man  den  Satz: 

Die   Seitenkanten    einer   geraden  Pyramide   sind  146« 
einander  gleich  und  bilden  mit  der  Grundfläche  gleiche 
Neigungswinkel. 

Aus  Betrachtung  der  Figur  28  folgt  femer: 

Unter  allen  Strecken,   die  man  zwischen  'einem  147. 
Punkte  und  einer  Ebene  ziehen  kann,  ist  die  Senk- 
rechte die  kürzeste  (T.  II,  108). 

Sind  von  einem  Punkte  nach  einer  Ebene  (ausser  148. 
der  Senkrechten)  beliebig  viele  gleichlange  Strecken 
gezogen,  so  haben  deren  Fusspunkte  vom  Fusspunkte 
der  Senkrechten  gleichen  Abstand   (und  umgekehrt) 
(T.  H,  105). 

Sind  von  einem  Punkte  nach  einer  Ebene  (ausser  149. 
der  Senkrechten)   zwei  ungleiche  Strecken   gezogen, 
so  hat  der  Fusspunkt  der  längeren  auch  den  grösseren 
Abstand  vom  Fusspunkte  der  Senkrechten  (und  um- 
gekehrt) (T.  H,  118). 

46.  Sehnittebenen  der  Pyramide.  —  Wie  jedes  Polygon, 
welches  nur  konkave  Winkel  enthält,  durch  eine  Gerade  in 
zwei  Polygone,  so  wird  auch  jedes  Polyeder,  welches  nur  kon- 
kave Flächenwinkel  enthält,  durch  eine  Ebene  in  zwei  Polyeder 
geteilt.  Wird  eine  Pyramide  durch  eine  Ebene  geschnitten, 
so  ist  die  Gestalt  der  Teile  verschieden,  je  nachdem  der  Schnitt 
durch  Spitze  und  Grundfläche,  oder  nur  durch  die  Grundfläche, 
oder  durch  keine  von  beiden  geführt  wird. 

1)  Schnitt  durch  Spitze  und  Grundfläche.  —  Eine 
durch  die  Spitze  der  Pyramide  gelegte  Ebene  schneidet  die 
Grundfläche  in  einer  Geraden,  welche  den  Umfang  des  die 
Grundfläche  bildenden  Polygons  in  zwei  Punkten  schneidet. 
Die  Verbindungsstrecken  dieser  Punkte  mit  der  Spitze  sind 
die  Linien,  in  welchen  zwei  Seitenflächen  der  Pyramide  von 
der  Schnittebene  geschnitten   werden.     Die  Schnittfläche  ist 
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;h  ein  Dreieck  und  die  beiden  Teile  der  Pyramide  sind 
Pyramiden.     Also: 

ine  durch  Spitze  und  Grundfläche  einer  Pyra- 
gelegte  Ebene  bildet  ein  Dreieck  als  Schnitt- 
und  teilt  die  Pyramide  in  zwei  neue  Pyramiden. 

Schnitt  durch  die  Grundfläche.  —  Derselbe  teilt 
-amide  in  zwei  Polyeder.  Dasjenige  von  ihnen,  welches 
itze  enthält,  zerfällt  durch  einen  Schnitt,  welcher  durch 
itze  und  durch  die  Schnittlinie  der  Grundfläche  geht,  in 
yramiden.  Das  andere  kann  hiernach  als  algebraische 
;  dreier  Pyramiden  dargestellt  werden. 

Schnitt,   der  weder  Grundfläche  noch  Spitze 

—  Derselbe  schneidet  jede  der  Seitenflächen,  und  ist 
ein  Polygon  von  gleicher  Seitenzahl  wie  die  Grundfläche. 
t  in  Fig.  28  ABCDE  die  Grundfläche  der  Pyramide,  und 
D,£,  die  Schnittfigur,  so  gehen  die  Verbindungslinien 
ier  homologer  Ecken  beider  Polygone  (z.  B.  AAt)  durch 
>en  Punkt  S.    Es  müSBen  sich  ferner  die  Verlängerun- 

zweier  homologer  Seiten  (z.  B.  AB  und  j4,B,)  in  Punk- 
hneiden,  die  den  Ebenen  beider  Polygone  gleichzeitig 
ren,  d.  h.  in  Punkten,  welche  auf  der  Schnittlinie  beider 
i  liegen.     Da  also  die  beiden  Polygone  die  Eigenschaft 

dass  die  Verbindungslinien  ihrer  homologen  Punkte  alle 
einen  endlich  fernen  Punkt  gehen,  und  dass  die  Schnitt- 

ihrer  homologen  Seitenlinien  alle  auf  einer  endlich  fer- 
jraden  liegen,  so  sind  die  beiden  Polygone  kollinear. 

Nr.  107.) 

t  die  Schnittebene  der  Grundfläche  parallel,  so  rückt  die 
Jinie  beider  Ebenen  in  unendliche  Entfernung,  und  die 
larität  der  beiden  Polygone  geht  in  die  Aehnlichkeit 

(Dieser  specielle  Fall  ist  in  Fig.  28  dargestellt) 
im.  Die  Aehnlichkeit  der  Polygone  ABCDE  und  jjjjTpTg  in 
folgt  auch  daraus,  da»  z.  B.  j4,B,  \[AB  (89);  also  SAB'vSäJW,; 
\S&  ist,  u.  s.w.  Hieraus  folgt: -48:*»!  Bj  =  SB:  SB,  ^BCiI^ete. 
folgt  aas  ABWAiBi  nnd  BC|]BlQ,  dass  ABC  =  AlBlCl  ist,  etc. 
h  sind  die  Polygone  ähnlich,  weil  die  Winkel  und  die  Seitenverhilt- 
e  einen  der  Reihe  nach  gleioh  denen  des  andern  sind. 

erjenige  Teil  der  Pyramide,  welcher  die  Spitze  enthält, 
ist  eine  Pyramide,  der  andere  heisst  Pyramidenstumpf 
iSBt  sich  als  Differenz  zweier  Pyramiden  darstellen. 
ch: 
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Eine  Ecke,  in  welcher  zwei  Seiten  einander  gleich  sind, 
heisst  gleichschenklig.  Sind  alle  drei  Seiten  gleich,  so 
heisst  sie  gleichseitig. 

Sind  in  einer  Ecke  zwei  Seiten  gleich,  so  halbiert  116. 
die  Halbierungsebene  des  von  ihnen  eingeschlossenen 
Winkels  die  dritte  Seite  und  steht  auf  ihr  senkrecht 
(Umkehrungssätze !) 

Ist  in  der  Ecke  0(ABAx)  (Fig.  21)  BOAx>BOAf  so  ist  in 

den  rechtwinkligen  Dreiecken  BOA1  und  BOA  die  Seite  BAX>BA 

(T.  II,  175);   folglich  in  den  rechtwinkligen  Dreiecken  BCAX 

und  SÜI  der  Winkel  BAC>BAXC  (T.  II,  118).    Man  hat  also 
die  Sätze: 

Der  grösseren  von  zwei  Seiten  einer  Ecke  liegt  117. 
der  grössere  Winkel  gegenüber.  —  Dem  grösseren  von 
zwei  Winkeln    einer   Ecke   liegt   die   grössere   Seite 
gegenüber. 

Ist  in  der  Ecke  0(BAAx)  (Fig.  22) 
BOA  =  BOA v  OA^zOA^  ist  ferner 
durch  einen  beliebigen  Punkt  E  auf 
der  Verlängerung  von  AXB  die  Ebene 

(EOA)  gelegt,  so  ist  OBÄ^ÖBÄx 
(T.  II,  91),  folglich  BA  =  BAV  ferner 
(EB  +  BA=)EAX>EA   (T.  II,  109); 

daher  ist  in  den  Dreiecken  EOA\  und 

EÖ2  Winkel  EOA.  >  EOA  (T.  II,  123), 
oder,  da  EOAx  =  EOB  +  BOAx  =  EOB 
+  BOA  ist,  so  ist  in  der  Ecke  OiEBA) 

EOB  +  BOA>EOA; 

d.  h.:    In  jeder  Ecke  ist   die   Summe  zweier  Seiten  u& 
grösser  als  die  dritte. 

Aus  der  letzten  Beziehung  folgt: 

EOA- EOB  <  BOA] 
d.  h.:   In  jeder  Ecke  ist  die  Differenz  zweier  Seiten  119. 
kleiner  als  die  dritte. 

Aus  118  folgt,  dass  die  Drehung  von  OA  durch  OE  nach 
OB  grösser  ist,  als  die  ebene  Drehung  von  OA  nach  OB.  Daraus 
folgt  weiter,  dass  eine  Reihe  von  ebenen  Drehungen,  welche 
OA  durch  Zwischenrichtungen  hindurch  bis  OB  macht,  grösser 
ist,  als  die  direkte  ebene  Drehung  von  OA  nach  OB.  Und  da 
hieran  nichts  geändert  wird,  wenn  die  Seite  der  Drehung  sich 
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beständig  ändert,  d.  h.  wenn  OA  eine  beliebige  Kegelfläche  W 
schreibt,  so  folgt  weiter: 
lto.         Unter  allen  Drehungen  zwischen  zwei  sich  schnei- 
denden Geraden  ist  die  ebene  Drehung  die  kürzeste. 
(Vgl.  T.  n,  Nr.  73.) 

Wenn,  wie  früher,  die  Seiten  einer  Ecke  durch  a,  b,  c, 
die  Winkel  ihrer  Polarecke  durch  av  ßv  yx  bezeichnet  werden, 
so  ist  nach  118 

a  +  b>c; 

daher,  wenn  man  110  benutzt: 

2fl-a1  +  2JB-/»1>2fi-y1 

oder  a1+ß1—y1<2R; 

1dl.  d.  h.:   In  jeder  Ecke  ist  die  Summe  zweier  Winkel, 
vermindert  um  den  dritten,  kleiner  als  2R. 

Betrachten  wir  in  Fig.  22  die  Dreiecke  Ö22F,  USF9  UFA, 
welche  0  als  gemeinsame  Spitze  haben,  so  ist  die  Summe  aller 
ihrer  Winkel  62?;  also,  wenn  wir  die  Summe  der  3  Winkel  an 
der  Spitze  0  mit  5.,  die  Summe  der  6  Winkel  ap  den  Basis* 
linien  mit  S2  bezeichnen: 

1)  Sj+S^ßfi. 

Nun  ist  nach  118  in  jeder  der  drei  Ecken,  welche  die  Scheitel 
£,  B,  A  haben,  die  Summe  zweier  der  eben  genannten  Winkel 

an  den  Basislinien  grösser  als  der  dritte,  dem  Dreieck  JSBA 
angehörige  Winkel;  daher,  weil  die  Winkelsumme  dieses  Dreiecks 
2R  ist: 

2)  S2  >  2fi. 
Aus  1)  und  2)  folgt 

3)  S1<4fi; 

id2.  d.h.:  Die  Summe  der  drei  Seiten  einer  Ecke  ist  grosser 
als  0  und  kleiner  als  45. 

Anm.  Aus  122  folgt:  Die  Summe  der  konkaven  Winkel,  welche  die 
Schenkel  einet  Winkels  mit  einer  ans  seinem  Scheitel  gesogenen  Strecke 
bilden,  ist  am  grössten,  wenn  die  Strecke  in  der  Ebene  des  Winkele,  aber 
ausserhalb,  und  am  kleinsten,  wenn  sie  in  der  Ebene  des  Winkels,  aber 
innerhalb  desselben  liegt.  —  Die  Ecke  seht  in  eine  Gerade  aber,  wenn 
die  Summe  ihrer  Seiten  0,  und  in  eine  Ebene,  wenn  die  Summe  ihrer 
Seiten  4Ä  ist. 

Aus  a  +  B  +  c  >  0  folgt 

2  R  -  a  j  +  2  R  -  ßx  +  2  R  -  y  t  >  0, 
oder  al  +  ßl  +  yl<6R. 
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Aus  a  +  b  +  c  <  4fi  folgt: 

oder  al+ßl+y1>2R; 

d.  h.:    Die  Summe    der    drei  Winkel    einer  Ecke   ist  188. 
grösser  als  2J?  und  kleiner  als  6fi. 


Fig.  83. 


18i. 


37«  Die  rechte  Sehe  und  ihre 
Polarecke.  —  Sind  die  Seiten  einer 
Ecke  gleich  Ä,  so  sind  auch  ihre 
Winkel  gleich  R  (52);  also  sind 
auch  die  Winkel  und  Seiten  ihrer 
Polarecke  gleich  Ä;  d.  h.: 

Die  Polarecke  einer  rech- 
ten Ecke  ist  ebenfalls  eine 
rechte  Ecke. 

Anm.  Die  Vierecke  OAB^C  tu  s.  w. 
in  Fig.  80  gehen,  wenn  die  Eoke  0  eine 
rechte  wird,  in  Rechtecke  aber.  Vgl.  Fig.  80 
mit  Fig.  83. 

Verbindet  man  den  Scheitel  der  rechten  Ecke  mit  dem 
ihrer  Polarecke  und  mit  dem  gegenüberliegenden  Eckpunkte 
(Ax)  eines  der  Rechtecke,  welche  ihre  Seiten  bilden,  so  ist 
Oi^ssA;  also 

(1)  OOf  =  OJL*  +  OxA£\ 
ferner  OCAlz=R\  also 

(2)  OA*  =  OC2  +  CAx*; 
(2)  in  (1)  eingesetzt  giebt: 

(3)  00?  =  00»  +  CA?  +  OxAx\ 
oder,  da  CAX  =  OB  und  0XAX  =  CXB  =  40  ist: 

(4)  OOj2  =  04*  +  OB2  +  OC* ; 

d.h.:  Verbindet  man  den  Scheitel  einer  rechten  Ecke  185. 
mit  demjenigen  ihrer  Polarecke,  so  ist  das  Quadrat 
dieser  Verbindungsstrecke  gleich  der  Summe  der 
Quadrate  der  drei  Kanten  der  Ecke,  die  letzteren 
gerechnet  bis  zum  Durchschnitt  mit  den  Seiten  der 
Polarecke.  Anders  ausgedrückt:  Das  Quadrat  einer  be- 
liebigen aus  dem  Scheitel  einer  rechten  Ecke  gezo- 
genen Strecke  ist  gleich  der  Summe  der  Quadrate 
ihrer  Projektionen  auf  die  Kanten  der  Ecke. 
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Aus  Formel  (4)  folgt: 

<*>(^)M-^)+ (-£)='• 

Setzt  man  nun  A00l  =  a,  B00j  =  ß  CO^  =  y, 
so  ist 

OA  OB       -     a     OC 

also  folgt  aus  (5) 

(6)       cos2  a  +  cos2  ß  +  cos2  y  =  1 ; 

1*6.  d.h.:  Die  Quadratsumme  der  Cosinus  derjenigen  Win- 
kel, welche  eine  Gerade  mit  den  Kanten  einer  rechten 
Ecke  bildet,  ist  1. 

38«  Das  Kugeldreieck.  —  Ist  aus  dem  Scheitel  einer  Ecke 
als  Mittelpunkt  eine  Kugelfläche  beschrieben  (Fig.  18),  so  wird 
dieselbe  von  den  Schenkelebenen  der  Ecke  in  Bogen  geschnit- 
ten, die  zu  gleichen  Kreislinien  gehören  (82),  sich  also  wie 
die  zugehörigen  Centriwinkel,  d.  h.  wie  die  Seiten  der  Ecke, 
verhalten.  Man  kann  hiernach  diese  Bogen  als  Masse  für  die 
Seiten  der  Ecke  betrachten  und  ebenso  wie  diese  bezeichnen. 

Der  von  den  Bogen  dreier  Diametralkreise  begrenzte  Teil 

der  Kugelfläche  (ABC)  heisst  ein  Kugeldreieck,  die  Bogen 
selbst  heissen  Seiten  des  Dreiecks,  die  Winkel  zwischen  den 
in  den  Ecken  des  Dreiecks  an  die  Seiten  desselben  gezogenen 
Tangenten  heissen  Winkel  des  Dreiecks. 

Da  diese  Tangenten  die  in  den  Schenkelebenen  auf  ihren 
Axen  errichteten  Senkrechten  sind,  so  sind  die  Winkel  der 
Tangenten  die  Neigungswinkel  dieser  Schenkelebenen,  d.  h.  sie 
sind  den  Winkeln  der  Ecke  gleich. 

Hiemach  liefert  jeder  Satz  über  die  dreiseitige  Ecke  einen 
Satz  über  das  Kugeldreieck,  wenn  man  darin  „Ecke"  durch 
„Kugeldreieck"  ersetzt 

Anm.  Wie  lauten  in  dieser  Form  die  Satze  100—12S?  —  Der 
Polarecke  entspricht  ein  Polar dreieok,  welches  man  auf  derselben  Kugel- 
flache  erhält,  wenn  man  im  Kugeknittelponkte  auf  den  Sohenkelebenen  der 
Ecke  Senkrechten  errichtet. 

Rückt  der  Mittelpunkt  der  Kugelfläche  auf  der  Verlän- 
gerung eines  Radius  OA,  dessen  Endpunkt  A  fest  bleibt,  in 
unendliche  Entfernung,  so  geht  die  Kugelfläche  in  eine  Ebene 
über,  welche  in  A  auf  OA  senkrecht  steht  (96).  Alle  Dia- 
metralkreise verwandeln  sich,  da  ihr  gemeinsamer  Mittelpunkt 
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in  unendliche  Entfernung  gerückt  ist,  in  gerade  Linien  dieser 
Ebene,  und  das  Kugeldreieck  geht  daher  in  ein  ebenes  Dreieck 
über.  Im  allgemeinen  liefert  daher  jeder  Satz  über  das  Kugel- 
dreieck einen  Satz  über  das  ebene  Dreieck.  In  diesem  Um- 
stände findet  denn  auch  die  Analogie  zwischen  den  Sätzen  über 
die  dreiseitige  Ecke  und  denen  über  das  ebene  Dreieck  ihre 
Erklärung. 

Anm.  Bei  der  letzterwähnten  Uebertragung  gehen  die  Begriffe 
„Polftxdreieok"  und  „Supplementseite"  verloren,  und  die  Summe  der  Win- 
kel des  Dreiecks  erhält  eine  feste  Grösse.  (Letzteres  hat  folgenden  Grund: 
Alle  Eoken  mit  paarweise  parallelen  Kanten  sind  kongruent,  haben  also 
dieselbe  Winkelsumme.  Jede  Kante  ist  nicht  nur  der  Richtung,  sondern 
durch  den  Scheitel  der  zugehörigen  Ecke  auch  der  Läse  nach  bestimmt. 
Backen  diese  Scheitel  in  unendliche  Entfernung,  so  werden  die  drei  Kanten 
jeder  Ecke  zu  einander  und  zu  denen  der  übrigen  Ecken  parallel,  und  die 
Lage  jeder  Kante  wird  unbestimmt,  weil  alle  parallelen  Geraden  durch 
denselben  unendlich  fernen  Punkt  gehen.  Demnach  haben  alle  Eoken  mit 
drei  parallelen  Kanten  dieselbe  Winkelsumme,  welche  Lage  die  Kanten 
auch  gegen  einander  haben,  und  ebenso  alle  diesen  Eoken  entsprechenden 
ebenen  Dreiecke.)  —  Von  den  beiden  ersten  Bedingungen  des  Satzes  106: 
b^a  und  a  +  b<2K  verschwindet  daher  die  zweite,  und  die  beiden 
letzten  werden  gleichfalls  hinfällig,  weil  sie  aus  der  Substitution  2Ä  —  a 
für  a  stammen.  Es  gehen  ferner  die  Sätze  in  Nr.  84  und  85  verloren, 
bis  auf  118  und  114  (letzterer  ohne  Bedingung),  weil  durch  zwei  Winkel 
jetzt  auch  der  dritte  bekannt  ist,  also  das  Dreieck  nicht  nur  durch  drei 
Winkel,  sondern  noch  durch  eine  Seite  bestimmt  ist.  Es  fallen  ferner  121 
und  122  weg  (ersterer  auch  als  selbstverständlich),  und  128  wird  durch 
den  bekannten  Satz  von  der  Winkelsumme  des  Dreiecks  ersetzt. 

Die  Sätze  über  das  Kugeldreieck  bilden  die  Grundlage  zu 
einer  Geometrie  der  Kugelfläche,  bei  welcher  statt  der  geraden 
Linien  der  Ebene  Diametralkreise,  statt  der  Punkte  und  Kreis- 
linien wieder  Punkte  und  Kreislinien,  statt  der  ebenen  Figuren 
solche  auf  der  Kugelfläche  auftreten.  Es  fehlt  der  unendlich 
ferne  Punkt  und  in  Folge  dessen  der  Begriff  der  Verschiebung; 
dagegen  ist  die  Kugelfläche  wie  die  Ebene  ein  freies  Gebiet 
(ygl.  T.  II,  Nr.  12). 

Anm.  Man  suche  Sätze  der  Geometrie  der  Kugelftäobe,  welche  Sätzen 
der  Geometrie  der  Ebene  entsprechen. 

Schneiden  sich  mehr  als  drei  Ebenen  in  Geraden,  welche 
durch  denselben  Punkt  gehen,  so  entsteht  die  vielseitige 
Ecke. 

y)  Drei-  (und  mehrmalige  Bewegung  der  Ebene. 

39.  Vorbemerkungen.  —  Unter  den  zahlreichen  Beziehun- 
gen, welche  zwischen  vier  im  Räume  gegebenen  Ebenen  statt- 
finden können,  ist  nur  die  eine  bemerkenswert,  dass  je  drtf 
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Ebenen  eine  Ecke  bilden.  Dies  findet  statt,  wenn  zu  den  drei 
Ebenen  einer  dreiseitigen  Ecke  eine  vierte  tritt,  welche  die 
drei  übrigen  in  drei  Seitenlinien  eines  Dreiecks  schneidet  Wie 
das  offene  Ebenenstück  zwischen  den  Schenkeln  eines  Winkels 
durch  das  Hinzutreten  einer  dritten  Geraden  sich  zu  einer 
Figur  schliesst,  so  auch  das  offene  Baumstück  zwischen  den 
Schenkelebenen  einer  Ecke  durch  das  Hinzutreten  jener  vierten 
Ebene  zu  einem  Körper. 

Anm.  Man  stalle  mit  Hilfe  von  Fig.  16  die  übrigen  Beziehungen 
zwischen  vier  Ebenen  des  Raumes  auf. 

a)  Das  Tetraeder. 

40.  Definitionen.  —  Vier  Ebenen,  die  sich  in  vier  Punkten 
schneiden,  begrenzen  vollständig  einen  Teil  des  Raumes,  bilden 
also  einen  Körper,  welcher  Tetraeder  heisst.  Die  vier  Punkte 
heissen  Eckpunkte  des  Tetraeders.  Die  zwischen  je  drei 
Punkten  liegenden  Dreiecke,  welche  die  Grenzen  des  Tetraeder- 
raumes  bilden,  heissen  Seitenflächen),  die  zwischen  je  zwei 
Punkten  liegenden  Strecken,  welche  die  Seiten  der  Dreiecke 
bilden,  heissen  Kanten  des  Tetraeders.  An  jedem  Eckpunkte 
heisst  diejenige  Ecke,  deren  Schenkelebenen  Seiten  des  Tetra- 
eders sind  (die  also  innerhalb  des  Tetraederraumes  liegt)  Ecke 
des  Tetraeders.  An  jeder  Kante  heisst  derjenige  Raumwinkel, 
dessen  Schenkelebenen  Seiten  des  Tetraeders  sind  (der  also 
innerhalb  des  Tetraederraumes  liegt)  Winkel  des  Tetraeders. 
Ein  Tetraeder  hat  also  vier  Seiten,  sechs  Kanten,  sechs  Raum- 
winkel und  vier  Ecken.  —  In  bezug  auf  eine  Seite  des  Tetra- 
eders heissen  diejenigen  drei  Ecken,  deren  Scheitel  die  Eck- 
punkte dieser  Seite  sind,  anliegende  Ecken;  die  vierte  heisst 
die  der  Seite  gegenüberliegende  Ecke.  —  In  bezug  auf 

eine  Ecke  heissen  die  drei  Seiten,  welche 
ihre  Schenkelebenen  bilden,  die  ein- 
schliessenden  Seiten,  die  vierte  heisst 
die  der  Ecke  gegenüberliegende  Seite.  — 
Es  liegen  sich  also  im  Tetraeder  gegen- 
seitig je  eine  Ecke  und  eine  Seite  ge- 
genüber. 

Sind  A,  £,  C,  D  die  Eckpunkte 
des  Tetraeders,  so  bezeichnet  man  das 

Tetraeder  selbst  durch  ABCD. 

Die  Bezeichnung  der  Seiten  eines 
Tetraeders  geschieht  auch  durch  kleine  deutsche  Buchstaben, 
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80  dass  jede  Seite  den  der  gegenüberliegenden  Ecke  ent- 
sprechenden Buchstaben   erhält.    Also:   BCD  =  a,   CM  =  6, 

DAB=zC,  ABC=b.  —  Die  sechs  Winkel  können  entweder 
durch  ihre  Scheitellinien  oder  durch  ihre  Schenkelebenen  be- 

zeichnet_wer4en.    Also:  ZB  =  (cb);  5?=  (ab);  CZ=(bb);  ZD 

=  (bc);  JM)  =  (ca);  CD  — (ab).  —  Die  vier  Ecken  können  ent- 
weder durch  ihre  Scheitel  oder  durch  ihre  Schenkelebenen  be- 
zeichnet werden.   Also:  -4= (beb);  £=(cba);  C=(bab);  2>=(abc). 

Anm.    Welches  sind  hiernach  z.  B.  die  der  Seite  ABC  anliegenden 

Ecken,  oder  die  Seiten,  welche  die  Ecke  Ä  einschliessen?  Welche  Kanten- 
paare sind  windschief? 

41.  Das  rechteckige  Tetraeder.  —  Stehen  drei  Ebenen  (a,  6,  c) 
eines  Tetraeders  auf  einander  senkrecht,  so  bilden  sie  eine 
rechte  Ecke,  und  das  Tetraeder  heisst  ein  rechteckiges. 

Die  drei  rechtwinkligen  Dreiecke,  welche        Fig  g5 
die  Schenkelebenen  der  rechten  Ecke  bilden,       A 
heissen  Eathetenseiten,   die   dieser  Ecke      [K 
gegenüberliegende  Seite  Hypotenusenseite       \yv 
des  rechteckigen  Tetraeders.    Legt  man  durch        Y  \V 
eine  Kante  (AD)  der  rechten  Ecke  die  Ebene  \  \^\Ä 

IED±BC,  so  ist  AE±BC  und  DE  ±BC  (50);      \J&4 
also  ist  AED  der  Neigungswinkel  des  Raum-    »1<^X' 
winkeis  der  Ebenen  b  und  q.    Da  AD±DE,  ° 

so  ist  ADE  rechtwinklig,  also  AED  ein  spitzer  Winkel.  Hier- 
aus folgt: 

Im   rechteckigen    Tetraeder    sind    die    drei    der  127. 
Hypotenusenseite  anliegenden  Winkel  spitz. 

Bestimmt  man  den  Inhalt  der  Dreiecke  ABC  und  DBC,  so 
findet  sich 

BC.AE     ^«      BC.DE 


ABC  =        "        ;  DBC  = 


Nun  ist  DB  =  AB.  cos  AED; 


folglich  DBC  =  ABC .  00s  AED ; 

d.  h.:  Jede  Kathetenseite  eines  rechteckigen  Tetra-  ig8. 
eders  ist  gleich  dem  Produkt  aus  der  Hypotenusen- 
seite und  dem  Cosinus  des  zwischen  ihnen  liegenden 
Winkels. 

Unter  der  Projektion  einer  geradlinigen  Figur  auf  eine 


n 
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Ebene  versteht  man  die  Figur  zwischen  den  Projektionen  ihrer 
Eckpunkte.    Demnach  kann  man  sagen: 

129.  Jede  Eathetenseite  eines  rechteckigen  Tetra- 
eders ist  die  Projektion  der  Hypotenusenseite  auf 
die  durch  die  Eathetenseite  bestimmte  Ebene. 

ISO.  Jede  Projektion  einer  geradlinigen  Figur  ist  an 
Flächeninhalt  gleich  der  Figur,  multipliziert  mit  dem 
Cosinus  des  zwischen  den  Ebenen  beider  Figuren 
liegenden  Winkels. 

Fällt  man  DDX  _L  ABC,  so  liegt  DDX  in  der  Ebene  ADS 
(55)  und  aus  gleichem  Grunde  in  den  durch  DC±AB  und 
durch  DB±AC  gelegten  Ebenen,  ist  also  der  Durchschnitt 
dieser  Ebenen;  d.  h.: 

131.  Legt  man  durch  die  drei  Kanten  der  rechten  Ecke 
eines  rechteckigen  Tetraeders  Ebenen  senkrecht  zu 
den  Gegenkanten,  so  schneiden  sich  diese  Ebenen  in 
der  Senkrechten,  welche  aus  dem  Scheitel  der  rech- 
ten Ecke  auf  die  Gegenseite  gefällt  werden  kann. 

Da  ferner  aus  der  Aehnlichkeit  der  Dreiecke  ADDX  und 


132. 


EDD.  folgt,  dass  AED  =  ADDX  ist,  so  folgt  weiter: 

Die  Winkel,  welche  die  aus  dem  Scheitel  der  rech- 
ten Ecke  eines  rechteckigen  Tetraeders  auf  die  Gegen- 
seite gefällte  Senkrechte  mit  den  Kanten  der  rechten 
Ecke  bildet,  sind  gleich  den  an  den  Gegenkanten  lie- 
genden Winkeln  des  Tetraeders. 

Setzt  man  DxDA  =  a,  DxDB  =  ß,  DtDC=:y,  so  ist  also 
(nach  132  und  128) 

DAS  =z  ABC.  cos  y]  DBÜ=zABC.co$a;  DCA  =  ABC .  cos ß. 

Addirt  man  diese  Gleichungen,  nachdem  man  sie  ins  Quadrat 
erhoben,*)  so  folgt: 

TJX&  +  ßSC2  +  DCÄ2  =  I5Ü*  (cos2  a  +  co*2 /*  +  «**?) 
oder,  mit  Berücksichtigung  von  126: 

;UIB2  +  2JBC*  +  25cä2  =  AEÜ* ; 

133.  d.  h.:  Im  rechteckigen  Tetraeder  ist  das  Quadrat  der 
Hypotenusenseite  gleich  der  Summe  der  Quadrate  der 
Kathetenseiten. 


*)  Eb  wird  hierbei  angenommen,  dass  die  vier  Seiten  des  Tetraeders 

duroh  ein  gemeinsames  Mass  gemessen  seien,  und  dass  DAS  eto.  die  Mi  (• 
zahlen  bedeuten. 


46.  41   Die  Pyramide.    Der  Segel.  65 

Eine  durch  die  Pyramide  gelegte  Ebene,  welche  151. 
weder  die  Spitze  noch  die  Grundfläche  trifft,  bildet 
als  Schnittfigur  ein  der  Grundfläche  kollineares  Poly- 
gon und  teilt  die  Pyramide  in  eine  Pyramide  und  einen 
Pyramidenstumpf. 

Eine  durch  die  Pyramide  parallel  der  Grundfläche  152. 
gelegte  Ebene  bildet  als  Schnittfigur  ein  der  Grund- 
fläche ähnliches  Polygon. 

Aus  152  folgt  weiter:  Alle  durch  die  Spitze  einer  153. 
Pyramide  innerhalb  derselben  gezogenen  Geraden 
werden  durch  eine  der  Grundfläche  parallele  Schnitt- 
ebene in  demselben  Verhältniss  geteilt  —  Zwei  homo- 
loge Seiten  der  beiden  Polygone  verhalten  sich  wie 
die  Abstände  der  Polygone  von  der  Spitze.  —  Die 
Flächen  beider  Polygone  verhalten  sich  wie  die  Qua- 
drate ihrer  Abstände  von  der  Spitze.    (T.  II,  360.) 

Anm.  Schnittfläche  und  Grundfläche  der  Pyramide  heissen  zusam- 
men Grundflächen  des  Pyramidenstumpfes.  Unter  einem  Pyramiden- 
stumpf  versteht  man,  wenn  nichts  anderes  festgesetzt  wird,  denjenigen, 
dessen  Grundflächen  parallel  sind.  Was  für  Figuren  sind  alsdann  die 
Seitenflächen  ? 

Legt  man  Ebenen  durch  die  Spitze  einer  Pyramide  164. 
und   durch   alle   aus   einer  Ecke   der  Grundfläche  in 
derselben  gezogenen  Diagonalen,  so  zerfällt  die  Pyra- 
mide in  n  — 2  Tetraeder. 

c)  Der  Kegel. 

47.  Definitionen  und  Eigenschaften  des  Kegels.  —  Wenn 
die  Grundfläche  einer  geraden  oder  schiefen  Pyramide  ein 
Sehnenpolygon  ist,  und  dieses  durch  Vervielfältigung  seiner 
Seitenzahl  in  eine  Kreislinie  übergeht  (s.  T.  II,  Nr.  162),  so 
verschwinden  die  Seitenflächen  der  Pyramide,  und  die  Seiten- 
kanten bilden  eine  zusammenhängende  Fläche.  Diese  Fläche 
kann  auch  dadurch  entstanden  gedacht  werden,  dass  eine 
Seitenkante  sich  um  die  Spitze  der  Pyramide  dreht,  während 
ihr  anderer  Endpunkt  beständig  auf  der  Peripherie  des  Kreises 
bleibt,  in  welchen  die  Grundfläche  der  Pyramide  überging.  Die 
Fläche  ist  also  eine  Kegelfläche  (Nr.  14  am  Ende). 

Anm.  Auch  die  Gesammtheit  der  Seitenflächen  einer  gewöhnlichen 
Pyramide  kann  als  Kegelfläche  betrachtet  werden.    Inwiefern? 

Eine  Kegelfläche,  deren  Leitlinie  eine  in  sich  zurückkeh- 
rende (sich  selbst  nicht  schneidende)  Linie  ist,  schliesst  sich 
durch  das  Hinzutreten  einer  Ebene  zu  einem  Körper,  welcher 

ßchUgel,  Bl0m«iita*-M*them*Ük.  iy,  5 


H 


66 


47.  Der  Kegel. 


Kegel  genannt  wird.  —  Ein  Kegel  ist  also  ein  Körper,  welcher 
begrenzt  wird  von  einer  Kegelfläche  und  einer  Ebene,  deren 
Schnittfigur  eine  in  sich  zurückkehrende,  sich  selbst  nicht 
schneidende  Linie  ist.  Die  Kegelfläche,  soweit  sie  den  Kegel 
begrenzt,  heisst  Mantel,  die  ebene  Schnittfigur  Grundfläche 
des  Kegels.  Die  Spitze  der  Kegelfläche  heisst  auch  Spitze 
des  Kegels,  die  von  der  Spitze  auf  die  Grundfläche  gefällte 
Senkrechte  Höhe  des  Kegels;  die  Seitenlinien  der  Kegelfläche, 
von  der  Spitze  bis  zur  Grundfläche  gerechnet,  heissen  Seiten* 
linien  des  Kegels. 

Ein  Kegel,  dessen  Grundfläche  ein  Kreis  ist,  heisst  ge- 
meiner Kegel.  Die  Strecke,  welche  den  Mittelpunkt  dieses 
Kreises  (Grundkreises)  mit  der  Spitze  verbindet,  heisst  Axe 
des  Kegels. 

Ein  gemeiner  Kegel  heisst  gerade  oder  schief,  jenach- 
dem  seine  Axe  auf  der  Grundfläche  senkrecht  steht  oder  nicht — 
Wie  der  Kegel  im  allgemeinen  ein  Specialfall  der  Pyramide, 
so  ist  der  gerade  Kegel  ein  Specialfall  der  geraden  Pyramide 
(145).  Daher  folgt  aus  146: 
156.  Die  Seitenlinien  eines  geraden  Kegels  sind  ein- 
ander gleich  und  bilden  mit  der  Grundfläche  gleiche 
Neigungswinkel  (Umkehrungen). 

Anders  ausgedrückt: 
155a.  Zwei  oder  mehrere  Strecken,  die  von  einem  Punkte 
ausserhalb  einer  Ebene  nach  der  Ebene  gezogen  sind, 
sind  einander  gleich,  wenn  ihre  Fusspunkte  gleichen 
Abstand  vom  Fusspunkte  der  von  dem  Punkte  auf  die 
Ebene  gefällten  Senkrechten  haben  (und  umgekehrt). 

Im  Anschluss  hieran  folgt 


Fig.  29. 


155b. 


aus  T.  n,  108: 

Unter  allen  Strecken, 
die  von  einem  Punkte 
ausserhalb  einer  Ebene 
nach  der  Ebene  gezogen 
werden  können,  ist  die 
Senkrechte   die  kürzeste. 

Sind  im  schiefen  Kegel 
(Fig.  29)  zwei  Seitenlinien  SC 
und  SC.  so  gezogen,  das§  (wenn 
T  der  Fusspunkt  der  Höhe  ist) 
TC=TCX  ist,  so  ist  auch  SC=SC, 
(148);  d.  h.: 
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Zwei  Seitenlinien  eines  schiefen  Kegels  sind  gleich  156. 
(und  bilden  gleiche  Neigungswinkel  mit  der  Grundfläche),  wenn 
ihre  Fusspunkte  vom  Fusspunkte  der  Höhe  gleichen 
Abstand  haben  (oder,  wenn  die  nach  ihren  Fusspunkten  ge- 
zogenen Radien  des  Grundkreises  mit  dem  durch  den  Fuss- 
punkt der  Höhe  gehenden  Durchmesser  gleiche  Winkel  bilden). 

Da  ferner  unter  allen  aus  T  nach  der  Peripherie  des  Grund- 
kreises gezogenen  Strecken  diejenige  (TA),  welche  durch  den 
Mittelpunkt  geht,  die  längste,  und  diejenige  (TB),  deren  Ver- 
längerung durch  den  Mittelpunkt  geht,  die  kürzeste  ist  (T.  II, 
Aufgabe  230),  so  folgt  aus  149: 

Unter  allen  Seitenlinien  eines  schiefen  Kegels  ist  167. 
diejenige  die  kürzeste,  deren  Fusspunkt  auf  dem  durch 
den  Fusspunkt  der  Höhe  gehenden  Radius  liegt,  und 
diejenige  die  längste,  deren  Fusspunkt  auf  der  Ver- 
längerung dieses  Radius  liegt. 

Von  zwei  ungleichen  Strecken,  die  von  einem  157a. 
Punkte  ausserhalb  einer  Ebene  nach  der  Ebene  gezo- 
gen sind,  ist  diejenige  die  längere,  deren  Fusspunkt 
vom  Fusspunkt  der  von  dem  Punkte  auf  die  Ebene 
gefällten  Senkrechten  den  grösseren  Abstand  hat  (und 
umgekehrt). 

Endlich  folgt  aus  T.  H,  118: 

Unter   allen   Seitenlinien    eines    schiefen   Kegels  168. 
bildet  die  grösste  den  kleinsten,  und  die  kleinste  den 
grössten  Neigungswinkel  mit  der  Grundfläche. 

48.  Schnittebenen  des  gemeinen  Kegels.  —  1)  Schnitt  durch 
Spitze  und  Grundfläche.  —  Aus  150  folgt: 

Eine  durch  Spitze  und  Grundfläche  eines  Kegels  169. 
gelegte  Ebene  bildet  ein  Dreieck  als  Schnittfigur. 

Die  Kegelfläche  wird  von  einer  solchen  Ebene  (Sekanten- 
ebene) in  zwei  Seitenlinien  geschnitten.  Jede  durch  die  Axe 
der  Kegelfläche  gehende  Sekantenebene  heisst  Axenschnitt, 
derjenige  Axenschnitt,  welcher  auf  der  Grundfläche  senkrecht 
steht,  Hauptschnitt.    Aus  157  folgt  hiernach: 

Der  durch  die  Höhe  eines  schiefen  Kegels  gelegte  160. 
Axenschnitt  schneidet  den  Mantel  des  Kegels  in  der 
längsten  und  in  der  kürzesten  Seitenlinie  und  steht 
auf  der  Grundfläche  senkrecht  (ist  also  der  Haupt- 
schnitt). —  Im  geraden  Kegel  ist  jeder  Axenschnitt 
Hauptschnitt. 
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48.   Der  Kegel. 


Die  Axenschnitte  des  geraden  Kegels  sind  kongruente 
gleichschenklige  Dreiecke  mit  gemeinsamer  Höhe.  Daher  folgt 
aus  T.  II,  99,  in  Verbindung  mit  T.  IV,  49: 
160a.  Halbiert  man  in  einem  geraden  Kegel  den  Winkel 
an  der  Spitze  eines  Axenschnittes,  so  steht  die  Hal- 
bierungslinie senkrecht  auf  der  Grundfläche  und  geht 
durch  den  Mittelpunkt  derselben. 

Anm.  Umkehrungssätze  hierzu.  —  Entstehung  des  geraden  Kegels 
durch  Drehung  eines  rechtwinkligen  Dreiecks  um  eine  Kathete.  —  Was 
für  ein  Körper  entsteht  durch  Drehung  eines  beliebigen  Dreiecks  um  eine 
seiner  Seiten?  —  Welcher  Axenschnitt  des  schiefen  Kegels  ist  ein  gleich- 
schenkliges Dreieck? 

*V  30.  g  Dreht  eine  Se- 

kantenebene DEFG 
(Fig.  30)  sich  um 
eine  ihrer  Schnitt- 
linien SC  soweit,  bis 
die  andere  Schnitt- 
linie SC*  mit  SC  zu- 
sammenrällt,  wodurch 

DEFG  in  D7E]F^G1 
übergeht,  so  hat  letz- 
tere Ebene  mit  der 
Kegelfläche  nur  zwei 
zusammenfallende, 
d.  h.   eine  Gerade 
(SC)  gemeinsam. 
Eine  Ebene,  welche  mit  der  Kegelfläche  nur  eine  Gerade 
gemeinsam  hat,  heisst  Tangentenebene.    Man  sagt,  sie  be- 
rühre dieJKegelfläche  iu  der  gemeinsamen  Geraden  (Berüh- 
rungslinie). 

Die  Schnittlinie  EF  der  Sekantenebene  mit  der  Grund- 
fläche des  Kegels  ist  eine  Sekante  des  Grundkreises.  Fällt 
nun  SCl  mit  SC  zusammen,  so  fällt  auch  C,  auf  C;  d.  h. 
die  Sekante  EF  geht  über  in  eine  Tangente  ErFv  und  man 
hat  den  Satz: 
161.  Jede  Tangentenebene  eines  gemeinen  Kegels 
schneidet  die  Ebene  des  Grundkreises  in  einer  Tan- 
gente des  Grundkreises.    (Umkehrung.) 

Anm.  Hieraas  folgt  die  Konstruktion  der  Tangentenebene 
in  einer  gegebenen  Seitenlinie  SC  der  Kegelflaohe.  Man  lege  in  C  dk 
Tangente  BJFi  an  den  Grundkreie,  und  lege  die  Ebene^ durch  SC  und  ^f\. 
Diese  ist  die  gesuchte. 
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Ist  der  Kegel  ein  gerader,  so  ist  SO  senkrecht  zur  Grund- 
fläche ;  d.  h. :  OC  ist  der  Neigungsschenkel  von  SC.  Dasselbe 
ist  der  Fall,  wenn  der  Kegel  schief  ist,  aber  SC  mit  SA  oder 
SB  zusammenfallt.  Nun  ist  OCE1  =  OCFl  —  R.  In  allen  drei 
Fällen  ist  also  nach  65  SCEX  =  SCF^  —  B;  d.  h.  es  stehen 
SC  und  OC_LE)Fy\  mithin  steht  EXFX  (nach  49)  und  die 

Tangentenebene  D^E^F\G[  (nach  52)  auf  dem  Axenschnitt  SCO 
senkrecht.    Man  hat  also  den  Satz: 

Im  geraden  Kegel  stehen  alle,  im  schiefen  die  162. 
beiden  durch  die  längste  und  die  kürzeste  Seitenlinie 
gelegten  Tangentenebenen  auf  dem  durch  die  Berüh- 
rungslinie gelegten  Axenschnitte  senkrecht.  —  Im  ge- 
raden Kegel  bilden  alle  Tangentenebenen  gleiche 
Winkel  mit  der  Grundfläche. 

Unmittelbar  einleuchtend  ist  der  folgende  Satz: 

Legt  man  durch  die  Spitze  eines  Kegels  und  die  163. 
Seiten  eines  dem  Grundkreise  einbeschriebenen  (um- 
beschriebenen) R-Ecks  Ebenen,  so  begrenzen  diesel- 
ben eine  dem  Kegel  einbeschriebene  (umbeschriebene) 
w-seitige  Pyramide. 

Zwei  an  dieselbe  Kegelfläche  gelegte  Tangentenebenen 
schneiden  sich  in  einer  Geraden,  welche  durch  die  Spitze  der 
Kegelfläche  geht.  Da  diese  Gerade  ausser  durch  die  Spitze 
der  Kegelfläche  noch  durch  einen  beliebigen  ihrer  Punkte  be- 
stimmt ist,  so  hat  man  den  Satz: 

Durch  einen  auf  der  konvexen  Seite  der  Mantel-  164. 
fläche  eines  gemeinen  Kegels  liegenden  Punkt  lassen 
sich  zwei  Tangentenebenen  an  die  Kegelfläche  legen. 

Anm.  Unter  der  Mantelfläche  ist  in  diesem  Satze  die  Kegelfläohe 
in  ihrer  ganzen  Ausdehnung  zu  verstehen.  —  Um  aus  einem  gegebenen 
Punkte  D\  die  beiden  Tangentenebenen  an  eine  Kegelfläohe  zu 
legen,  legt  man  durch  X>i  und  die  Spitze  des  Kegels  S  (Fig.  30)  eine 
Gerade,  welche  die  Ebene  der  Grundfläche  des  Kegels  in  &\  schneidet. 
Sind  SiC  und  Sy Qj  die  aus  S  an  den  Grundkreis  gelegten  Tangenten,  so 
sind  S&iC  und  S^Cj  die  gesuchten  Tangentenebenen.  —  Duron  eine  Ge- 
rade, welche  ausserhalb  eines  Kegels  durch  die  Spitze  desselben  geht, 
können  zwei,  durch  eine  beliebige  andere  Gerade  kann  nur  dann  eine 
Tangentenebene  gelegt  werden,  wenn  sie  die  Mantelfläche  in  einem  Punkte 
berührt.  (Denn  jede  in  einer  Tangentenebene  liegende  Gerade  hat  mit 
der  Berflhrungslinie,  also  auoh  mit  der  Mantelfläche,  einen  einzigen  Punkt 
gemeinsam.) 

2)  Schnitt  durch  die  Grundfläche.  —  Von  der  Ge- 
stalt der  Schnittlinie  in  diesem  und  dem  folgenden  Falle  wird 
später  Nr.  137  die  Rede  sein.    Der  Kegel  zerfällt  durch  den 
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eben  angegebenen  Schnitt  in  zwei  Körper,  deren  Gestalt  zu 
keiner  besonderen  Untersuchung  Anläse  giebt 

3)  Schnitt,  der  weder  Grandfläche  noch  Spitze 
trifft  —  Derselbe  schneidet  die  Mantelfläche  in  einer  krum- 
men Linie,  welche  mit  dem  Grundkreise  kollinear  ist  (Nr.  46). 
Ist  die  Schnittebene  der  Grundfläche  parallel,  so  ist  die  Schnitt- 
figur dem  Grundkreise  ähnlich,  also  selbst  ein  Kreis.  (Dieser 
specielle  Fall  ist  in  Fig.  30  dargestellt.) 

Derjenige  Teil  des  Kegels,  welcher  die  Spitze  enthält,  ist 
selbst  ein  Kegel,  der  andere  heisat  Kegelstumpf  and  lässt 
sich  als  Differenz  zweier  Kegel  darstellen.    Demnach: 

Eine  durch  den  Kegel  gelegte  Ebene,  welche 
weder  die  Spitze  noch  die  Grundfläche  trifft,  bildet 
als  Schnittfigur  eine  der  Grundfigur  kollineare  Linie 
und  teilt  den  Kegel  in  einen  Kegel  und  einen  Kegel- 
stumpf. 

Eine  durch  den  Kegel  parallel  der  Grundfläche 
gelegte  Ebene  bildet  als  Schnittfigur  einen  Kreis. 

Da  eine  auf  der  Axe  senkrechte  Ebene  (Normalschnitt) 
nur  beim  geraden  Kegel  eine  Kreislinie  als  Schnittfigor  liefert, 
so  ist  nur  die  Mantelfläche  eines  geraden  Kegels  eine  gemeine 
Kegelfläche,  nicht  aber  diejenige  eines  schiefen  Kegels.  Dem- 
nach sind  die  Ausdrücke  „gemeiner  Kegel"  und  „gemeine 
Kegelflache"  wohl  zu  unterscheiden. 

Aiim.  Welche  Sätze  folgen  am  158?  —  Unter  einem  Kegelstumpf 
»enrteht  man,  wenn  nichts  anderes  festgesetzt  wird,  denjenigen,  dessen 
Grundflächen  parallel  sind. 

d)  Das  Pentaeder. 

49.  Uebertieht.  —  Sind  im  Räume  fünf  Ebenen  gegeben, 
so  sind  unter  den  verschiedenen  möglichen  Fällen  diejenigen 
erwähnenswert,  in  denen  die  Ebenen  einen  Körper  begrenzen. 
Ein  von  fünf  Ebenen  begrenzter  Körper  beisst  Pentaeder.  — 
Die  Pentaeder  lassen  sich  einteilen  nach  der  Zahl  der  Ebenen, 
welche  durch  eine  Ecke  gehen.  Zunächst  ist  klar,  dass  nicht 
alle  fünf  Ebenen  durch  denselben  Punkt  gehen  können;  den 
in  diesem  Falle  entstände  eine  offene  fünfseitige  Ecke.  1)  Vie 
Ebenen,  welche  durch  denselben  Punkt  gehen,  bilden  eine  viei 
seitige  Ecke,  welche,  durch  eine  fünfte  Ebene  geschlossen,  ein. 
vierseitige  Pyramide  liefert  —  2)  Drei  Ebenen,  welch 
durch  denselben  Punkt  gehen,  bilden  eine  dreiseitige  Ecke 
welche,  durch  eine  vierte  Ebene  geschlossen,  ein  Tetraeder 


49.  60.  Der  Kegel    Das  dreiseitige  Prisma. 


11 


und  durch  den  Schnitt  mit  einer  fünften  Ebene  eine  (beliebig) 
abgestumpfte  dreiseitige  Pyramide  liefert  Durch  jede 
Ecke  derselben  gehen  drei  Ebenen.  Ihre  Grundflächen  sind 
kollineare  Dreiecke  (s.  T.  II,  107),  ihre  Seiteuflächen  unregel- 
mässige Vierecke.  —  2a)  Sind  die  Grundflächen  einander  parallel, 
so  entsteht  ein  dreiseitiger  Pyramidenstumpf  (im  engeren 
Sinne).  Seine  Grundflächen  sind  ähnliche  Dreiecke,  seine  Seiten- 
flächen Trapeze.  —  2b)  Sind  zwei  Seitenkanten  parallel,  so 
ist  auch  die  dritte  mit  ihnen  parallel  (89).  Das  Pentaeder 
heisst  in  diesem  Falle  abgestumpftes  dreiseitiges  Prisma. 
Seine  Grundflächen  sind  affine  Dreiecke,  seine  Seitenflächen 
Trapeze.  —  2ab)  Findet  gleichzeitig  Parallelität  der  Grund- 
flächen und  der  Seitenkanten  statt,  so  heisst  der  Körper  drei- 
seitiges Prisma.  Seine  Grundflächen  sind  kongruente  Drei- 
ecke, seine  Seitenflächen  Parallelogramme.  Das  Prisma  ist 
also  ein  specieller  Fall  des  dreiseitigen  Pyramidenstumpfes  und 
des  abgestumpften  Prismas,  und  diese  beiden  sind  specielle 
Fälle  des  Pentaeders. 

Fig.  81. 


B.  Die  Figur  und  ihre  Bewegungen  im  Baume, 

1)  Lagen-  und  Richtungsänderung  der  Figur« 

a)  Einmalige  Bewegung  der  Figur. 
a)  Beiregung  des  Dreiecks:  Bai  dreiseitige  Prisma« 


50.  Definitionen  und  Eigenschaften 
de*   dreiseitigen   Prismas.   —   Ist   ein 

Dreieck  ABC  durch  einfache  Verschie- 
bung im  Räume  in  AlBlC1  übergegan- 
gen, so  ist  zuerst 

A1Bl\\AB,    B^UBC,    C^UCA; 
ind 
ii|«9|  =s  AB,  B^C^  r=  BC,  (?|i4j  =  GA» 

Daher  sind  die  Figuren  AxBtBA} 


Fig.  sa. 


?2  60.  Sl.  Dm  dreiseitige  Pr 

B&CB,  CjA^C  Parallelogramme,  und  es  ist  AAl#BB1^CCv 
Da  ausserdem  ABC  ~  A^Bß.,  so  ist  der  von  dem  Dreieck  ABC 
beschriebene  Körper  ein  dreiseitiges  Prisma.    Also: 

Aendert  ein  Dreieck  seine  Lage  im  Räume  so, 
dass  einer  seiner  Punkte  eine  gerade  Strecke  be- 
schreibt, so  ist  der  von  dem  Dreieck  beschriebene 
Körper  ein  dreiseitiges  Prisma.  Andere  ausgedrückt: 
Sind  in  einem  Pentaeder  zwei  Grenzflächen  kon- 
gruente Dreiecke  in  parallelen  Ebenen,  so  ist  es  ein 
dreiseitiges  Prisma. 

Ein  dreiseitiges  Prisma  entsteht,  wenn  drei  Ebenen  sich 
in  parallelen  Geraden  schneiden  und  von  zwei  parallelen  Ebenen 
geschnitten  werden.  —  Ein  dreiseitiges  Prisma  ist  ein  Körper, 
begrenzt  von  zwei  kongruenten  Dreiecken  in  parallelen  Ebenen 
und  von  drei  Parallelogrammen.  —  Die  beiden  Dreiecke  heissen 
Grundflächen,  die  drei  Parallelogramme  Seitenflächen 
des  Prismas.  Die  Seiten  der  Dreiecke  heissen  Grundkanten, 
die  gemeinsamen  Seiten  der  Parallelogramme  Seitenkanten 
des  Prismas.  —  Ein  dreiseitiges  Prisma  hat  also  6  Ecken, 
9  Kanten  (3  Seitenkanten  und  6  Grnndkanten),  5  Flächen 
(3  Seitenflächen  und  2  Grundflächen)  und  9  Baumwinkel. 

Anm.  Wieviele  und  was  für  Ebenen  und  Kanten  schneiden  sich  in 
jedem  Eckpunkte  des  dreiseitigen  Prismas? 

Die  Seitenkanten  eines  dreiseitigen  Prismas  sind  gleich 
und  parallel,  ebenso  je  zwei  Grundkanten,  die  in  verschiedenen 
Grundflächen  aber  in  derselben  Seitenfläche  liegen. 

Je  zwei  gegenüberliegende  Ecken  einer  Seitenfläche  des 
dreiseitigen  Prismas  heissen  Gegenpunkte  desselben.  Jeder 
Eckpunkt  (z.  B.  vi,)  hat  also  zwei  Gegenpunkte  (B  und  C). 
Diejenige  Kante  {SC),  welche  zwischen  den  beiden  Gegen- 
punkten (B  und  C)  eines  Eckpunktes  (AJ  liegt,  heisst  seine 
Gegenkante.  Nur  die  Grundkanten  sind  Gegenkanten  der 
Eckpunkte. 

51.  Diagonalgcknitte.  —  Jede  durch  einen  Eckpunkt  und 
seine  Gegenkante  gelegte  Ebene  schneidet  das  Prisma  in  eine  n 
Dreieck,  welches  Diagonalschnitt  genannt  wird. 

Anm.  Man  gebe,  zuerst  mit  Hilfe  der  Fig.  32,  dann  ohne  dieseU  e, 
EU  jedem  Eckpunkte  die  Gegenpunkte  und  die  Gegenkante  an,  und  t  ►■ 
stimme  die  Anzahl  der  Diagonalschritte. 

Da  jeder  Diagonalschnitt  (z.  B.  VjAB,  Fig.  33)  ein  Dreiei  k 
ist  und  ausserdem  zwei  Seitenflächen  (ACC^)  und  BCCtl  ) 
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in  Dreiecke  zerlegt,  so  ist  von  den  beiden  Körpern,  in  welche 

er  das  Prisma  teilt,  der  eine  (CXABC)  von  vier  Dreiecken,  der 

andre  (C^B^BÄ)  von  vier  Dreiecken  Fig.  88. 

und  einem  Parallelogramme  begrenzt,  4^ ^i 

Man  hat  also  den  Satz: 

Jeder  Diagonalschnitt  teilt  \X«,/        I     168. 

das  dreiseitige  Prisma  in  ein 
Tetraeder  und  eine  vierseitige 
Pyramide. 

Da  ferner  nach  154  diese  vier- 
seitige Pyramide  durch  den  Diagonal- 
schnitt CXAXB  in  zwei  Tetraeder  zer- 
fällt, und   die  beiden  Schnitte  CXAB 

und  BCXAX  durch  die  beiden  Gegen- 
ecken B  und  Cx  gelegt  sind,  so  hat  man  den  Satz: 

Zwei  durch   ein  Paar  Gegenecken   gelegte  Dia-  169. 
gonalschnitte  teilen  das  dreiseitige  Prisma  in  drei 
Tetraeder. 

Anm.  Welches  sind  in  Fig.  33  diese  Tetraeder?  —  Welches  ist  die 
allen  dreien  gemeinsame  Kante?  —  Durch  wieviele  Diagonalen  der  Seiten- 
flachen  geht  jeder  Diagonalsohnitt,  und  wie  können  die  drei  Diagonalen 
in  Fig.  33  konstruiert  werden?  —  Welches  Tetraeder  enthält  die  untere, 
welches  die  obere,  welches  keine  Grundfläche  des  Prismas?  —  Der  Satz  169 
entspricht  dem  Satze  T.  II,  131.  Die  zwischen  den  drei  Tetraedern  be- 
stehende Beziehung,  durch  welche  diese  Analogie  vervollständigt  wird,  ist 
Gegenstand  eines  späteren  Satzes  (219). 

Legt  man  durch   einen  Punkt  (Cx)  Fi*  83a- 

einer  Tetraederkante  (BC3)  zwei  Ebenen 
(C1D1Bl  und  CXC2C)  parallel  zu  den  der 
Kante  gegenüberliegenden  Seiten,  und  eine 
dritte  Ebene  (C^C^D^  durch  zwei  der 
von  Ct  ausgehenden  Schnittlinien  (C1Dl 
und  CXCV  oder  CXC  und  C^),  so  zer- 
fällt das  Tetraeder  in  zwei  dem  ganzen 

ähnliche  Tetraeder  (BB1C1Dl  und  CxCC2iJ^ 

und  zwei  dreiseitige  Prismen  Bx  C1DlB2C2D2 

und  CC^DD^).    (Fig.  33a.)    Kurz: 

Jedes  Tetraeder  lässt  sich  durch     |/^<^|/      N\     169a. 
drei  Schnitte  in  zwei  dem   ganzen 
ähnliche  Tetraeder  und  zwei  dreiseitige  Prismen  zer- 
legen, 

6* 
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lim.  AmJog  li**t  «ich  Jede«  Dreieck  (OA,(i,)  dnreh  mi  Oendes 
(t^Dj  und  fyC)  in  iwei  dem  guimn  ähnliche  Dreiecke  und  ein  Perailalo- 
gremm  zerlegen.  Die  Beziehung,  wekbe  nrütchen  den  vier  Körpern  be- 
steht, wenn  Q  die  Mitte  von  BC,  iet,  und  durah  welefaa  dM*e  AneJogw 
TOTTolLrtändigt  wird,  ist  Gegenstand  sinea  »pitnreu  Sattes  (219). 

>)  Bawetrug  de«  FKnUelegnutau:  Die  Saale. 

52.  Definitionen,  und  Eigenschaften  der  Säule.  —  Ist  ein 
Parallelogramm  ABCD  durch  einfache  Verschiebung  im  Räume 
in  AlBlC1Dl  übergegangen,  so  ist  zuerst 

T    M  AlB1\\ABHDC\lDlCl; 

BtCx\\BC\\AD\\AxDx 
und 

A^^AB^DC^D^; 
BlC1  =  BC=:AD  =  A1Dv 
Daher  sind  die  Figuren  A^BA,  BXCXCB, 
i     C\DXDC7    D.AXAD     ebenfalls    Parallelo- 
1    gramme,  und  es  ist  AAi#BBx#CCi#DD1. 
■)b         Der   durch    die    Verschiebung    des 
Parallelogramms  ABCD  entstandene  Kör- 
per ist  demnach  von  sechs  Ebenen  be- 
grenzt  Ein  von  sechs  Ebenen  begrenzter 
Körper   heist  Hexaeder.     In  dem  gegenwärtigen  speziellen 
Falle  sind  die  Grenzfiguren  des  Körpers  Parallelogramme.    Ein 
von  lauter  Parallelogrammen  begrenztes  Hexaeder  heisst  Säule 
(Parallelepipedon).    Also: 
17a  Aendert  ein  Parallelogramm  seine  Lage  im  Räume 

so,  dass  einer  seiner  Punkte  eine  gerade  Strecke 
beschreibt,  so  ist  der  von  dem  Parallelogramme  be- 
schriebene Körper  eine  Säule.  Anders  ausgedruckt: 
Sind  in  einem  Hexaeder  zwei  Grenzflächen  kon- 
gruente Parallelogramme  in  parallelen  Ebenen,  so 
ist  es  eine  Säule. 

Eine  Säule  entsteht,  wenn  vier  Ebenen  sich  in  paralle- 
len Geraden  schneiden  und  von  zwei  parallelen  Ebenen  ge- 
schnitten werden.  —  Eine  Säule  ist  ein  Körper,  begrenzt  von 
zwei  kongruenten  Parallelogrammen  in  parallelen  Ebenen  und 
vier  Parallelogrammen.  Die  ersteren  Figuren  heissen  Grund- 
flächen, die  letzteren  Seitenflächen  der  Säule.  Die  Seiten 
der  Grundflächen  heissen  Grundkauten,  die  gemeinsamen 
Seiten  der  Seitenflächen  Seitenkanten  der  Säule.    Eine  Säule 
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hat  also  8  Ecken,  12  Kanten  (4  Seitenkanten  und  8  Grand- 
kanten), 6  Flächen  (4  Seitenflächen  und  2  Grundflächen)  und  *  7 
12  Baumwinkel.  > 

Anm.    Wieviele  und  was  für  Ebenen  und  Kanten  schneiden  sieh  in  >ü 

jedem  Eckpunkte  der  Saale?  -^ 

Die  Seitenkanten   einer  Säule   sind  gleich  und  171. 
parallel,   ebenso  je  vier  Grundkanten,   die  in  zwei 
nicht  anstossenden  Seitenflächen  liegen. 

Je  zwei  Eckpunkte  der  Säule,  die  nicht  zusammen  in  der- 
selben Grenzfläche  liegen,  heissen  Gegenpunkte  der  Säule. 
Jeder  Eckpunkt  (z.  B.  Ax)  hat  also  einen  Gegenpunkt  (0).  — 
Je  zwei  parallele  Kanten,  die  von  zwei  Gegeapunktea  aus- 
gehen, heissen  Gegenkanten.  Jede  Kante  (z.  B.  AtBx)  hat 
also  eine  Gegenkante  (CD).  —  Je  zwei  Flächen,  in  denen  zwei 
Paar  Gegenkanten  liegen,  heissen  Gegenflächen.   Jede  Fläche 

(9.  B.  A^CJyj  hat  also  eine  Gegenfläche  (ABCD).  —  Je 
zwei  Ecken,  deren  Scheitelpunkte  Gegenpunkte  sind,  heissen 
Gegenecken,  je  zwei  Baumwinkel,  deren  Scheitellinien  Gegen- 
kanten sind,  Gegenwinkel. 

Anm.  Welches  sind  hiernach  1)  die  vier  Paar  Gegenpunkte,  2)  die 
sechs  Paar  Gegenkanten,  8)  die  drei  Paar  Gegenflachen  der  Säule  in  Fig.  84? 

68.  Eigenschaften  der  Gegenflächen,  Gegenwinkel  und  Gegen- 
ecken.  —  Da  DC\\AB  und  DDX\\AAV  so  ist  auch  die  Ebene 
DGClOl  II ABBXAV  Dasselbe  Resultat  ergiebt  sich  für  die  Gegen- 
flächen BCCJli  und  ADDyA*.  Da  auch  die  Grundflächen  der 
Säule  einander  parallel  sind,  so  kann  man  allgemein  sagen: 

Je  zwei  Gegenflächen  einer  Säule  sind  einander  172. 

parallel. 

Aus  171  folgt,  dass  je  zwei  gegenüberliegende  Seiten- 
flächen einander  kongruent  sind.  Da  dasselbe  auch  für  die 
Grundflächen  der  Säule  gilt,  so  kann  man  allgemein  sagen: 

Je  zwei  Gegenflächen  einer  Säule  sind  einander  178. 
kongruent 

Nach  172  und  173  haben  je  zwei  gegenüberliegende 
Seitenflächen  dieselben  Eigenschaften  wie  die  Grundflächen. 
Daraus  folgt: 

In  einer  Säule  kann  jedes  Paar  Gegenflächen  als  174. 
Grundflächen  angesehen  werden. 

Eine  Säule  entsteht  hiernach,  wenn  drei  Paare  paralleler 
Ebenen  sich  schneiden.  Eine  Säule  ist  ein  Körper,  begrenzt 
von  drei  Paar  kongruenten  (in  parallel  Ebeaw  liegenden) 
Parallelogrammen. 


53—55.    Die  Säule. 

172  folgt: 

swei  Gegenwinkel  einer  Säule  sind  einander 

Gegenecken  einer  Säule  stimmen  nach  176  in  den 
(oder  nach  173  in  den  Seiten)  überein,  Bind  also,  da 
ianderfolge  der  Stücke  in  beiden  die  entgegengesetzte 
etrisch,  nach  112  (oder  104).    Also: 
wei  Gegenecken  einer  Säule  sind  symmetrisch. 

.    Andrer  Beweis  dieses  Satze«  mitteilt  der  Scheiteleoko  au  eine* 
gegebenen  Ecken  und  des  Satsee  99.  —  Wieviele  Tenohiedeiie 

■nten,  Ecken  and  Baumwinkel  kommen  an  einer  Saale  vor? 

SpecieUe  Arten  der  Säule.  —  Aus  171  folgt: 

1  in  einer  Säule  die  drei  von  einem  Eckpunkt 

nden  Kanten  einander  gleich,  so  sind  alle 

gleich. 

Grenzflächen  der  Säule  sind  in  diesem  Falle  sämmt- 

iben.    Eine  Säule,  deren  Grenzflächen  lauter  Rhom- 
heisst  rhombische  Säule  (Rhomboeder). 
Im  allgemeineren  Falle  können  ein  Paar  Gegenflachen  Rhom- 

Sind  zwei  Paar  Gegeniläehen  Rhomben,  so  mun  auch  das  dritte 

.«■selben  Art  sein.     Warum? 

173  folgt: 

Bine  Ecke  einer  Säule  eine  rechte,  so  sind  sie 

bte. 

Grenzflächen  der  Säule  sind  in  diesem  Falle  sänunt- 

tecke.    Eine  Säule,  deren  Grenzflächen  lauter  Recht- 

,  heisst  rechteckige  Säule. 


Grenzflächen  einer  Säule  können  endlich  alle  glclch- 
omben  und  Rechtecke,  d.  b.  Quadrate  sein.  Eine 
ren  Grenzflächen  lauter  Quadrate  sind,  heisst  qua- 
e  Säule  (Würfel). 

Im  allgemeineren  Falle  können  ein  Paar  oder  zwei  Paar 
d  Quadrate  sein.  —  Man  kombiniere  die  in  den  letzten  drei 
en  erwähnten  Fälle  und  bestimme  Anzahl  und  Begrenzung  der 
ntstehenden  Arten  von  Säulen.  —  Alle  Eigenschaften  der  Säule 
ih  die  rhombische  and  die  rechteckige  Saale.  Der  Würfel  ver- 
Ligen schiften  der  rhombischen  und  der  rechteckigen  Saale.  — 
ritchen  der  Saale  mit  ihren  speciellen  Arten  and  dem  Parallelo- 
seinen  speziellen  Arten  (T.  II,  70).  —  natürliches  Vorkommen 
»denen  Arten  von  Säulen  in  den  KryetaUgeatalten. 
Diaganalscfmitte,  Axen  und  Üiagonalaxen.  —  Jede 
ei  Gegenkanten  [gelegte  Ebene_  schneidet  die  Säule 
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in  einem  Parallelogramm  (171),  welches  Diagonalschnitt 
genannt  wird. 

Anm.  Wieviele  Diagonalachnitte  Bind  möglich?  —  Durch  jede  Seite 
und  jede  Diagonale  einer  Grenzfläche  geht  ein  Diagonalschnitt.  —  Wieviele 
und  welche  Diagonalschnitte  sind  in  Fig.  36  gezeichnet? 

Jeder  Diagonalschnitt    teilt   die   Säule  in   zwei  179. 
dreiseitige  Prismen. 

Anm.  Satz  179  entspricht  dem  Satze  T.  H,  131.  (S.  Anm.  zu 
Satz  169.) 

Zwei  Diagonalschnitte  tei-  Ffe*  66.  180. 

len  die  Säule,  wenn  sie  durch 
zwei  parallele  Kanten  (z.B.  AAX 
und  DDX)  gehen,   in  vier  drei- 

8eitigePrismen(z.B.^1Jf1Z)i4Jf2>), 
und  schneiden  sich  in  der  Ver- 
bindungsstrecke der  Mitten  (Jf 
und  Jf,)   zweier   Gegenflächen. 

DieVerbindungsstrecke  der  Mit- 
ten zweier  Gegenflächen  heisst  Axe 
der  Säule. 

Gehen  die  beiden  Diagonal- 
schnitte durch  zwei  sich  schneidende 
Kanten  (z.  B.  AAX  und  AD),  so  ist 
der  zweite  für  jedes  der  beiden  durch 
den  ersten  entstandenen  Prismen 
ebenfalls  Diagonalschnitt.    Es  folgt  also  aus  179  und  168: 

Zwei  Diagonalschnitte  teilen  die  Säule,  wenn  sie  181. 
durch  zwei  sich  schneidende  Kanten  (z.  B.  AAX  und  AD) 
gehen,  in  zwei  Tetraeder  und  zwei  vierseitige  Pris- 
men, und  schneiden  sich  in  der  Verbindungsstrecke 
zweier  Gegenpunkte  (A  und  Cx). 

Die  Verbindungsstrecke  zweier  Gegenpunkte  heisst  Dia- 
gonalaxe  der  Säule. 

Die  Diagonalaxe  ACX  ist  gleichzeitig  Diagonale  der  Paral- 
lelogramme AAXCXC  und  ÄDC^BV  Ihr  Mittelpunkt  0  liegt 
also  (T.  II,  133)  auch  in  der  Mitte  der  Strecken  Ax  C  und  BXD. 

Und  da  BXD  Diagonale  des  Parallelogramms  DDXBXB  ist,  so 
liegt  0  auch  in  der  Mitte  von  DXB.    Hieraus  folgt: 

Die  vier  Diagonalaxen  einer  Säule  schneiden  sich  182. 
in  einem  Punkte  und  halbieren  sich  gegenseitig. 

Der  Schnittpunkt  der  Diagonalaxen  heisst  Mittelpunkt 
der  Säule. 
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Da  die  Verbindungsstrecke  der  Mitten  zweier  Gegenseiten 
eines  Parallelogramms  den  andern  Seiten  parallel  ist,  durch 
den  Mittelpunkt  des  Parallelogramms  geht  und  in  demselben 
halbiert  wird  (T.  II,  134),  so  folgt  weiter: 
188.  Die  drei  Axen  einer  Säule  schneiden  sich  im  Mittel- 
punkte derselben,  halbieren  sich  gegenseitig  und  sind 
den  Kanten  parallel. 

184.  Die  sechs  Diagonalschnitte  einer  Säule  schneiden 
sich  im  Mittelpunkte  derselben. 

Anm.  In  was  für  und  wieviele  Körper  zerfallt  die  Säule  durah  alle 
Diagonalaohnitte?  —  Man  untersuche  Winkel  und  Längen  verhaltnia  dar 
Axen  bei  den  in  Nr.  54  erwähnten  speoiellen  Arten  der  Saale.  Einteilung 
der  Säulen  hiernach.    Anwendung  auf  die  Erystallographie. 

e)  Bewegung  des  Polygons:  Das  Prisma« 

56.  Definitionen,  und  Eigenschaften  des  Prismas.  —  Ist  ein 

Polygon  (ft-Eck)  ABCDE . .  durch  einfache  Verschiebung   im 

Fig.  36»  Räume  in  AlB1C1DlEl . .  überge- 

gangen, so  ist  zuerst 

A1Bl  II  AB  etc.;  und  AXB^  =AB  etc. 

Daher  sind  die  Figuren  AXBXAB  etc. 
Parallelogramme,  und  es  ist  AAt 
#BB.  etc. 

Der  durch  die  Verschiebung 

des  Polygons  ABCDE..,  entstan- 
dene Körper  ist  demnach  von  n  +  2 
Ebenen  begrenzt;  und  zwar  sind 
n  Ebenen  Parallelogramme,  2  Ebe- 
nen kongruente  Polygone.  —  Ein 
von  n  Parallelogrammen  und  2 
kongruenten  Polygonen  begrenzter 
Körper  heisst  Prisma.    Also: 

185.  ~  "  Aendert  ein  Polygon  seine 
Lage  im  Räume  so,  dass  einer  seiner  Punkte  eine 
gerade  Strecke  beschreibt,  so  ist  der  von  dem  Poly- 
gon beschriebene  Körper  ein  Prisma. 

Ein  Prisma  entsteht,  wenn  n  Ebenen  sich  in  parallelen 
Geraden  schneiden,  und  von  zwei  parallelen  Ebenen  geschnitten 
werden«  —  Ein  Prisma  ist  ein  Körper,  begrenzt  von  zwei  kon- 
gruenten Polygonen  in  parallelen  Ebenen  und  von  n  Parallelo- 
grammen. —  Die  beiden  Polygone  heissen  Grundfläche*, 


66— 6a  Das  Prisma.  f<j 

die  n  Parallelogramme  Seitenflächen  des  Prismas.  Die  Sei- 
ten der  Polygone  heissen  Grundkanten,  die  gemeinsamen 
Seiten  der  Parallelogramme  Seitenkanten  des  Prismas.  — 
Die  Entfernung  der  beiden  Grundflächen  heisst  Höhe  des 
Prismas.  Das  Prisma  heisst  n-seitig,  wenn  es  n  Seitenflächen 
enthält  —  Ein  n-seitiges  Prisma  hat  also  2»  Ecken,  3»  Kanten 
(fr  Seitenkanten  und  2n  Grundkanten),  »+ 2  Flächen  (n  Seiten- 
flächen und  2  Grundflächen)  und  3n  Raumwinkel.  —  Das  drei- 
seitige Prisma  ist  ein  specieller  Fall  des  allgemeinen  Prismas. 
Die  Säule  ist  ein  vierseitiges  Prisma,  in  welchem  jedes  Paar 
Gegenflächen  als  Grundflächen  angesehen  werden  kann.  —  Ein 
Prisma  heisst  regelmässig  oder  unregelmässig,  je  nach- 
dem seine  Grundflächen  regelmässige  oder  unregelmässige  Poly- 
gone sind.  Ein  Prisma  heisst  gerade  oder  schief,  je  nach- 
dem seine  Seitenkanten  auf  den  Grundflächen  senkrecht  stehen 
oder  nicht.    (Kombination  der  beiden  letzten  Einteilungen.) 

Aus  50  folgt: 

Die   Seitenflächen   eines    geraden   Prismas    sind  186. 
Rechtecke. 

Und  aus  185: 

Die  Seitenkanten  jedes  Prismas  sind  gleich  und  187. 
parallel,  ebenso  je  zwei  Grundkanten,  die  in  verschie- 
denen Grundflächen  aber  in  derselben  Seitenfläche 
liegen. 

57«  Pyramide  und  Prisma.  —  Rückt  die  Spitze  einer  Pyra- 
mide auf  einer  die  Ebene  der  Grundfläche  schneidenden  Gera- 
den in  unendliche  Entfernung,  so  werden  ihre  Seitenkanten 
dieser  Geraden  parallel,  und  die  Figur  eines  parallel  zur  Grund- 
fläche geführten  Schnittes  ist  der  Grundfläche  nicht  nur  ähn- 
lich (152),  sondern  auch  kongruent.  Der  durch  die  Schnitt- 
fläche gebildete  Pyramidenstumpf  verwandelt  sich  also  in  ein 
Prisma.  —  Ist  die  Gerade,  auf  welcher  die  Spitze  der  Pyra- 
mide sich  bewegt,  die  Höhe,  so  verwandelt  sich  der  Pyramiden- 
stumpf in  ein  gerades  Prisma.    Man  hat  hiernach  den  Satz: 

Jedes    Prisma   kann   angesehen   werden   als    ein  188. 
Pyramidenstumpf,   dessen  Seitenkanten  parallel  und 
dessen  Grundflächen  daher  kongruent  sind. 

Anm.  Das  dreiseitige  Prisma  ist  hiernach  ein  speaieUer  Fall  des 
Tetraeders.  —  Mittelst  des  Satzes  188  lassen  sich  ans  Sätzen  und  Formeln, 
welche  ffer  den  Pyramidenstompf  gelten,  entsprechende  für  das  Prisma 
ableiten. 

68«  Sehnütebenen  des  Prima*.  —  Wird  ein  Prisma  durch 
eine  Ebene  geschnitten,  so  ist  die  Gestalt  der  Teile  verscbie-* 
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achdem  der  Schnitt  durch  beide,  oder  durch  eine, 
h  keine  der  Grundflächen  geführt  wird. 
;hnitt  durch  beide  Grundflächen,  —  Ein  durch 
Endflächen  des  Prismas  geführter  Schnitt  teilt  das- 
Ewei  Polyeder.  —  Ist  der  Schnitt  den  Seitenkanten 
bo  sind  auch  seine  beiden  Schnittlinien  mit  den 
len  gleich  und  parallel  zu  den  Seitenkanten  (20);  der 
t  also  ein  Parallelogramm,  und  die  beiden  Polyeder, 

das  Prisma  zerfällt,  sind  wieder  Prismen.    Man  hat 
Satz: 
i   durch   beide   Grundflächen   eines   Prismas 

den  Seitenkanten  gelegte  Ebene  bildet  ein 
ogramm  als  Schnittfigur  und  teilt  das  Prisma 
neue  Prismen. 

ihnitt  durch  eine  Grundfläche.  —  Derselbe  teilt 
a  in  zwei  Polyeder. 

chnitt,  der  keine  Grundfläche  trifft  —  Der- 
leidet  jede  der  Seitenflächen,  und  ist  daher  ein  Poly- 
[leicher  Seitenzahl  wie  die  Grundflächen. 
»Fig.  36  ABCDE  eine  Grundfläche  des  Prismas  und 
.E^  die  Schnittfigur,  so  gehen  die  Verbindungslinien 
homologer  Ecken  beider  Polygone  (z.  B.  AA.L)  durch 

unendlich  fernen  Punkt.  Es  müssen  sich  ferner  die 
ungen  je  zweier  homologer  Seiten  (z.  B.  AB  und  A2B2) 
i  schneiden,  die  den  Ebenen  beider  Polygone  gleich- 
ehören, d.  h.  in  Punkten,  welche  auf  der  Schnittlinie 
snen  liegen.  Da  also  die  beiden  Polygone  die  Eigen- 
en, dass  die  Verbindungslinien  ihrer  homologen  Punkte 
i  einen  unendlich  fernen  Punkt  gehen,  und  dass  die 
tkte  ihrer  homologen  Seitenlinien  alle  auf  einer  end- 
i  Geraden  liegen,  so  sind  die  beiden  Polygone  affin. 
\  107.) 

ie  Schnittebene  den  Grundflächen  parallel,  so  ruckt 
tlinie  beider  Ebenen  in  unendliche  Entfernung,  und 
tat  der  beiden  Polygone  geht  in  die  Kongruei  i 
ieser  specielle  Fall  ist  in  Fig.  36  dargestellt.) 

Die  Kongruenz  der  beiden  Polygone  ist  auch  aua  der  Glsic  - 
eiten  und  aller  Winkel  leicht  zu  beweisen, 
dem  Voranstehenden  folgen  die  Sätze: 
i   durch    das   Prisma    gelegte   Ebene,    welcl  i 
r  Grundflächen  trifft,  bildet  als  Schnittfigi  r 
Grundfläche  affines  Polygon. 
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Eine  durch  das  Prisma  parallel  den  Grundflächen  19L 
gelegte  Ebene  bildet  als  Schnittfigur  ein  den  Grund- 
flächen kongruentes  Polygon  und  teilt  das  Prisma  in 
zwei  neue  Prismen. 

Legt  man  Ebenen  durch  eine  Seitenkante  eines  192. 
Prismas  und  durch  alle  aus  einem  ihrer  Endpunkte 
in  einer  Grundfläche  gezogenen  Diagonalen,  so  zer- 
fällt das  Prisma  in  n  —  2  dreiseitige  Prismen. 

d)  Bewegung  des  Kreises:  Der  Cylinder« 

59.  Definitionen,  und  Eigenschaften  des  Cy linders.  —  Wenn 
eine  Grundfläche  eines  geraden  oder  schiefen  Prismas  ein 
Sehnenpolygon  ist,  und  dieses  durch  Vervielfältigung  seiner 
Seitenzahl  in  eine  Kreislinie  übergeht  (s.  T.  II,  Nr.  162),  so 
verschwinden  die  Seitenflächen  des  Prismas,  und  die  Seiten- 
kanten bilden  eine  zusammenhängende  Fläche.  Diese  Fläche 
kann  auch  dadurch  entstanden  gedacht  werden,  dass  eine 
Seitenkante  sich  verschiebt,  während  ihr  einer  Endpunkt  be- 
ständig auf  der  Peripherie  des  Kreises  bleibt,  in  welchen  die 
Grundfläche  des  Prismas  überging.  Die  Fläche  ist  also  eine 
Cylinderfläche  (Nr.  15  am  Ende). 

Anm.  Auch  die  Gesammtheit  der  Seitenflächen  eines  gewöhnlichen 
Prismas  kann  als  Cylinderfläche  betrachtet  werden.    Inwiefern? 

Eine  Cylinderfläche,  deren  Leitlinie  eine  in  sich  zurück- 
kehrende (sich  selbst  nicht  schneidende)  Linie  ist,  schliesst 
sich  durch  das  Hinzutreten  zweier  paralleler  Ebenen  zu  einem 
Körper,  welcher  Cylinder  genannt  wird.  —  Ein  Cylinder  ist 
also  ein  Körper,  welcher  begrenzt  wird  von  einer  Cylinderfläche 
und  zwei  parallelen  Ebenen,  deren  Schnittfiguren  in  sich  selbst 
zurückkehrende,  sich  selbst  nicht  schneidende  Linien  sind.  Die 
Cylinderfläche,  soweit  sie  den  Cylinder  begrenzt,  heisst  Mantel, 
die  ebenen  Schnittfiguren  Grundflächen  des  Cylinders.  Die 
Entfernung  der  beiden  Grundflächen  heisst  Höhe  des  Cylinders; 
die  Seitenlinien  der  Cylinderfläche,  soweit  sie  zwischen  den 
Grundflächen  liegen,  heissen  Seitenlinien  des  Cylinders. 

Ein  Cylinder,  dessen  Grundflächen  Kreise  sind,  heisst 
gemeiner  Cylinder.  Die  Strecke,  welche  die  Mittelpunkte 
dieser  Kreise  (Grundkreise)  verbindet,  heisst  Axe  des  Cy- 
linders. 

Ein  gemeiner  Cylinder  heisst  gerade  oder  schief,  je 
nachdem  seine  Axe  auf  den  Grundflächen  senkrecht  steht  oder 
nicht.  —  Wie  der  Cylinder  im  allgemeinen  ein  Specialfall  des 
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so  ist  der  gerade  Cylinder  ein  Specialfall  des  geraden 

das  Prisma  aus  dem  Polygon,  so  entsteht  der  ge- 
linder durch  einfache  Verschiebung  eines  Kreises  im 

Hau  kann  daher  sagen: 

dert  ein  Kreis  seine  Lage  im  Räume  so,  dass 
liner  Punkte  eine  gerade  Strecke  beschreibt, 
ler  von  dem  Kreise  beschriebene  Körper  ein 
>r  Cylinder. 

187  folgt: 

Seitenlinien  eines  Cylinders  sind  gleich  und 

Kegel  und  Cylinder.  —  Rückt  die  Spitze  eines  Kegels 
'  die  Ebene  der  Grundfläche  schneidenden  Geraden  in 
le  Entfernung,  so  werden  ihre  Seitenlinien  dieser  Ge- 
irallel,   und  die  Figur   eines  parallel  zur  Grundfläche 
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geführten  Schnittes  ist 
der  Grundfläche  nicht 
nur  ähnlich  (166),  son- 
dern auch  kongruent. 
Der  durch  die  Schnitt- 
fläche gebildete  Kegel- 
stumpf verwandelt  sich 
also  in  einen  Cylinder.- 
Ist  die  Gerade,  auf 
welcher  die  Spitze  des 
Kegels  sich  bewegt,  ! 
die  Hohe,  so  verwan- 
delt sich  der  Kegel- 
stumpf in  einen  gera- 
lder. Man  hat  hiernach  den  Satz: 
er  Cylinder  kann  angesehen  werden  als  ein 
umpf,  dessen  Seitenlinien  parallel  und  dessen 
ächen  daher  kongruent  sind. 

.  Mitteilt  de»  Satzes  196  lMBon  »ioh  am  Sätzen  und  Formeln 
den  Eegelitumpf  galten,  entsprechende  für  den  Cylinder  ableiten' 
Schnittebenen  des  gemeinen  Cylinder».  —  1)  Schnitt 
ieide  Grundflächen,  —  Nur  die  den  Seitenlinien 
i  Schnitte  sind  beachtenswert.  Aus  189  folgt: 
e  durch  beide  Grundflächen  eines  Cylinders 
den  Seitenlinien  gelegte  Ebene  bildet  ein 
ogramm  als  Schnittfigur. 


61.    Der  Cylinder,  83 

Die  Cylindcrflächc  wird  von  einer  solchen  Ebene  (Se- 
kantenebene) in  zwei  Seitenlinien  geschnitten.  Jede  durch 
die  Axe  der  Cylinderfläche  gehende  Sekantenebene  heisst  Axen- 
schnitt,  derjenige  Axenschnitt,  welcher  auf  der  Grundfläche 
senkrecht  steht,  Hauptschnitt.  Da  die  Endpunkte  der  Axe 
00,  (Fig.  37)  Mitten  zweier  gegenüberliegenden  Seiten  (AB 
und  A  jß.)  eines  Axenschnittes  sind,  so  ist  auch  AO  #  Al0v 
folglich  OO.^AAj-,  d.  h.: 

Die  Axe  eines   Cylinders   ist  gleich  und  parallel  197. 
den  Seitenlinien. 

Der  durch  eine  Höhe  des  schiefen  Cylinders  ge-  197», 
legte  Axenschnitt  steht  auf  der  Grundfläche  senkrecht 
(ist  also  der  Hauptschnitt).  —  Im  geraden  Gylinder 
ist  jeder  Axenschnitt  Hauptschnitt. 

Anm.  Was  ftr  Figuren  sind  die  Axensohnitte  eines  geraden  Cylin- 
ders ?  —  Entstehung  des  geraden  Cylinders  durah  Drokang  eines  Reohteaki 
tun  eine  seiner  Seiten.  —  Welcher  Axensehnltt  des  noliiefen  Cylinders  ist 
ein  Reohteok?  

Dreht  eine  Sekantenebene  DEFG  (Fig.  38)  sich  um  eine 
ihrer  Schnittlinien  HC  soweit,  bis  die  andere  Schnittlinie  #,C, 
mit  HC  zusammenfällt,  wodurch  DEFG  in  D1ElFlGi  übergeht, 
so  hat  letztere  Ebene  mit  der  Cylinderfläche  nur  zwei  zu- 
sammenfallende, d.  h.  eine  Gerade  (HC)  gemeinsam. 

Eine  Ebene, 
welche    mit    der 
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Cylinderfläche  nur 
eine  Gerade  ge- 
meinsam hat, 
heiBBt  Tangen- 
tenebene. Man 
sagt,  sie  berühre 
die  Cylinderfläche 
in  der  gemeinsa- 
men Geraden  (Be- 
rührungslinie). 
Die  Schnitt- 
linie EF  der  Se- 
kantenebene mit 
einer  Grundfläche 
des  Cylinders  ist 

eine  Sekante  des  Grundpreises.  Fällt  nun  ä,C,  mit  HC  zu- 
sammen, so  fällt  auch  C,  auf  C;  d.  h.  die  Sekante  EF  geht 
über  in  eine  Tangente  R1FV  und  man  hat  den  Satz: 


n 
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196.  Jede  Tangentenebene  eines  gemeinen  Cylinders 
schneidet  die  Ebenen  der  Grandkreise  in  Tangenten 
der  Grundkreise.    (Umkehrung.) 

Anm.  Hieraus  folgt  die  Konstruktion  der  Tangentenebene 
in  einer  gegebenen  Seitenlinie  HC  der  Cylinderfläohe.  Man  lese  in  C  die 
Tangente  Jsj  J^  an  den  Grundkreis,  und  lege  die  Ebene  durch  HC  und  E{FX. 
Diese  ist'die  gesuchte. 

Ist  der  Cylinder  ein  gerader,  so  ist  OxO,  also  (nach  197) 
auch  HC  senkrecht  zu  den  Grundflächen,  also  auch  zur  Tan- 
gente EjFy  —  Fällt  im  schiefen  Cylinder  HC  mit  einer  der 
Seitenlinien  des  Hauptschnittes  AXA  (oder  BXB)  zusammen,  so 
ist  OA  der  Neigungsschenkel  von  AXA.  Nun  ist  OCExszOCFx=zR. 
In  allen  drei  Fällen  ist  also  nach  65  HCEx=z  HCFX=R\  d.  h.: 
es  stehen  HC  und  OC±ExFx;   mithin  steht  EXFX  (nach  49) 

und  die  Tangentenebene  ^\EXFXGX  (nach  52)  auf  dem  Axen- 

schnitt  HCOOx  senkrecht.    Man  hat  also  den  Satz: 

199.  Im  geraden  Cylinder  stehen  alle,  im  schiefen  die 
beiden  durch  die  Seitenlinien  des  Hauptschnittes  ge- 
legten Tangentenebenen  auf  dem  durch  die  Berüh- 
rungslinie gehenden  Axenschnitte  senkrecht  —  Im 
geraden  Cylinder  stehen  alle  Tangentenebenen  auf 
den  Grundflächen  senkrecht 

Unmittelbar  einleuchtend  ist  der  folgende  Satz: 

200.  Legt  man  durch  die  Seiten  eines  dem  Grundkreise 
einbeschriebenen  (umbeschriebenen)  n-Ecks  Ebenen, 
welche  der  Axe  parallel  sind,  so  begrenzen  dieselben 
ein  dem  Cylinder  einbeschriebenes  (umbeschriebenes) 
n-seitiges  Prisma. 

Zwei  an  dieselbe  Cylinderfläche  gelegte  Tangentenebenen 
schneiden  sich  in  einer  Geraden,  welche  der  Axe  parallel  ist 
(20).  Da  diese  Gerade  ausser  durch  die  Richtung  der  Axe 
noch  durch  einen  beliebigen  ihrer  Punkte  bestimmt  ist,  so  hat 
man  den  Satz: 
aoi.  Durch  einen  auf  der  konvexen  Seite  der  Mantel- 
fläche eines  gemeinen  Cylinders  liegenden  Punkt  las- 
sen sich  zwei  Tangentenebenen  an  die  Cylinderfläche 
legen. 

Anm.     Um  aus  einem  gegebenen  Punkte  Di   die  beiden   Ten- 


aus  Ry  an  den  Grundkreis  gelegten  Tangenten,  so  sind  Di&\c  und  A^i^ 
die  gesuchten  Tangentenebenen.  —  Durch  eine  Gerade,  welche  ausserhalb 
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«UM  Cylinder«  der  Axe  desselben  parallel  bt,  können  zwei,  durch  eine 
beliebige  andere  Gerade  kann  trar  dann  eine  Tangen tenebene  gelegt  wer- 
den, wenn  sie  die  Mantelfiäobe  in  einem  Punkte  berührt.  (Denn  jede  in  • 
einer  Tangentenebene  liegende  Qerade  hat  mit  der  Berflhrnngslinie,  alio 
auoh  mit  der  Mantelfläche,  einen  einzigen  Punkt  gemeinsam.) 

2)  Schnitt  durch  eine  Grundfläche.  —  Von  der 
Gestalt  der  Schnittlinie  in  diesem  und  dem  folgenden  Falle 
wird  später  die  Rede  sein.  Der  Cylinder  zerfällt  durch  den 
eben  angegebenen  Schnitt  in  zwei  Körper,  deren  Gestalt  zu 
keiner  besonderen  Untersuchung  Anlass  giebt. 

3)  Schnitt,  der  keine  der  Grundflächen  trifft.  — 
Derselbe  schneidet  die  Mantelfläche  in  einer  krummen  Linie, 
welche  mit  den  Gruntlkreisen  affin  ist  (Nr.  58).  Ist  die  Schnitt- 
ebene  der  Grundfläche  parallel,  so  ist  die  Schnittfigur  dem 
Grundkreise  kongruent.  (Dieser  specielle  Fall  ist  in  Fig.  38 
dargestellt) 

Aus  dem  Voranstehenden  folgen  die  Sätze: 

Eine  durch  den  Cylinder  gelegte  Ebene,  welche  202, 
keine  der  Grandflächen  trifft,  bildet  als  Schnittfigur 
eine  der  Grundfigur  affine  Linie. 

Eine  durch  den  Cylinder  parallel  den  Grundflächen  203. 
gelegte  Ebene  bildet  als  Schnittfigur  einen  den  Grund- 
flächen kongruenten  Kreis  und  teilt  den  Cylinder  in 
zwei  neue  Cylinder. 

Da  eine  auf  der  Axe  senkrechte  Ebene  (Normalschnitt) 
nur  beim  geraden  Cylinder  eine  Kreislinie  als  Scbnittfigur  lie- 
fert, so  ist  nur  die  Mantelfläche  eines  geraden  Cylinders  eine 
gemeine  Cylinderfläche,  nicht  aber  diejenige  eines  schiefen 
Cylinders.  Demnach  sind  die  Ausdrücke  „gemeiner  Cylinder" ' 
and  „gemeine  Cylinderfläche"  wohl  zu  unterscheiden. 

ß)  Mehrmalige  Bewegung  der  Figur. 

62.  Vorbemerkung.  —  Nach  T.  II,  Nr.  6  erlangt  ein  durch 
Bewegung  eines  Gebildes  entstehendes  neues  Gebilde  die  Eigen- 
schaft einer  bestimmten  Grösse  durch  die  längere  oder  kürzere 
Dauer  der  Bewegung  des  erzeugenden  Gebildes.  Die  Grösse 
des  neuen  Gebildes  hängt  also  ab  von  der  Grösse  des  erzeu- 
genden Gebildes  und  von  der  Grösse  seiner  Bewegung.  Hieraus 
folgt  anmittelbar  der  allgemeine  Satz: 

Durch  gleiche  Bewegungen  (fc,  und  fc.)  gleicher  Ge-  aosa. 
bilde  (a,  u.  a,)  entstehen  wieder  gleiche  Gebilde  (a,  u.  a2). 

Anm.  Da  die  in  T.  II,  Nr.  6  besprochene  Bewegung  eine  Vorwärts- 
bewegung, d.  h.  eine  Verschiebung  igt,  so  und  *i  und  *j  parallele  Strecken. 
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1  hieraus  weiter: 

chen  zwei  gleiche  Gebilde  (a,  und  Oj)  ungleiche 
ngen  (Ä,  und  *,),  so  verhalten  sich  (an  Grösse) 
stehenden  Gebilde  (a.  und  a.)  wie  die  Bewe- 

a4      *,' 
chen  zwei  ungleiche  Gebilde  (a,  und  a,)  gleiche 
ngen  (ft,  und  h3),  so  verhalten  sich  (an  Grösse) 
stehenden  Gebilde  (a,  und  n2)  wie  die  erzeu- 


in  zwei  ungleiche  Gebilde  (a,  und  as)  durch  ungleiche 
gen  (a,  und  A3)  zwei  Gebilde  (a.  und  a.)  hervorbrin- 
nebmen  wir  noch  ein  drittes  Gebilde  (a)  an,  welches 
lurch  die  Bewegung  \  entsteht.    Es  entsteht  also 
a,  aus  u,  durch  die  Bewegung  hv 

»        »     a]         »  it  ii  A2> 

o2    »   «2      »       »  »        *r 

nach  203b  und  203c: 

durch  Multiplikation: 

fl  =  ^l  ÄJ- 
a2  o8 '  V 
lachen  zwei  ungleiche  Gebilde  (o,  und  a2)  an- 
Bewegungen  (hi  und  fcs),  so  ist  aas  Grössen- 
nis  der  entstehenden  Gebilde  (a,  und  aa)  gleich 
»dukt  aus  den  Grössenverhältnissen  der  erzen- 
Gebilde  und  der  Bewegungen. 

i.     Ton  diesen  Sitzen    sind   die  Sätze  T.  II,  140,  143,  144,   147 
'Uta. 

Bewegung  des  Parallelogramms. 

1.  Die  geometrischen  Operationen  mit  Säulen. 
Addition.  —  a)  Stellt  ABCDSF  (39)  eine  ebene  Figur 
velcher  zwischen  den  Parallelogrammen  ab,  be,  ae  die 
ig  besteht: 

ab  +  be  =  ae  (vgl.  T.  II,  Nr.  81), 
t  diese  Figur  durch  Verschiebung  in  4,8,  Cr,/),!,/1, 
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über,  so  beschreibt  jedes  der  drei  Parallelogramme  eine  Säule, 

(abalbJ  =  ab,  beblel  —  6c,  acalel  =  ac),  jedes  der  Dreiecke  ABC 

und  DBF  ein  dreiseitiges  Prisma.  Aus  203a  folgt  dann,  dass 
die  beiden  Prismen  gleiche  Grösse  haben.  Subtrahiert  man 
dann  das  linke  Prisma  von  der 

Summe  der  Säulen  abaxbx  und 

bcb1ev  und  addiert  das  rechte 
Prisma  hinzu,  so  erhält  man 

die  Säule  acaxev    Es  ist  also 

1)  ob  +  bc  =3  ac. 

b)  Stellt  ABCDEF  ein  dreisei- 
tiges Prisma  vor,  so  hat  man 
von   der  Summe   der  Säulen 

aba1b1  und  beb.e.  noch  das 
hintere  Prisma  (A^X^E^) 

zu  subtrahieren  und  das  vor-  

dere  (ABCDEF)  zu  addieren,  um  die  Säule  acalcl  zu  erhalten. 
Die  Formel  1)  gilt  also  auch  in  diesem  Falle. 

In  beiden  Fällen  entstehen  die  Säulen  ab,  bc  und  ac  auch 
durch  Verschiebung  der  Parallelogramme  a  nach  b,  b  nach  c 
und  a  nach  c.    Aus  Formel  1)  ergiebt  sich  die  Regel: 

Soll  man   zwei   Säulen  mit   kongruenter  Grund-  204 
fläche  addieren,  so  legt  man  sie  so  hinter  einander, 
dass  ihre  ersten  Grundflächen  zusammenfallen.    Dann 
ist  ihre  Summe   die  Säule   zwischen    ihren    anderen 
Grundflächen. 

Anm.     Addition   mehrerer  Säulen   daroh  wiederholte  Anwendung  ' 
von  804. 

64.  Subtraktion.  —  Aus  1)  folgt: 

2)  ac  —  bc  =  ab. 

Demnach  ist  ob  die  Differenz  zwischen  ac  und  bc,  und  Fig.  39 
liefert  die  Regel: 

Soll  man  eine  Säule  von  einer  anderen  mit  kon-  206. 
gruenter  Grundfläche  subtrahieren,  so  legt  man  sie 
so  in  einander,  dass  ihre  ersten  Grundflächen  zusam- 
menfallen.  Dann  ist  ihre  Differenz  die  Säule  zwischen 
ihren  anderen  Grundflächen. 

Sind  die  durch  Subtraktion  zu  vereinigenden  Säulen  in- 
haltsgleich, so  fallen  [nach  Formel  2)]  auch  ihre  zweiten  Grund- 
flächen in  dieselbe  Ebene;  d.  h.:  beide  Säulen  liegen  zwischen 
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Säulen  mit  gieicnen";  uruna-i 
flächen  ein  Zeichen  ihrer  Inhalts-  1 
gleichheit.  Da  diese  Säulen  gleiche  1 
Höhe  haben,  so  kann  man  auch  . 
sagen: 

Säulen      mit      | 

Grundfläche  und  He 

inhaltsgleich. 

15.  Multiplikation.  —  Addiert  man  (nach  204)  R_k> 

Säulen   (A..B2  =  9),   so   entsteht   eine   Säule   (A . . 

welche  n-mal  so  gross  ist  als  jede   der  gegebenen 

Fig.  41.  diese   Konstruktion    ist 

letztere    (9)    mit   n    mu 

und  man  hat 

3)  ».»  =  8. 
Da  ferner  AE=n.AB,  : 
eine  n-mal  so  grosse  Sc 
als  2t,  und,  wenn  man  A 
Grundfläche  betrachtet,  e 
so  grosse  Höhe  als  3t. 
folgt  (mit  BerOcksichtigunj 
der  Satz: 

307,  Säulen  mit  gleicher  Grundfläche  verhalt 

wie  ihre  Höhen. 


Betrachtet  man  A.E.  als  Grundfläche  von  *>  * 
als  Grundfläche  von  %  so  nahen  beide  Säulen,  da  sie 
denselben  parallelen   Ebenen   liegen,   gleiche  Höhe, 
vorige  Satz  lautet  jetzt: 
308.         Säulen  mit  gleicher  Höhe  verhalten  s: 
Grundflächen. 


a  sie  ...w»  - 
[öhe,    und   der! 

ich  wie  ihre  | 


*)  Die  Kongruenz  der  Grundflächen  irt  nur  Bedingung  für  die  1 
liohkeit  des  Aufcananderlegens  derselben.  Nach  808«  ist  aber  die  Ob 
heit  zweier  durch  Bewegung  entstandenen  Gebilde  iiiofat  von  der  i 
grueni,  sondern  nur  von  der  Gleichheit  der  erzeugenden  Gebilde  abhku 
Man  kann  also  x.  B.  die  Säule  ae  (Fig.  40}  durch  eine  andre  mit  glei 
Grundfläche  crteteen,  entstanden  durch  gleiche  Bewegung  (aho  mit  Sei 
kanten,  die  denen  der  eriten  gleich  und  parallel  riud). 


r 
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66.  Teilung.  —  Aus  3)  folgt: 

4)        ® 
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n 


=  21. 


Da  die  Strecke  AB  durch  die  Punkte  2?,  C,  ...  in  ebensoviel 

gleiche  Teile  geteilt  wird,  wie  die  Säule  A  ,.E2  durch  die 

Parallelogramme  B.jBL,  C.  Cv  . . . ,  so  kann  man  eine  gege- 
bene Säule  in  n  gleiche  Teile  teilen,  indem  man  eine  Kante 
derselben  in  n  gleiche  Teile  zerlegt  und  durch  die  Teilpunkte 
parallele  Ebenen  zu  den  angrenzenden  Seiten  legt. 

67.  Messung.  —  Aus  3)  folgt  ferner: 

CA  ö 

5)       ¥  =  n; 

d.  h.:  Der  Quotient  zweier  Säulen  (also  überhaupt  zweier  209. 
Polyeder)  ist  eine  Zahl. 

Durch  die  Sätze  207  und  208  ist  die  Messung  von  Säulen 
mit  gleicher  Grundfläche  oder  Höhe  auf  die  Messung  von 
Strecken  (s.  T.  II,  Nr.  20)  zurückgeführt;  es  bleiben  also  auch 
alle  dort  gemachten  Bemerkungen  über  die  Masszahl  n  in  Kraft. 

Um  zwei  beliebige  Säulen  durch  einander  zu  messen,  neh- 
men wir  an,  eine  Fläche  m2  sei  in  der  Grundfläche  der  ersten 
p-mal,  in  der  der  zweiten  g-mal  enthalten,  und  eine  Strecke  ml 
in  der  Höhe  der  ersten  pj-mal,  in  der  der  zweiten  gj-mal. 

Dann  verhalten  sich  die  Grundflächen  wie  — ,  die  Höhen  wie 

TB  Q 

z-1.  —  Legt  man  nun  durch  die  Teilpunkte  der  Höhen  parallele 

Ebenen  zu  den  Grundflächen,  so  zerfallt  die  erste  Säule  in 
p1  gleiche  Teile  (31),  die  zweite  in  qx  gleiche  Teile  (83).  Dann 
verhält  sich  nach  208 

»  "  q'1 
also  **«&■; 

d.  h.:  Säulen  verhalten  sich  wie  die  Produkte  aus  den  210. 
Masszahlen  von  Grundfläche  und  Höhe. 

Anra.  $206  ist  in  207  and  208,  207  and  208  sind  in  210  als  spe- 
ciale Fälle  enthalten. 

Setzt  man  in  5)  21  =  1,  so  wird  33  =  n,  d.  h.  auch  eine 
Zahl    Setzt  man  also  irgend  eine  bestimmte  Säule  gleich  1, 

6* 
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so  kann  man  alle  Säulen  (und  Polyeder)  als  Zahlen  darstellen. 
Weiteres  hierüber  s.  in  dem  Abschnitt  über  rechnende  Ste- 
reometrie. 

2.  Säule  und  dreiseitiges  Prisina. 

68.  Sätze.  —  Ein  Diagonalschnitt  teilt  die  Säule  in  zwei 
dreiseitige  Prismen  (179).  Da  die  Grundflächen  dieser  beiden 
Prismen  einander  kongruent  sind  (T.  II,  131),  und  beide  Pris- 
men durch  gleiche  Bewegungen  dieser  Grundflächen  entstehen, 
so  folgt  aus  203a: 

211.  Jeder  Diagonalschnitt   teilt  eine   Säule   in  zwei 
inhaltsgleiche  dreiseitige  Prismen. 

212.  Jedes  dreiseitige  Prisma  ist  halb  so  gross  als  eine 
Säule  von  doppelter  Grundfläche  und  gleicher  Höhe. 

213.  Dreiseitige  Prismen  mit  gleicher  Grundfläche  und 
Höhe  sind  inhaltsgleich. 

Haben  zwei  n-seitige  Prismen  31  und  8  gleiche  Höhe  und 
Grundfläche,  so  kann  man  die  eine  Grundfläche  b  in  eine  der 
andern  kongruente  a,  verwandeln,  und  erhält  dadurch  ein 
neues  Prisma  9LV  welches  nach  203a  mit  39  inhaltsgleich  ist. 
Dann  kann  man  nach  192  die  Prismen  A  und  Ax  durch  Dia- 
gonalschnitte in  dreiseitige  Prismen  zerlegen,  von  denen  je  zwei 
nach  213  inhaltsgleich  sind.  Es  sind  demnach  auch  die  Pris- 
men A  und  Av  folglich  auch  A  und  B  inhaltsgleich,  und  man 
hat  den  Satz: 
2U.  Prismen  mit  gleicher  Grundfläche  und  Höhe  sind 
inhaltsgleich. 

Anm.  Im  Satze  203a  war  angenommen,  dass  die  Bewegungen  A| 
und  Ao  gleiche  und  parallele  Strecken  bedeuteten.  Nach  214  lasst  sich 
diese  Bedingung  für  Prismen  dahin  erweitern,  dass  kt  und  Jbj  nur  diejeni- 
gen Strecken  zu  sein  brauchen,  welche  die  Grösse  der  einfachen  Ver- 
schiebung (T.  II,  Nr.  27)  angeben.  Sind  diese  Strecken  gleich,  so  brauchen 
die  von  homologen  Punkten  der  erzeugenden  Figuren  beschriebenen  Strecken 
nicht  gleich  und  parallel  zu  sein. 

Auch  die  Sätze  207,  208,  210  gelten  nun  in  Folge  von 
211  nicht  nur  für  Säulen,  sondern  auch  für  dreiseitige  Prismen, 
und  in  Folge  von  192  für  beliebige  Prismen.    Also: 

215.  Prismen  mit  gleicher  Grundfläche  verhalten  s  ch 
wie  ihre  Höhen. 

216.  Prismen  mit  gleicher  Höhe  verhalten  sich  wie  il  re 
Grundflächen. 

217.  Prismen  verhalten  sich  wie  die  Produkte  aus  <  en 
Masszahlen  von  Grundfläche  und  Höhe« 


69.   Dan  Pri 

3.  Dreiseitiges  Prisma 
69.  Sütze.  —  Schneidet  m 
Polyedern  Sß.  und  Sß,  durch  1 
ähnliche  Polyeder  X  und  X, 
ab,  so  ist  nach  dem  Begriff 
der  Aehnlichkeit  2^,  der  eben- 
sovielte  Teil  von  Iß,,  wie  X 
von  $ß;  d.  h.  es  ist 

Ann..  Wie  lautot,  der  entsprechen  du 
Satz  der  ebenen  Geometrie? 

Es  seien  nun  drei  anstossende 
Kanten  eines  dreiseitigen  Prismas 
^ß  =  Bi..D.Ci  (Fig.  42)  halbiert, 
so  dass  BJJj  =  BtB,  B2D2  =  DJ), 
B2C2=C2C3  ist;  und  es  sei  das 
ähnliche  PriBma  tyl  =  B2..D1CJ 
konstruiert.  Dann  ist  die  Grund- 
fläche von  $.  (B2D2C2)  4-  der 
Grundfläche  von  $  (T.  II,  359), 
und  die  Höbe  von  Sß,  -\-  der  Höhe 
von  5ß;  also  ist  nach  217: 

Schneidet  man  femer  von  dem 
Prisma  $  durch  die  Ebene  BDC3 
das  Tetraeder  %  =  BB,^D_ab,  und 
die  homologe  Ebene  BJ)2C2  das 
(e^BBlCiDl),  so  ist  nach  1)  und  2 

2,     f={;oderI 

Nun  zerfällt  das  Tetraeder  3 
mit  iE,  kongruenten  Tetraeder  BBX 
beiden  Prismen  B2  . .  D^  (=  $p,)  u 
die  Hälfte  der  Säule  B2..G5  (212 
Säule  C2 . .  Db.  Da  beide  Säulen  n 
so  ist  auch 
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B,..DIC,  =  Cl . .  JJD,  =  $,i 

S)  a;  =  2S,+2?Pr 

etzt  man  3)  in  2)  ein,  so  folgt: 

8S1+2¥1  =  8Sli 

2¥,  =  6S,; 
¥,  =  311;,; 

Das  dreiseitige  Prisma  <ß,  ist  dreimal  so  gross  als  das 
ider  Xv  welches  dieselbe  Grundfläche  und  Höhe  mit  ihm 
Mit  Berücksichtigung  von  214  kann  man  nun  sagen: 
edes  Tetraeder  ist  der  dritte  Teil  eines  dreisei- 

Prismas,  welches  mit  ihm  gleiche  Grundfläche 
lohe  hat. 

nm.  Ohne  Formel rechnung  lautet  die  Ableitung  des  Satze«  so: 
aase  Prisma  ist  achtmal  so  gross  als  du  kleine,  also  nach  218  aooh 
>sse  Tetraeder  achtmal  so  gross  als  das  kleine,  oder,  nach  Abzug 
ei  kleinen  kongruenten  Tetraeder,  der  Best  sechsmal  so  gross  all 
rselben.  Da  aber  der  Beat  ans  zwei  inhaltagteiohen  Prismen  be- 
o  ist  jedes  derselben  dreimal  ao  gross  als  dos  Tetraeder  mit  gleich« 
äelie  und  Hohe.  —  Der  Satz  219  entspricht  dem  geometrischen 
?.  II,  141.  Jener  folgte  aber  anmittelbar  ans  der  Kongruenz  der 
e,  in  welohe  das  Parallelogramm  durch  eine  Diagonale  zerfällt, 
ä  das  dreiseitige  Prisma  eich  nicht  in  kongruente  Tetraeder  aer- 
isat,  Offenbar  läset  sioh  aooh  jener  geometrische  Satz,  ohne  die 
enz  zn  Hilfe  zu  nehmen,  ebenso  wie  219  ableiten.  (Man  fahre 
H) 

us  213  und  219  folgt: 

etraeder  mit  gleicher  Grundfläche  und  Höbe 
inhaltsgleich. 

us  220  folgt,  dass  die  drei  Tetraeder,  in  welche  nach 
des  dreiseitige  Prisma  geteilt  werden  kann,  inhaltsgleich 
Es  ist  nämlich,  wenn  man  in  jedem  Tetraeder  den  ersten 
taben  als  Spitze  betrachtet  (s.  Fig.  33): 


C1ASC=BA1BlCv  und  C^^JcC,^«! 
atz  169  lautet  daher  vervollständigt: 
wei  durch  ein  Paar  Gegenecken  gelegte  Diagonal- 
tte  teilen  das  dreiseitige  Prisma  in  3  inhal  s- 
le  Tetraeder. 

nm.    Der  entsprechende  geometrische  Satz  ist  T.  II,  131. 

.us  216  und  219  folgt: 

'etraeder  mit  gleicher  Hohe  verhalten  sich  wie  ihre  Gru  d- 

i.     Nach  154  kann  jede  n-seitige  Pyramide  in  Tetrae  er 

leicher  Höhe  zerlegt  werden.    Haben  nun  zwei  »-seit  je 


r 
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Pyramiden  %  und  %'  gleiche  Grundfläche  und  Höhe,  und  ist 
die  erste  in  die  Tetraeder  %v  %2,  . . . ,  die  zweite  in  die 
Tetraeder  £/,  X2',  . . .  geteilt,  so  ist,  wenn  die  Grundflächen 
durch  et  bezeichnet  werden,  nach  dem  letzten  Satze: 

Xn       a. 


*1    _    «1  .       ~2    _ 


*i' 


sr 


'2 


•  > 


Da  nun 
so  ist  auch 


folglich  (T.  I,  108): 

*i'  +  ^2  '  +  •  •  •  ~~  <  +  <£+...' 

Öl  ~^"  ft2  *^~  •  •  •  =  Öl    "*"  ft2   +••••> 

«^i  "■  Aä  •  •  •  • =—  «^i  "■  ^j  "■  •  •  •  •  5 

d.  h.:  Pyramiden  mit  gleicher  Grundfläche  und  Höhe 
sind,  inhaltsgleich. 

Auch  die  Sätze  215,  216,  217  gelten  nun  in  Folge  von 
219  nicht  nur  für  dreiseitige  Prismen,  sondern  auch  für  Tetra- 
eder, und  in  Folge  von  154  für  beliebige  Pyramiden.    Also: 

Pyramiden  mit  gleicher  Grundfläche  verhalten 
sich  wie  ihre  Höhen. 

Pyramiden  mit  gleicher  Höhe  verhalten  sich  wie 
ihre  Grundflächen. 

Pyramiden  verhalten  sich  wie  die  Produkte  aus 
den  Masszahlen  von  Grundfläche  und  Höhe. 

Endlich  folgt  noch  aus  219: 

Jede  Pyramide  ist  der  dritte  Teil  eines  Prismas, 
welches  mit  ihr  gleiche  Grundfläche  und  Höhe  hat. 

70.  Räehblkk.  —  Die  in  Nr.  62—69  enthaltenen  Sätze 
lassen  mehrfache  Analogieen  zwischen  Gebilden  der  Ebene  und 
des  Raumes  erkennen.  Erstens  entspricht  dem  Parallelogramm 
die  Säule,  dem  Dreieck  einerseits  das  dreiseitige  Prisma,  an- 
drerseits das  Tetraeder.  Zweitens  aber  entspricht  dem  Paral- 
lelogramm das  allgemeine  Prisma,  und  dem  Dreieck  die  all- 
gemeine Pyramide.  —  Ein  vollkommnes  Entsprechen  findet 
statt  zwischen  Parallelogramm  und  Säule,  sowie  zwischen 
Dreieck  und  Tetraeder.  Das  dreiseitige  Prisma  steht  zwischen 
beiden  Körpern  in  der  Mitte,  indem  es  sowohl  dem  Parallelo- 
gramm wie  dem  Dreieck  entspricht. 


222. 


223. 
224. 
225. 


226. 


94  71 — 74.  Rotationskörper. 

2)  Seitenänderung  der  Figur. 

a)  Bewegung  des  Polygen»:  Der  Rotationskörper. 

71.  Bewegung  des  rechtwinkligen  Dreiecke :  Der  gerade  Kegel — 
Macht  ein  rechtwinkliges  Dreieck  um  eine  seiner  Katheten  eine 
ganze  Umdrehung,  so  beschreibt  die  andere  Kathete  die  Grund- 
fläche (42)  und  die  Hypotenuse  den  Mantel  eines  geraden 
Kegels  (Nr.  47).  —  Macht  ein  beliebiges  Dreieck  um  eine  seiner 
Seiten  eine  ganze  Umdrehung,  so  entsteht  ein  Körper,  welcher 
gleich  der  Differenz  oder  Summe  zweier  gerader  Kegel  int, 
je  nachdem  an  der  Drehungsaxe  ein  stumpfer  Winkel  anliegt 
oder  nicht. 

Anm.  Der  Fall,  dass  die  Drehungsaxe  nicht  mit  einer  Seite  zu- 
eammenfaüt,  wird  für  Nr.  71—73  später  behandelt  (Nr.  120  und  121). 

72.  Bewegung  des  Rechtecks:  Der  gerade  Cylinder.  —  Macht 
ein  Rechteck  um  eine  seiner  Seiten  eine  ganze  Umdrehung,  so 
beschreibt  die  Gegenseite  den  Mantel  (Nr.  59)  und  die  beiden 
anderen  Seiten  die  Grundflächen  eines  geraden  Cylinders  (42).  — 
Macht  ein  beliebiges  Parallelogramm  eine  ganze  Umdrehung 
um  eine  seiner  Seiten,  so  entsteht  ein  Körper,  welcher  gleich 
dem  von  der  Gegenseite  der  Drehungsaxe  beschriebenen  Cy- 
linder (21)  ist,  da  er  aus  %  und  zwei  kongruenten  Kegeln  (39) 
in  der  Form  21  +  33  —  93  zusammengesetzt  ist 

73.  Bewegung  eines  Trapezes:  Der  gerade  Kegelstumpf.  — 
Macht  ein  Trapez  mit  zwei  rechten  Winkeln  eine  ganze  Um- 
drehung um  die  den  rechten  Winkeln  anliegende  Seite,  so 
beschreibt  die  Gegenseite  den  Mantel  (Nr.  48)  und  die  beiden 
anderen  Seiten  die  Grundflächen  eines,  geraden  Kegelstumpfes 
(42).  —  Da  das  rechtwinklige  Dreieck  und  das  Rechteck  spe- 
ciale Fälle  des  Trapezes  sind  (T.  II,  Nr.  78  und  Nr.  110, 
letzte  Anm.),  so  sind  auch  der  gerade  Kegel  und  der  gerade 
Cylinder  specielle  Fälle  des  geraden  Kegelstumpfes. 

74.  Bewegung  eines  Polygons:  Der  Rotationskörper.  —  Ist 
ein  n-Eck  gegeben,  welches  sich  um  eine  in  seiner  Ebene  lie- 
gende, seine  Fläche  nicht  schneidende  Axe  drehen  soll,  so 
fällt  man  von  seinen  Ecken  At  B,  . . .  die  Senkrechten  AAV 
BBV  . . .  auf  die  Axe  (Fig.  43).    Dadurch  entstehen  die  Trapeze 

ABAlBv  BGBXCV  . . .  Nimmt  man  nun  jede  Seite  des  Poly- 
gons in  derjenigen  Richtung,  in  welcher  sie  beim  Durchlaufen 
des  ganzen  Umfanges  zurückgelegt  wird,  und  betrachtet  die- 
jenigen Projektionen  der  Seiten,  welche  mit  der  Drehungsaxe 
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Fig.  48. 


gleich  gerichtet  sind  (AXBV  BXCX),  als  positiv,  diejenigen  mit 
entgegengesetzter  Richtung  (CXD^  DXEX,  EXAX)  als  negativ,  so 
sind  die  Flächen  der  Trapeze  positiv  oder  negativ,  je  nachdem 
es  ihre  Höhen  sind,  und  die  Volumina 
der  von  den  Trapezen  beschriebenen  Kegel- 
stumpfe positiv  oder  negativ,  je  nachdem 
es  die  Flächen  der  erzeugenden  Trapeze 
sind.  Unter  dieser  Voraussetzung  ist  das 
Volumen  des  Rotationskörpers  gleich  der  Bi 
Summe  der  Volumina  jener  Kegelstumpfe. 
Also: 

Jeder  Körper,  welcher  durch 
Rotation  eines  Polygons  um  eine 
in  seiner  Ebene  liegende,  seine 
Fläche  nicht  schneidende  Axe  ent- 
steht, lässt  sich  als  Summe  von 
Kegelstumpfen  betrachten. 

Der  Inhalt  eines  Trapezes,  also  auch  des  von  ihm  be- 
schriebenen Kegelstumpfes,  wird  Null,  wenn  die  in  dem  Trapez 
vorkommende  Polygonseite  auf  der  Axe  senkrecht  steht  oder 
mit  ihr  zusammenfällt. 

Wenn  die  Drehungsaxe  die  Fläche  des  Polygons  schneidet, 
so  teilt  sie  das  Polygon  in  zwei  Polygone,  deren  jedes  für  sich 
einen  Rotationskörper  beschreibt.  Sind  die  beiden  Polygone 
symmetrisch,  so  sind  die  beiden  Rotationskörper  kongruent. 
Specielle  Fälle:  Drehung  eines  regelmässigen  Polygons  von 
ungerader  Seitenzahl  um  eine  durch  eine  Ecke  und  seinen 
Mittelpunkt  gehende  Axe.  Drehung  eines  regelmässigen  Poly- 
gons, dessen  Seitenzahl  durch  2  oder  4  teilbar  ist,  um  einen 
grossen  oder  kleinen  Durchmesser. 

Anm.  Man  untersuche  die  besonderen  Formen  von  Kegelstampfen, 
welche  in  den  drei  einzelnen  Fällen  auftreten. 

b)  Bewegung  des  Halbkreises  x  Die  Kugel* 

75.  Entstehung  der  Kugel.  —  Wenn  eine  Halbkreisfläche 
sich  um  ihren  Durchmesser  dreht,  so  beschreibt  sie  einen  Kör- 
per, welcher  Kugel  heisst,  wenn  sie  eine  ganze  Umdrehung 
macht,  Kugelausschnitt  (Sektor),  wenn  die  Drehung  diese 
Grösse  nicht  erreicht.  —  Die  Kugel  ist  vollständig  begrenzt 
durch  die  Kugelfläche,  der  Kugelausschnitt  durch  ein  Kugel- 
zweieck und  zwei  Halbkreisflächen  (halbe  Diametralkreise,  siehe 
Nr.  22). 


%%t. 
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75.  76.   Die  Kugel 


Durch  ihre  Drehung  beschreibt  die  Halbkreisfläche  einen 
Flächenwinkel  (Centriwinkel  des  Sektors),  welcher  ebenso 
wie  der  Sektor  selbst  als  Mass  der  Drehung  betrachtet  werden 
kann.  Hieraus  folgen  die  Sätze: 
328,  Zu  gleichen  Gentriwinkeln  in  derselben  Kugel 
gehören  gleiche  Sektoren  (und  umgekehrt).  —  Zu 
dem  grösseren  von  zwei  Centriwinkeln  einer  Kugel 
gehört  der  grössere  Sektor  (und  umgekehrt). 

Anm.  Zwei  in  demselben  Durchmesser  eich  schneidende  halbe  Dim- 
meiralkreise  einer  Kugel  teilen  dieselbe  in  zwei  Sektoren,  von  denen  der 
eine  einen  konkaven,  der  andere  den  zu  4  Ä  ergänzenden  konvexen  Centri- 
winkel enthalt. 

Da  alle  Diametralkreise  einer  Kugel  kongruent  sind  (80), 
so  kann  die  Hälfte  eines  jeden  derselben  als  das  die  Kugel 
erzeugende  Gebilde  angesehen  werden.  Aus  228  folgen  daher 
nicht  nur  ffir  die  durch  die  angenommene  Drehungsaxe  gehen- 
den, sondern  für  alle  Diametralkreise  die  Sätze: 

229.  Jeder  Diametralkreis  halbiert  die  Kugel.  —  Zwei 
auf  einander  senkrecht  stehende  Diametralkreise  tei- 
len die  Kugel  in  vier,  drei  auf  einander  senkrecht 
stehende  Diametralkreise  in  acht  gleiche  Teile. 

Wenn  ein  Kreissektor  um  einen  der  ihn  begrenzenden 
Radien  eine  ganze  Umdrehung  macht,  so  beschreibt  er  einen 
Teil  der  Kugel,  welcher  Kugelkegel  genannt  werden  mag. 
Derselbe  ist  vollständig  begrenzt  durch  den  Mantel  eines  ge- 
raden Kegels  (Nr.  47)  und  durch  einen  Teil  einer  Kugelfläche. 

Anm.  Analog  würde  der  Kreissektor  „Kreisdreieck"  zu  nennen 
sein.  —  Jede  ans  dem  Mittelpunkt  einer  Kugel  als  Spitze  beschriebene 
gemeine  Kegelfläche  teilt  die  Kugel  in  zwei  Kugelkegel.  —  Die  Halbkugel 
kann  als  Kugelausschnitt  mit  gestrecktem  Centriwinkel,  oder  als  Kugel- 
kegel  mit  gestrecktem  Winkel  an  der  Spitze  der  Kegelfläohe  angesehen 
werden. 

Wir  betrachten  nun  die  Kugel  der  Reihe  nach  in  Verbin- 
dung mit  Punkt,  Ebene  und  Körper. 

76.  Kugel  und  Punkt.  —  Ein  Punkt  kann  auf  oder  ausser- 
halb der  Kugelfläche  liegen.  Im  zweiten  Falle  kann  er 
wieder  in  oder  ausserhalb  der  Kugel  liegen.  Verbind 
man  in  jedem  der  hieraus  folgenden  3  verschiedenen  Fälle  d  n 
Punkt  mit  dem  Mittelpunkte  der  Kugel,  so  ergiebt  sich  i  i- 
mittelbar  der  Satz: 

230.  Ein  Punkt  liegt  in  der  Kugel,  auf  der  Kugi  - 
fläche  oder  ausserhalb  der  Kugel,  je  nachdem  sei  e 
Entfernung  vom  Mittelpunkte  kleiner,   gleichgro  s 
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oder  grösser  als  der  Radius  der  Kugel  ist  (und  um- 
gekehrt). 

77.  Kugel  und  Ebene.  —  a)  Sekantenebenen.  —  Wenn  eine 
Kugelfläche  von  einer  Ebene  geschnitten  wird,  so  sind  alle 
Punkte  der  Schnittlinie  von  dem  Mittelpunkte  der  Kugel  gleich- 
weit entfernt  (81),  also  auch  gleichweit  entfernt  von  dem  Fuss- 
punkte  der  vom  Mittelpunkt  auf  die  Ebene  gefällten  Senk- 
rechten (155a).  —  Daher  ist  die  Schnittlinie  eine  Kreislinie, 
welche  jenen  Fusspunkt  zum  Mittelpunkt  hat  (s.  Fig.  15,  S.  31), 
und  man  hat  den  Satz: 

Eine  Kugelfläche  wird  von  jeder  sie  schneiden-  231. 
den  Ebene  in  einer  Kreislinie  geschnitten. 

Eine  Ebene,  welche  die  Kugelfläche  schneidet,  heisst  Se- 
kantenebene. Jeder  Schnittkreis  der  Kugel  teilt  dieselbe 
in  zwei  Körper,  welche  Kugelkappen  genannt  werden.  Eine 
Kugelkappe  ist  vollständig  begrenzt  durch  einen  Teil  der 
Kugelfläche  und  eine  Kreisfläche.  Durch  den  Grundkreis  einer 
aus  dem  Kugelmittelpunkte  beschriebenen  Kegelfläche  wird  der 
eine  Kugelkegel  als  Summe,  der  andere  als  Differenz  einer 
Kugelkappe  und  eines  Kegels  dargestellt. 

Anm.  Die  Halbkugel  ist  gleichzeitig  Kugelkegel  und  Kugelkappe. 
Warum? 

U eberträgt  man  die  Umkehrungssätze  von  160a  auf  den 
aus  dem  Kugelmittelpunkte  beschriebenen  Kegel,  so  lauten 
dieselben : 

Verbindet  man   den  Kugelmittelpunkt   mit  dem  232 
Mittelpunkte  eines  Schnittkreises,  so  steht  die  Ver- 
bindungslinie senkrecht  auf  dem  Schnittkreise. 

Fällt    man    vom   Kugelmittelpunkte    eine   Senk-  233. 
rechte  auf  einen  Schnittkreis,  so  geht  dieselbe  durch 
den  Mittelpunkt  des  Schnittkreises. 

Errichtet  man   im  Mittelpunkte   eines   Schnitt-  234. 
kreises  eine  Senkrechte,  so  geht  dieselbe  durch  den 
Kugelmittelpunkt. 

Aus  155b  folgt: 

Der  Abstand   einer  Sekantenebene   vom  Mittel-  234a. 
p  mkte  der  Kugel  ist  kleiner  als  der  Radius. 

Und  umgekehrt: 

Eine  Ebene  schneidet   die  Kugel,  wenn  ihr  Ab-  235. 
s  and  vom  Mittelpunkte  kleiner  als  der  Radius  ist 

Gleiche  Schnittkreise  einer  Kugel  haben  gleichen  236. 
A  t>stand  vom  Mittelpunkte  (T.  II,  105). 

iofcUf  •!,  ««ntnUMfotha— tfk,  IV,  7 
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»87.  Der  grössere  von  zwei  Schnittkreisen  einer  Kugel 
hat  den  kleineren  Abstand  vom  Mittelpunkte  (und 
umgekehrt)  (T.  H,  173). 

Aus  der  Umkehrung  von  237  folgt: 

238.  Unter  allen  Schnittkreisen  einer  Kugel  sind  die 
Diametralkreise  die  grössten. 

78.  ß)  Tangentenebenen.  —  Wenn  eine  Sekantenebene  sich 
so  verschiebt,  dass  ihr  Abstand  vom  Mittelpunkte  grösser  wird, 
so  wird  der  in  ihr  liegende  Schnittkreis  kleiner  (237),  und  die 
Kreislinie,  welche  die  Sekantenebene  mit  der  Kugelfläche  ge- 
meinsam hat,  geht  endlich  in  einen  Punkt  über. 

Eine  Ebene,  welche  mit  der  Kugelfläche  nur  einen  Punkt 
gemeinsam  hat,  heisst  Tangentenebene  derselben.  Man 
sagt,  sie  berühre  die  Kugelfläche  in  dem  gemeinsamen  Punkte 
(Berührungspunkte). 

Wie  die  Kreislinie  selbst,  so  geht  auch  ihr  Mittelpunkt 
in  den  Berührungspunkt  über;  d.  h.:  die  Verbindungslinie  des 
Kugelmittelpunktes  mit  dem  Mittelpunkte  des  Schnittkreises 
ist  ein  Kugelradius.  Und  da  diese  Verbindungslinie  beständig 
auf  der  Sekantenebene  senkrecht  steht  (232),  also  ihren  Ab- 
stand vom  Kugelmittelpunkte  angiebt,  so  folgt  weiter: 
939.  Der  Abstand  einer  Tangentenebene  vom  Mittel- 
punkte der  Kugel  ist  gleich  dem  Radius. 

Und  umgekehrt: 

240.  Eine  Ebene  berührt  die  Kugel  in  einem  Punkte, 
wenn  ihr  Abstand  vom  Mittelpunkte  gleich  dem  Ra- 
dius ist 

Anm.  Hieraus  folgt  die  Konstruktion  der  Tangentenebene 
in  einem  gegebenen  Punkte  C  der  Kugelfläche.  Man  verbinde  den  Kugel* 
mittelpunkt  O  mit  C  und  lege  durch  C  die  zu  OC  senkrechte  Ebene. 
Diese  ist  die  gesuchte. 

241.  Eine  Ebene  hat  keinen  Punkt  mit  der  Kugelfläche 
gemeinsam,  wenn  ihr  Abstand  vom  Mittelpunkte  grösser 
ist  als  der  Radius  (155b,  230). 

Da  die  Tangentenebene  nur  ein  specieller  Fall  der  Se- 
kantenebene ist,  nämlich  eine  Sekantenebene,  deren  Schni  - 
linie  in  einen  Punkt  übergegangen  ist,  so  liefert  jeder  Sa  e 
über  eine  Sekantenebene  einen  entsprechenden  über  eine  1>  - 
gentenebene.    Aus  den  Sätzen  232 — 234  folgt  hiernach: 

242.  Verbindet  man  den  Kugelmittelpunkt  mit  de  n 
Berührungspunkt  einer  Tangentenebene,  so  steht  di  - 
9er  Radius  auf  der  Tangentenebene  senkrecht. 
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Fällt  man  vom  Kugelmittelpunkt  auf  eine  Tan-  243. 
gentenebene  eine  Senkrechte,  so  geht  dieselbe  durch 
den  Berührungspunkt. 

Errichtet  man  auf  einer  Tangentenebene  im  Be-  244. 
rührungspunkt  eine  Senkrechte,  so  geht  dieselbe  durch 
den  Kugelmittelpunkt. 

Zwei  an  dieselbe  Kugelfläche  gelegte  Tangentenebenen 
schneiden  sich  in  einer  die  Kugelfläche  nicht  schneidenden 
Geraden.  Da  dieselbe  durch  zwei  ihrer  Punkte  vollkommen 
bestimmt  ist,  so  hat  man  die  Sätze: 

Durch    eine   die   Kugelfläche    nicht   schneidende  245. 
Gerade  (oder  durch  zwei  Punkte,  deren  Verbindungs- 
linie die  Kugelfläche  nicht  schneidet)  lassen  sich  zwei 
Tangentenebenen  an  die  Kugelfläche  legen. 

Durch  einen  ausserhalb  der  Kugelfläche  liegen-  246. 
den  Punkt  lassen   sich   an   die  Kugel   beliebig  viele 
Tangentenebenen  legen,  deren  Berührungspunkte  auf 
einer  Kreislinie  liegen. 

Macht  ein  Kreis  um  die  Verbindungs-  Fig.  44. 

Urne  seines  Mittelpunktes  0  mit  dem 
Schnittpunkte  C  zweier  Tangenten  eine 
halbe  Umdrehung  (Fig.  44),  so  beschreibt 
der  Kreis  eine  Kugel,  die  beiden  Berüh- 
rungspunkte A  und  B  einen  Kreis,  und 
die  beiden  Tangenten  CA  und  CB  eine 
gemeine  Kegelfläche,  welche  die  Kugel 
in  jener  Kreislinie  berührt    Also: 

An  jede  Kugel  lässt  sich  ein  Be-  \^  y  x  247. 
rührungskegel  legen,  dessen  Spitze 
ein  ausserhalb  der  Kugel  gegebener  Punkt  ist,  und 
dessen  Tangentenebenen  gleichzeitig  Tangenten- 
ebenen der  Kugel  sind. 

Rückt  die  Spitze  des  Kegels  in  unendliche  Entfernung, 
so  verwandelt  sich  die  Kugelfläche  in  eine  Cylinderfläche,  und 
d«r  letzte  Satz  erhält  die  Form: 

An  jede  Kugel  lässt  sich  ein  Berührungscylinder  248. 
1  gen,  dessen  Axe  einer  gegebenen"  Geraden  parallel 
i  t,   und   dessen   Tangentenebenen   gleichzeitig  Tan- 
g  mtenebenen  der  Kugel  sind. 

Anm.  Der  Berührungekreis  zwischen  Kugel  und  Cylinder  ist  Dia- 
n  atralkreis.  —  Was  wird  aas  den  beiden  Tangentenebenen  in  246,  wenn 
d  »  gegebene  Gerade  die  Kngelflaohe  berührt?  —  Was  wird  aus  dem  Be- 
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rührungskegel  in  247,  wenn  seine  Spitze  auf  der  Kugelfläche  liegt?  —  Um 
durch  eine  gegebene  Gerade  an  eine  Kugelfläche  die  Tangentenebenen  zu 
legen,  lege  man  den  auf  der  gegebenen  Geraden  senkrecht  stehenden  Dia- 
metralschnitt, welcher  die  gegebene  Gerade  in  C  sehneidet.  Dann  sind 
die  Berührungspunkte  der  aus  C  an  den  Diametralkreis  gesogenen  Tan- 
genten CA  und  CB  (Fig.  44)  gleichzeitig  die  Berührungspunkte  der  ge- 
suchten Tangentenebenen.    (Warum?) 

Aus  Fig.  44  ist  ferner  ersichtlich: 

249.  Der  Winkel  zweier  Tangentenebenen  wird  durch 
die  Ebene  halbiert,  welche  durch  ihre  Axe  und  den 
Kugelmittelpunkt  gelegt  ist. 

250.  Und  umgekehrt:  Die  Halbierungsebene  des  Winkels 
zweier  Ebenen  geht  durch  den  Mittelpunkt  jeder  die 
beiden  Ebenen  berührenden  Kugeln. 

Anm.  Punkt  und  Ebene  stehen  der  Eugelflaohe  gegenüber  im  Ver- 
hältnis der  Bedproeitat.    Vgl.  T.  II,  Nr.  93. 

79.  Konstruktion  einer  Kugel  aus  gegebenen  Bedingungen.  — 
Vorbemerkung.  —  Von  einer  Kugel  ist  die  Grösse  und  Gestalt 
bestimmt,  wenn  man  ihren  Radius,  und  die  Lage,  wenn  man 
ihren  Mittelpunkt  kennt.  Zur  Bestimmung  des  letzteren  sind 
drei  geometrische  Oerter  erforderlich,  d.  h.  drei  Flächen,  welche 
einen  Punkt  gemeinsam  haben.  Man  kann  solche  Oerter  fin- 
den, wenn  man  die  Bedingung  stellt,  dass  die  Kugelfläche 
durch  gegebene  Punkte  gehen  oder  gegebene  Ebenen  berühren 
soll.  (Andere  Bedingungen  lassen  sich  nach  Analogie  mit 
T.  II,  Nr.  106  aufstellen.  S.  Nr.  89.)  Demnach  sind  Radius, 
Punkt  der  Kugelfläche  und  Tangentenebene  die  zur  Be- 
stimmung des  Mittelpunktes  einer  Kugel  dienenden  Elemente. 

Ist  der  Mittelpunkt  einer  Kugel  bestimmt,  so  kennt  man 
auch  den  Radius  (wenn  er  nicht  schon  unter  den  gegebenen 
Elementen  war);  nämlich  entweder  als  Verbindungsstrecke  des 
Mittelpunktes  mit  einem  gegebenen  Punkte  der  Kugelfläche, 
oder  als  Senkrechte,  die  vom  Mittelpunkte  auf  eine  gegebene 
Tangentenebene  gefällt  wird. 

Ist  zur  Konstruktion  einer  Kugel  nur  eine  Bedingung 
gegeben,  so  kann  jeder  Punkt  des  Raumes  Mittelpunkt  einer 
Kugel  werden,  welche  dieser  Bedingung  genügt.  —  Sind  z  ei 
Bedingungen  gegeben,  so  existiert  für  den  Mittelpunkt  er 
Kugel  eine  Fläche  als  geometrischer  Ort.  Bezeichnet  i  in 
Punkte,  durch  welche  die  Kugelfläche  gehen  soll,  durch  A,  By  ., 
Ebenen,  welche  sie  berühren  soll,  durch  a,  6,  . . . ,  den  Rac1  is 
durch  r,  so  sind  folgende  Zusammenstellungen  von  je  zw<  m 
dieser  Gebilde  möglich:    1)  AB,  2)  Ar,  3)  Aa,  4)  ab,  5)    r. 
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Im  dritten  Fall  ist  zu  unterscheiden,  ob  der  Punkt  A  auf  der 
Ebene  a  liegt  oder  nicht;  im  vierten,  ob  die  Ebenen  a  und  6 
parallel  sind  oder  sich  schneiden. 

80.  Sätze  über  den  geometrischen  Ort  des  Mittelpunktes  einer 
Kugel.  —  1)  Soll  eine  Kugelfläche  durch  zwei  gegebene  Punkte  251. 
gehen,  so  ist  der  geometrische  Ort  ihres  Mittelpunktes 
die  auf  der  Verbindungsstrecke  der  Punkte  in  ihrer 
Mitte  senkrecht  konstruierte  Ebene  (73). 

2)  Soll  eine  Kugelfläche  mit  gegebenem  Radius  durch  252. 
einen  gegebenen  Punkt  gehen,  so  ist  der  geometrische  Ort 
ihres  Mittelpunktes  die  mit  dem  Radius  aus  dem  Punkte 
beschriebene  Kugelfläche  (81). 

3a)  Soll  eine  Kugelfläche  eine  gegebene  Ebene  in  einem  253. 
gegebenen  Punkte  berühren,   so  ist   der   geometrische  Ort 
ihres  Mittelpunktes  die  auf  der  Ebene  in  dem  Punkte 
errichtete  Senkrechte.*) 

Anm.  Liegt  der  Punkt  nicht  auf  der  Ebene,  so  ist  der  geometrische 
Ort  weder  eine  Ebene,  noch  eine  Kugelfläohe,  sondern  eine  andere  krumme 
Fläche,  die  später  betrachtet  wird  (Rotationsparaboloid). 

4a)  Soll  eine  Kugelfläche  zwei  parallele  Ebenen  beruh-  264. 
ren,  so  ist  der  geometrische  Ort  ihres  Mittelpunktes 
die  yon  beiden  gleichweit  entfernte  parallele  Ebene. 

Anm.  Man  beachte,  dass  durch  a  und  b  auch  der  Radius  der  Kugel- 
fläohe gegeben  ist. 

4b)  Soll  eine  Kugelfläche  zwei  sieh  schneidende  Ebenen  255. 
berühren,  so  ist  der  geometrische  Ort  ihres  Mittelpunktes 
das  Ebenenpaar,  welches  die  Winkel  der  Ebenen  hal- 
biert (76). 

5)  Soll  eine  Kugelfläche  mit  gegebenem  Radius  eine  ge-  256. 
gebene  Ebene  berühren,  so  ist  der  geometrische  Ort  ihres 
Mittelpunktes  das  in  der  Entfernung  des  Radius  zu 
der  Ebene  parallel  gelegte  Ebenenpaar. 

81.  Sätze  von  drei  Flächen,  die  sich  in  derselben  Linie 
schneiden.  —  Sind  zur  Konstruktion  einer  Kugel  drei  Bedin- 
gungen gegeben,  so  liefern  je  zwei  davon  einen  geometrischen 
O  t  für  den  Mittelpunkt.  Man  erhält  also  drei  geometrische 
O  rter.  Da  nun  der  Mittelpunkt  gleichzeitig  auf  allen  dreien 
lic  gen  muss,  so  schneiden  die  drei  Oerter  sich  stets  in  der- 
se  ben  Linie.    Aus  jeder  derartigen  Konstruktionsaufgabe  geht 


*)  Diese  Senkrechte  ist  als  Ausartung  der  in  der  Anm.  erwähnten 
Fl  ohe  anzusehen.    Warum? 
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also  eiu  Satz  hervor,  welcher  aussagt 
in  derselben  Linie  schneiden.  Am  w 
ABC  und  cbc. 

Arnn.  Befindet  sich  unter  den  drei  | 
gentenebene  und  der  Berührungspunkt,  bo  u 
in  eine  Linie  *>ui  (268),  and  die  Schnittlinie  < 
in  einen  Punkt.  In  diesem  Falle  iat  also  < 
Stücke  vollkommen  bestimmt  (Beispiel:  aA 
Oerter  zum  Teil  Ebenenpaare  sind,  so  kann 
2,  4  betragen. 

Betrachtet  man  die  Punkte  A,  B,  C 
so  erhält  man  den  Satz: 

r.  Die  in  den  Mitten  der  Seiten 

recht  errichteten  Ebenen  schi 
Geraden. 

Betrachtet  man  die  Ebenen  a,  b, 
seitigen  Ecke,  so  folgen  die  Sätze: 

i.         Die  Ebenen,  welche  die  Winl 
Ecke  halbieren,  schneiden  sich 

).  Die  Ebenen,  welche  zwei  A 

dritten  Innenwinkel  einer  dreh 
reu,  schneiden  sich  in  einer  Gen 
Die  Halbierungsebenen  der  Aussei 
Ecke  (ah)  bilden  eine  neue  dreiseitige 
der  Reihe  nach  auf  den  Halbierung 
senkrecht  (Nr.  24;  T.  II,  Amn.  z.  1 
letzteren  Ebenen  die  Höhenebenen 
lautet  der  Satz  258: 

i.  Die  Höhenebenen  einer  drei: 

den  sich  in  einer  Geraden. 

82.  Sätze  von  vier  Linien,  die  i 
schneiden.  —  Sind  zur  Konstruktion 
gungen  gegeben,  so  liefern  je  drei 
geometrischen  Ort  für  den  Mittelpunk 
geometrische  Oerter.  Da  der  Mitte: 
zeitig  liegen  muBS,  so  gehen  die  vier 
selben  Punkt.  Aus  jeder  derartigen  K 
also  ein  Satz  hervor,  welcher  aussag 
in  demselben  Punkte  schneiden.  Am 
ABCD  und  aoeb. 

Betrachtet  man  die  Punkte  A, 
eines  Tetraeders,  so  erhalt  man  den 

i.         Errichtet  man  auf  jeder  Se 
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im  Mittelpunkte  des  Umkreises  die  Senkrechte,  so 
schneiden  sich  diese  vier  Senkrechten  in  einem  Punkte 
(257,  74). 

Betrachtet  man  die  Ebenen  a,  b,  c,  b  als  Seiten  eines 
Tetraeders,  so  folgt  der  Satz: 

Konstruiert  man  für  jede  Ecke  eines  Tetraeders  262. 
die  Gerade,  in  welcher  die  Halbierungsebenen  ihrer 
Winkel  sich  schneiden,  so  schneiden  sich  diese  vier 
Geraden  in  einem  Punkte  (258). 

Anm.  Bezeichnet  man  die  Erweiterungen  der  Tetraederfeiten  a,  b,  c,  b 
über  die  Kanten  hinaus  mit  a',  b',  f,  b',  ferner  die  Halbierungsebene  des 
Winkels  der  Seiten  a  und  b  mit  (ab),  demnach  die  Halbierangsebene  seines 
Nebenwinkels  mit  (a'b)  oder  (ab'),  so  enthalt  die  folgende  Zusammen- 
stellung in  jeder  wageredhten  Reihe  drei  Ebenen,  welche  sich  in  derselben 
Geraden,  und  jede  Gruppe  von  vier  unter  einander  stehenden  wagerechten 
Reihen  vier  Geraden,  welche  sich  in  demselben  Punkte  schneiden.  Solcher 
Punkte  giebt  es  acht.  Der  erste  liegt  innerhalb  des  Tetraeders  und  ist 
der  im  Satze  262  erwähnte;  die  folgenden  vier  (2 — 6)  liegen  in  den  vier 
Räumen,  welche  mit  dem  Tetraeder  eine  Seite  gemeinsam  haben,  und  zwar 
erhält  man  dieselben  aus  (2)  durch  cirkuläre  Vertauschung  aller  vier  Buch- 
staben. Die  letzten  drei  (6—- 8)  liegen  in  drei  von  den  Räumen,  welche 
mit  dem  Tetraeder  eine  Kante  gemeinsam  haben,  und  zwar  erhält  man 
dieselben  aus  (6)  durch  cirkuläre  Yertauschung  dreier  Buchstaben  (z.  B.  b,  c,  b). 


(1) 

(ab)  (bc)  (cq) 

(bc)  (cb)  (bb) 

(cb)  (ba)  (ac) 

(ba)  (ab)  (bb) 


(2-6) 
(ab)  (bc)  (ca) 

(bc)  (Cb)  (b'b) 

(c'b)  (b'a)  (ac) 

(b'a)  (ab)  (b'b) 


(6-8) 
(ac)  (c'b)  (b'a) 
(bb)  (b'a)  (a'b) 
(ac)  (c'b)  (b'a) 
(bb)  (b'c)  (c'b) 


Sätze  über  Ebenen,  die  durch  einen  Punkt  gehen.  Bestimmung 
einer  Kugel  durch  vier  in  einer  Ebene  liegende  Punkte.  Spedeller  Fall, 
wenn  diese  Punkte  Ecken  eines  Sehnenviereoks  sind. 

88.  Kugel  und  Polyeder.  —  Liegen  die  Ecken  eines  Polyeders 
auf  einer  Kugelfläche,  so  sagt  man,  das  Polyeder  sei  der  Kugel 
einbeschrieben,  und  die  Kugel  dem  Polyeder  umbeschrie- 
ben. Die  Ecken  des  Polyeders  sind  vom  Mittelpunkte  der 
Kugel  gleichweit  entfernt  —  In  eine  gegebene  Kugel  wird 
ein  Polyeder  beschrieben,  indem  man  auf  der  Kugelfläche  Punkte 
ai  rimmt,  und  durch  je  drei  benachbarte  derselben  eine  Ebene 
le  t  (so  dass  auf  der  abgeschnittenen  kleineren  Kugelkappe 
k<  iner  der  gegebenen  Punkte  liegt.  Doch  können  in  derselben 
El  ene  mehr  als  drei  der  gegebenen  Punkte  liegen).  Damit 
tu  i  ein  gegebenes  Polyeder  eine  Kugel  beschrieben  werden 
k<  ine,  muss  ein  Punkt  existieren,  der  von  den  Eckpunkten, 
de  •  Polyeders  gleichweit  entfernt  istr 
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Sind  die  Seitenflächen  eines  Polyeders  Tangentenebenen 
einer  Kugelfläche,  so  sagt  man,  das  Polyeder  sei  der  Kugel 
umbeschrieben.  Die  Kugel  heisst  dem  Polyeder  einbe- 
schrieben, wenn  sie  innerhalb  des  Polyeders  liegt,  anbe- 
schrieben, wenn  ausserhalb.  Beide  Kugeln  heissen  zusammen 
Berührungskugeln.  Die  Seitenflächen  des  Polyeders  sind 
vom  Mittelpunkte  einer  solchen  Kugel  gleichweit  entfernt.  — 
Um  eine  gegebene  Kugel  wird  ein  Polyeder  beschrieben, 
indem  man  in  Punkten  der  Kugelfläche  Tangentenebenen  legt 
Damit  in  oder  an  ein  gegebenes  Polyeder  eine  Kugel  be- 
schrieben werden  könne,  muss  ein  Punkt  existieren,  der  von 
den  Seitenflächen  des  Polyeders  gleichweit  entfernt  ist. 

84.  Tetraeder.  —  Nach  261,  257  und  251  giebt  es  für 
jedes  Tetraeder  einen  Punkt,  der  von  seinen  Eckpunkten,  und 
nach  262  (nebst  Anm.),  258  und  259,  255  acht  Punkte  (die 
Schnittpunkte  dreier  Ebenenpaare),  die  von  seinen  Seiten  gleich- 
weit entfernt  sind.    Man  kann  daher  sagen: 

263.         Jedes  Tetraeder  hat  eine  umbeschriebene  und  acht 
Berührungskugeln. 

Anm.  Die  Lage  dieser  Engeln  geht  ans  Anm.  zu  262  hervor.  Zu 
beachten  ist,  dass  nur  in  drei  von  den  sechs  Räumen,  welche  an  die  Kanten 
des  Tetraeders  grenzen,  Berührungskugeln  existieren. 

85.  Homogene  Polyeder.  —  Ein  Polyeder  heisst  homo- 
gen, wenn  alle  seine  Seitenflächen  dieselbe  Seitenzahl  (n),  und 
alle  seine  Ecken  dieselbe  Seitenzahl  (p)  haben. 

Sei  m  die  Zahl  der  Seitenflächen  eines  homogenen  Poly- 
eders, so  würde,  da  jede  Seitenfläche  n  Eckpunkte  hat,  die 
Zahl  aller  Eckpunkte  mn  sein.  Da  aber  jeder  Eckpunkt  zu 
p  Seitenflächen  gehört,  so  fallen  jedesmal  p  von  jenen  mn  Eck- 
punkten in  einen  zusammen ;  mithin  beträgt  die  Zahl  der  Eck- 
punkte des  Polyeders  nur . 

Da  ferner  jede  der  m  Seitenflächen  n  Kanten  hat,  so  würde 
die  Zahl  aller  Kanten  mn  sein.  Da  aber  jede  Kante  zu  2 
Seitenflächen  gehört,  so  fallen  jedesmal  2  von  jenen  mn  Kau- 
ten in  eine  zusammen;   mithin  beträgt  die  Zahl  der  Kanten 

des  Polyeders  nur  — — . 

Bezeichnet  man  nun  die  Zahl  der  Eckpunkte,  Seiten  und 
Kanten  eines  homogenen  Polyeders  (wie  in  Satz  134)  bezw. 
durch  e,  s  und  A,  so  ist 


86. 

d; 

e  Kugel. 

e- 

"7"' 

—  + 
p 

■= 

=  m;    t  =  - 

folglich 

nach  134: 

■m 

2  -r«, 

woraus 

folgt: 

4, 
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"2»  —  (n-2)p' 

d.  b.:  In  einem  homogenen  Polyeder,  welches  p-seitige  »64. 
Ecken,   und  n-seitige  Flächen  enthält,  ist  die  Zahl 

aller  Flächen  5 *p    _.   . 

2»  — (»  — 2)p 

Wir  nutersuchen  nun  die  einzelnen  Fälle  des  homogenen 
Polyeders,  wobei  zn  beachten  ist,  dasa  p  niemals  kleiner  ab  3 
sein  kann. 

Erster  Fall:  ls3,  Das  Polyeder  ist  von  lauter  Drei- 
ecken begrenzt  —  Aus  Formel  264  folgt:  m  =  ■——. 

b— p 

Wenn  P  =  3,  4,   5, 

so  ist  m  =  4,  8,  20. 

Da,  wenn  p  =  6  ist,  m  den  Wert  co  bat,  so  giebt  es 
hiernach  nur  drei  Arten  homogener  Polyeder,  die  von  Drei- 
ecken begrenzt  sind,  nämlich  mit  vier  Flächen  (Tetraeder), 
mit  acht  Flachen  (Oktaeder),  und  mit  zwanzig  Flächen 
(Ikosaeder). 

Zweiter  Fall:  n  =  4.  Das  Polyeder  ist  von  lauter  Vier- 
ecken begrenzt.  —  Aus  Formel  264  folgt:  m  =  a   *    =  -t-^. 

8— zp       4—  p 

Wenn  p  —  3, 

so  ist  m  =  6. 

Andre  Fälle  sind  offenbar  nicht  möglich.  Es  giebt  hier- 
nach nur  eine  Art  homogener  Polyeder,  die  von  Vierecken 
begrenzt  ist,  nämlich  mit  sechs  Flächen  (Hexaeder). 

Dritter  Fall:  n  =  5.    Das  Polyeder  ist  von  lauter  Fünf- 

4p 
ecken  begrenzt  —  Aus  Formel  264  folgt:  m  =s ,.    r„   . 

m  —  3p 

Wenn  p  —  3, 

so  ist  m=12. 
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Andre  Fälle  sind  offenbar  nicht  möglich.  Es  giebt  hier- 
nach nur  eine  Art  homogener  Polyeder,  die  von  Fünfecken 
begrenzt  ist,  nämlich  mit  zwölf  Flächen  (Dodekaeder). 


Für  n  =  6  erhält  man  m  = 


_      4p      __    p 


In 


12-  4p  ""3-p 
Falle  (und  ebenso,  wenn  n  noch  grössere  Werte  hat)  erhält 
man  also  keinen  ganzen  positiven  Wert  mehr  für  m.  Man  hat 
also  den  Satz: 
»66.  Es  giebt  nur  fünf  Arten  homogener  Polyeder, 
nämlich  das  Tetraeder,  Oktaeder,  Ikosaeder,  Hexa- 
eder und  Dodekaeder. 

Die  Zahl  aller  Eckpunkte,  Seiten  und  Kanten  beträgt  im 


Ecken 

Seiten 

Kanten 
6 

Tetraeder 

4 

4 

Hexaeder 

8 

6 

12 

Oktaeder 

6 

8 

12 

Dodokaeder 

20 

12 

30 

Ikosaeder 

12 

20 

30 

Anm.  Inwiefern  entspricht  hiernach  das  Dodekaeder  dem  Ikosaeder, 
das  Hexaeder  dem  Oktaeder,  das  Tetraeder  sich  selbst? 

966.  Verbindet  man  einen  Punkt  im  Innern  eines  homo- 
genen Polyeders  mit  seinen  sämmtlichen  Eckpunkten, 
so  teilen  die  entstehenden  Dreiecksflächen  das  Poly- 
eder in  m  n-seitige  Pyramiden. 

86«  Teilung  der  Kugetfläche  in  regelmässige  Polygone.  — 
Die  Fläche  einer  Kugel  kann  durch  drei  Systeme  von  Dia- 
metralkreisen in  kongruente  regelmässige  Kugelpolygone  zer- 
legt werden.*) 

Erstes  System.    Zwei  Diametralkreise  schneiden  sich 

(360°    "\ 
— —  =  1 90°.  — 

Teilt  man  zwei  benachbarte  der  vier  von  P  ausgehenden  Hi  b- 
kreise  (PPX)  in  zwei   gleiche  Teile  (so  dass  fk=:ÄP1  i  ad 

*)  Zur  Anfertigung  von  Modellen  für  diese  Diametralkreise  r  nd 
(ftunnuballe  (von  6— -6  cm  Durchmesser)  besonders  brauchbar. 
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PB=zBPj)9  und  legt  den  Diametralkreis  durch  das  Punkte- 
paar AB,  so  teilen  diese  drei  Diametralkreise  die  Kugelfläche  in 

acht  kongruente  regelmässige  Kugeldreiecke  (wie  PAB).  (97) 

Anm.  Wie  beissen  diese  Kugeldreiecke,  wenn  die  Gegenpunkte  von 
P,  A,  B  bezw.  mit  Pt,  jfA,  B^  bezeichnet  werden? 

Zweites  System.    Drei  Diametralkreise  schneiden  sich 

(360°    "\ 
-s-^-  ss J  60°.  — 

Teilt  man  drei  nicht  be-  Fig.  45. 

nachbarte  der  sechs  von 

P  ausgehenden  Halbkreise 

^^  »  » 

(PP,)  so,  dass  die  grösseren 
Abschnitte  (PA,  PB,  PC)  / 
gleich  der  Seite,  und  die 
kleineren  (APV  BPV  CPJ 
gleich  -§-  der  Höhe  eines 
regelmässigen  Kugeldrei- 
ecks sind,  (Fig.  45)  und 
legt  noch  drei  Diametral- 
kreise durch  die  Punkte- 
paare AB,  BCj  CA,  so  tei- 
len diese  sechs  Diametralkreise  die  Kugelfläche  in  vier  kon- 
gruente regelmässige  Kugeldreiecke  (wie  PAB).*) 

Anm.  Diese  vier  Dreiecke  sind  PÄB,  PBC,  PCA,  ABC.  Die  sechs 
Diametralkreise  bilden  gleichzeitig  die  Mittellinien  der  vier  Dreiecke,  und 
zwar  ist  der  Mittelpunkt  jedes  Dreiecks  der  Gegenpunkt  desjenigen  der 
vier  Punkte  P.  A,  B,  C,  welcher  nicht  Eckpunkt  des  Dreiecks  ist.  Es  ist 
ferner  PAX  =  PBi  =  Pq  =  P^Az=PlB=  PtC,  und  VA=zVB=K=zTxAy  = 
P|B|  =F|€|.  Jedes  der  vier  Dreiecke  besteht  aus  sechs  Kugeldreieoken, 
deren  gemeinsame  Ecken  die  Punkte  A\,  Bu  Cj,  Pj  sind. 

Dieselben  sechs  Diametralkreise  teilen  die  Kugelfläche 
ausserdem  in  sechs  kongruente  regelmässige  Kugelvierecke 

(wie  C^APfi). 

Anm.    Diese  sechs  Vierecke  sind  (\APXB,  C3jM*i;  €A^PxB,  (\APBly 

CAPyBx,  (\A{PB.  Die  sechs  Diametralkreise  bilden  gleichzeitig  die  Dia- 
gonalen der  sechs  Vierecke,  und  zwar  sind  die  Mittelpunkte  der  Vierecke 
diejenigen  Punkte,  in  denen  nur  zwei  Diametralkreise  sich  schneiden. 
Jedes  der  sechs  Vierecke  besteht  aus  vier  Kugeldreieoken,  deren  gemein- 
same Ecken  die  Mittelpunkte  der  Kugelviereoke  sind. 


*)  Der  Beweis  für  die  Richtigkeit  des  Satzes  ist  am  Modell  zu  fuhren. 
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Drittes  System.    Fünf  Diametralkreise  schneiden  sich 

(360°    "\ 
-£-5-  =  1  36°.  — 


Ö 


Fig.  46.  Teilt  man  ftnf  nicht 

benachbarte  der  sehn 
von    P   ausgehenden 

'Wr''  .  Halbkreise  (PPt)    so, 

'  x    >^\"-0,  .   dass  die  kleineren  Ab- 

i\      /    schnitte(Pil>PjB,..Pi) 
^   p    gleich  der  Seite,   und 

,-/w       i\    ,  f\ ~A"*"  die    grosseren    {ÄPX, 

!  /'     \    BPV . .  EPA  gleich  da 

,  -r"  \  doppelten  Höhe  eines 

J^.   !  regelmässigen  Kugel- 

/  ' '  dreiecks  sind  (Fig.  46), 

und    legt   noch    fünf 

Diametralkreise  durch 

die  Punktepaare  AB,  BC,  CD,  DE,  EA,  und  fünf  Diametral* 

kreise  durch  die  Punktepaare  AC,  BD,  CE,  DA,  EB,  so  teilen 

diese  fünfzehn  Diametralkreise  die  Kugelfläche  in  zwanzig 

kongruente  regelmässige  Kugeldreiecke  (wie  PAB).  *) 

Anm.    Diese  zwanzig  Dreiecke  sind: 

RS,  rac,  reo,  tve,  raZ;  f[Äjßi,  iffig,  5<Pi>  555>  551'» 

ABDuBCEl,CDÄi,DEBuEACx;    AiBlD1   I^q£,   CXDXA,   O^B,   EiAlC. 
Die  fünfzehn  Diametralkreise  bilden  gleichzeitig  die  Mittellinien  der 


zig  Dreiecke,  and  zwar  sind  die  Mittelpunkte  der  Dreiecke  diejenigen 

rei  Diametralkreise  sich  schneiden.    Jedes  der  zwanzig 


Punkte,  in  denen  drei 

Dreiecke  besteht  ans  sechs  Kugeldreiecken,  deren  gemeinsame  Ecken 

Mittelpunkte  der  ersteren  Dreiecke  sind. 

Dieselben  fünfzehn  Diametralkreise  teilen  die  Kugelfläche 
ausserdem  in  zwölf  kongruente  regelmässige  Kugelftinfecke. 
Die  Ecken  eines  jeden  derselben  sind  die  Mittelpunkte  von 
fünf  Kugeldreiecken  der  vorigen  Art,  die  eine  Ecke  (z.  B.  A) 
gemeinsam  haben.  Man  kann  demnach  diese  zwölf  Kugel- 
fünfecke durch  ihre  Mittelpunkte  (z.  B.  A)  bezeichnen« 

Anm«    Diese  zwölf  Fünfecke  sind  also:   A,  B,  C,  D,  K,  J*    Äif  §,, 

C,,  Äj,  Ei,  Ft.  Die  fünfzehn  Diametralkreise  bilden  gleichzeitig  die  Mittel- 
linien der  zwölf  Fünfecke,  und  zwar  sind  die  Mittelpunkte  der  Fünfecke 
die  Punkte,  nach  welchen  die  Fünfeoke  benannt  sind.  Jedes  der  zwölf 
Fünfecke  besteht  aus  zehn  Kogeldreieoken,  deren  gemeinsame  Ecken  die 
Mittelpunkte  der  Fünfeoke  sind. 

*)  S.  die  Fussnote  auf  voriger  Seite. 
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87.  Regelmässige  Polyeder.  —  Ein  homogenes  Polyeder 
heisst  regelmässig,  wenn  die  seine  Seiten  kongruente  regel- 
mässige Polygone  sind. 

Teilt  man  die  Fläche  einer  Kugel  (auf  eine  der  in  267. 
der  vorigen  Nr.  beschriebenen  Arten)  in  kongruente  Kugel- 
polygone und  konstruiert  zu  allen  Seiten  dieser  Poly- 
gone die  zugehörigen  Sehnen,  so  sind  diese  Sehnen 
die  Kanten  eines  Polyeders,  welches  von  lauter  kon- 
gruenten (regelmässigen,  ebenen)  Polygonen  begrenzt 
und  der  Kugel  einbeschrieben  ist.  (Nach  T.  II,  162  haben 
die  Dreiecke 
gleiche  Seiten, 
die  Vierecke 
gleiche  Seiten 
und  Diagonalen, 
während  die 
Fünfecke  gleiche 
Seiten  haben  und 
Grundflächen  ge- 
rader Pyramiden 
sind.  Hieraus 
folgt  die  Regel- 
mässigkeit und 
Kongruenz  aller 
dieser  Polygone.  Dass  die  Vier-  und  Fünfecke  ebene  Figuren 
sind,  folgt  aus  dem  Satze,  dass  man  in  und  um  jedes  regel- 
mässige Kugelpolygon  einen  Kreis  beschreiben  kann.)  Das 
Polyeder  ist  also  ein  regelmässiges.  —  Aus  265  folgt: 

Es  giebt  nur  fünf  regelmässige  Polyeder,  nämlich  268. 
das    regelmässige    Tetraeder,    Oktaeder,    Ikosaeder, 
Hexaeder  (Würfel)  und  Dodekaeder.*) 

Da  die  den  Seitenflächen  eines  regelmässigen  Polyeders 
umbeschriebenen  Kreislinien  kongruent  sind,  also  (nach  236) 
gleichen  Abstand  vom  Kugelmittelpunkte  haben,  so  ist  letzterer 
gleichzeitig  Mittelpunkt  einer  dem  Polyeder  einbeschriebenen 
Kugel,  und  man  hat  den  Satz: 


4 


*)  Fig.  47  enthält  die  Netze  dieser  Körper,  und  die  am  Ende  des 
Buches  befindlichen  Tafeln  ihre  stereoskopischen  Bilder.  Letztere  können 
auch  ohne  Stereoskop  in  einer  Entfernung  von  20  om  betrachtet  werden, 
wobei  lange  des  trennenden  Striches  senkrecht  zur  Ebene  des  Bildes  ein 
Blatt  Papier  (oder  auch  nur  die  Hand)  zu  halten  ist. 
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269.  In  jedes  regelmässige  Polyeder  kann  eine  Kugel 
beschrieben  werden. 

Hiemach  liegen  die  Mittelpunkte  der  Seitenflächen  eines 
regelmässigen  Polyeders  auf  einer  Kugelfläche.  Man  erhält 
diese  Mittelpunkte,  wenn  man  die  Mitten  der  Seitenflächen  der 
regelmässigen  Kugelpolygone,  welche  eine  Kugelfläche  bedecken, 
mit  dem  Kugelmittelpunkte  verbindet.  Diese  Linien  schneiden 
die  dem  zugehörigen  regelmässigen  Polyeder  einbeschriebene 
Kugelfläche  in  den  verlangten  Punkten.  Da  diese  Mittelpunkte 
auf  der  inneren  Kugelfläche  ebenso  gleichmässig  verteilt  liegen, 
wie  die  Eckpunkte  auf  der  äusseren,  so  folgt,  dass  auch  jene 
Mittelpunkte  Eckpunkte  eines  regelmässigen  Polyeders  sind, 
und  zwar  erhält  man  aus  Nr.  86  die  Sätze: 

270.  Die  Mitten  der  Seiten  eines  regelmässigen  Tetra- 
eders sind  die  Eckpunkte  eines  regelmässigen  Te- 
traeders.   (Hügel  I,  6.*>) 

Die  Mitten  der  Seiten  eines  regelmässigen  Ok- 
taeders sind  die  Eckpunkte  eines  regelmässigen 
Hexaeders  (und  umgekehrt).    (Hügel  II,  8;  HI,  8.) 

Die  Mitten  der  Seiten  eines  regelmässigen  Iko- 
saeders  sind  die  Eckpunkte  eines  regelmässigen  Do- 
dekaeders (und  umgekehrt).    (Hügel  IV,  7;  V,  8.) 

Ferner: 

271.  Legt  man  durch  die  Eckpunkte  der  regelmässigen 
Kugelpolygone,  welche  eine  Kugelfläche  bedecken, 
Tangentenebenen,  so  entsteht  ein  der  Kugel  umbe- 
schriebenes regelmässiges  Polyeder. 

Da,  wie  sich  leicht  zeigen  lässt,  die  Eckpunkte  dieses 
Polyeders  gleichen  Abstand  vom  Mittelpunkte  der  einbeschrie- 
benen Kugel  haben,  so  hat  man  schliesslich  den  Satz: 

272.  Um  jedes  regelmässige  Polyeder  kann  eine  Kugel 
beschrieben  werden. 

Auch  die  Mitten  der  Kanten  eines  regelmässigen  Polyeders 
haben  gleichen  Abstand  vom  Kugelmittelpunkte,  liegen  also 
auf  einer  dritten  Kugelfläche,  welche  die  Seiten  des  Polyeders 
in  ihren  einbeschriebenen  Kreisen  schneidet. 

Der  Radius  der  einem  regelmässigen  Polyeder  umbesck  e- 
benen  Kugel  heisst  grosser  Radius,  der  der  einbeschriel  e- 
nen  Kugel  kleiner  Radius,  der  Radius  derjenigen  KugJ- 


*)  Die  regulären  und  halbregularen  Polyeder,  von  Th.  Hagel.    N  w- 
stedt  a.  d.  H.   1876.    (Stereoikopuohe  Bilder.) 
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fläche,  welche  durch  die  Mitten  der  Kanten  geht,  mittlerer 
Radius  des  Polyeders,  der  gemeinsame  Mittelpunkt  aller  drei 
Kugeln  Mittelpunkt  des  Polyeders. 

Die  Ebenen,  welche  durch  je  eine  Kante  und  den  278. 
Mittelpunkt  eines  regelmässigen  Polyeders  von  n  Sei- 
ten  gehen,    teilen    dasselbe  in  n  kongruente  regel- 
mässige Pyramiden  (Bestimmungspyramiden). 

Anm.  Welche  anderen  Teilungen  des  Polyeders  lassen  sieh  nach 
Analogie  von  T.  n,  212  ausfahren?  —  Was  ist  Aber  analoge  Satze  zu 
T.  II,  214, 216 — 19  zu  bemerken?  —  Welche  Beziehungen  bestehen  zwischen 
den  Bedien  der  drei  zu  einem  regelmassigen  Polyeder  gehörigen  Kugeln? 

Aus  dem  regelmässigen  Ikosaeder  und  Dodekaeder  ent- 
stehen durch  Verlängerung  der  Kanten  (oder  Erweiterung  der 
Ebenen)  die  regelmässigen  Sternpolyeder,  welche  auf  den 
am  Schluss  des  Buches  befindlichen  Tafeln  in  stereoskopischen 
Bildern  (Nr.  6—10)  dargestellt  sind,  nämlich: 

1)  Das  konkave  Stern-Ikosaeder  (Nr.  6)  durch  beider- 
seitige Verlängerung  aller  Kanten  des  Ikosaeders.  Ueber  jeder 
Fläche  des  letzteren  erhebt  sich  eine  regelmässige  dreiseitige 
Pyramide.  Der  Körper  hat  20  Eckpunkte  und  60  Flächen  (je 
drei  in  einem  Eckpunkte  sich  schneidend),  von  denen  je  fünf 
in  einer  Ebene  liegen. 

2)  Das  konvexe  Stern-Dodekaeder  (Nr.  7)  entsteht 
aus  dem  vorigen  Körper,  wenn  jeder  Eckpunkt  des  letzteren 
mit  den  drei  benachbarten  Eckpunkten  verbunden  wird.  Diese 
Strecken  bilden  zusammen  die  Kanten  eines  regelmässigen 
Dodekaeders.  Je  fünf  derselben,  die  in  einer  Ebene  liegen, 
bilden  mit  einer  Ecke  des  Ikosaeders  als  Spitze  eine  regel- 
mässige fünfseitige  Pyramide.  Aus  dem  Dodekaeder  ist  unter 
jeder  seiner  Seiten  eine  solche  Pyramide  ausgeschnitten.  Der 
Körper  bat  20  Eckpunkte  und  60  Flächen  (je  sechs  in  einem 
Eckpunkte  sich  schneidend),  von  denen  je  drei  in  einer  Ebene 
liegen. 

3)  Das  konkave  Stern-Dodekaeder  (Nr.  8)  entsteht 
aus  dem  Dodekaeder  ebenso  wie  1)  aus  dem  Ikosaeder.  Ueber 
jeder  Fläche  d$s  Dodekaeders  erhebt  sich  eine  regelmässige 
fünfseitige  Pyramide.  Der  Körper  hat  12  Eckpunkte  und  60 
Flächen  (je  fünf  in  einem  Eckpunkte  sich  schneidend),  von 
denen  je  fünf  in  einer  Ebene  liegen« 

4)  Das  konvexe  Stern-Ikosaeder  (Nr.  9)  entsteht  aus 
dem  vorigen  Körper,  wenn  jeder  Eckpunkt  des  letzteren  mit 
den   fünf  benachbarten  Eckpunkten  verbunden  wird.     Diese 
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Strecken  bilden  zusammen  die  Kanten  eines  regelmässigen 
Ikosaeders.  Je  drei  derselben,  die  in  einer  Ebene  liegen,  bil- 
den mit  einer  Ecke  des  Dodekaeders  als  Spitze  eine  regel- 
mässige dreiseitige  Pyramide.  Aus  dem  Ikosaeder  ist  unter 
jeder  seiner  Seiten  eine  solche  Pyramide  ausgeschnitten.  Der 
Körper  hat  12  Eckpunkte  und  60  Flächen  (je  zehn  in  einem 
Eckpunkte  sich  schneidend),  von  denen  je  fünf  in  einer  Ebene 
liegen.  ! 

5)  Das  konkav-konvexe  Stern-Dodekaeder  entsteht 
aus  3),  indem  unter  jeder  Seite  dieses  Körpers  nochmals  eine 
dreiseitige  Pyramide  ausgeschnitten  wird.  Der  Körper  hat 
demnach  180  Flächen  (je  zehn  in  einem  Eckpunkte  sich  schnei- 
dend), von  denen  je  9  in  einer  Ebene  liegen. 

Das  konkav-konvexe  Stern-Ikosaeder  würde  aus  1)  ebenso 
entstehen,  wie  5)  aus  3).  Indessen  müsste  unter  jeder  Seite 
von  1)  dieselbe  dreiseitige  Pyramide  ausgeschnitten  werden, 
welcher  diese  Seite  angehört.  Es  würde  also  nichts  Körper- 
liches übrig  bleiben;  der  Körper  existiert  daher  als  solcher 
nicht;  seine  Kanten  aber  fallen  mit  denen  von  1)  zusammen. 

88.  Zwei  Kugelflächen.  —  Wenn  zwei  in  einer  Ebene 
liegende  Kreislinien  sich  um  ihre  Centrallinie  drehen,  so  ent- 
stehen zwei  Kugelflächen.  Die  Centrallinie  der  ersteren,  welche 
auch  die  beiden  Kugelmittelpunkte  verbindet,  heisst  auch 
Centrallinie  der  Kugeln.  Aus  den  verschiedenen  Beziehun- 
gen der  beiden  Kreislinien  (s.  T.  II,  Nr.  104)  gehen  ebenso- 
viel Beziehungen  der  beiden  Kugelflächen  hervor.  Im  allge- 
meinen haben  zwei  Kugelflächen  eine  gemeinsame  Kreislinie 
(wie  sogleich  gezeigt  werden  wird),  die  sich  jedoch  in  einen 
Punkt  zusammenziehen,  oder  ganz  verschwinden  kann. 

Eine  gemeinsame  Kreislinie.  —  Wenn  zwei  sich 
schneidende  Kreislinien  eine  halbe  Umdrehung  um  ihre  Central- 
linie machen,  so  beschreibt  ihre  gemeinsame  Sekante  eine 
Ebene  (42),  und  ihre  beiden  Schnittpunkte  zusammen  eine 
Kreislinie.  Diese  ist  also  auch  den  beiden  Kugelflächen  ge- 
meinsam. —  Aus  T.  II,  229  folgt  nun: 

274.  Die  Centrallinie  zweier  sich  schneidender  Kug<  I- 
flächen  ist  kleiner  als  die  Summe  und  grösser  als  (  e 
Differenz  der  Radien  (und  umgekehrt). 

Ferner  aus  T.  II,  230: 

275.  Die  Centrallinie  zweier  sich  schneidender  Kugi  I- 
flächen  steht  senkrecht  auf  der  gemeinsamen  Sekante  i- 
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ebene  und  geht  durch  den  Mittelpunkt  der  gemein- 
samen Kreislinie. 

Ein  gemeinsamer  Punkt.  —  Wenn  zwei  sich  (von 
aussen  oder  innen)  berührende  Kreislinien  eine  halbe  Umdrehung 
um  ihre  Centrallinie  machen,  so  ändert  der  Berührungspunkt 
(T.  n,  233)  seine  Lage  nicht  Es  haben  dann  auch  die  bei- 
den Kugelflächen  nur  diesen  einen  Punkt  gemeinsam.  —  Aus 
T.  II,  231  und  232  folgt  nun: 

Die  Centrallinie  zweier  sich  von  aussen  (innen)  276. 
berührender  Kugelflächen  ist  gleich  der  Summe  (Dif- 
ferenz) der  Radien  (und  umgekehrt). 

Ferner  aus  T.  II,  233: 

Die  Centrallinie  zweier  sich  berührender  Kugel-  277. 
flächen   steht   senkrecht   auf  der  gemeinsamen  Tan- 
gentenebene und  geht  durch  den  Berührungspunkt. 

Kein  gemeinsamer  Punkt.  —  Wenn  zwei  ausser  oder 
in  einander  liegende  Kreislinien  eine  halbe  Umdrehung  um  ihre 
Centrallinie  machen,  so  entstehen  zwei  ausser  oder  in  einander 
liegende  Kugelflächen,  welche  keinen  Punkt  gemeinsam  haben. 
Aus  T.  II,  234  und  235  folgt  dann: 

Die  Centrallinie  zweier  ausser  (in)  einander  lie-  278, 
gender  Kugelflächen  ist  grösser  als  die  Summe  (klei- 
ner als  die  Differenz)  der  Radien. 

Ist  insbesondere  die  Centrallinie  gleich  Null,  so  haben  die 
beiden  Kugeln  denselben  Mittelpunkt  und  heissen  konzentrisch. 

89.  Sätze  über  den  geometrischen  Ort  des  Mittelpunktes  einer 
Kugel.  —  6)  (Fortsetzung  zu  256.)  Durch  analoge  Betrach- 
tungen wie  in  T.  II,  Nr.  106  erhält  man  leicht  die  Sätze: 

Soll  eine  Kugelfläche  eine  gegebene  Kugelfläehe  in  einem  279. 
gegebenen  Punkte  berühren,    so   ist   der   geometrische  Ort 
ihres   Mittelpunktes    die   durch   den   Punkt   und   den 
Mittelpunkt  gehende  Gerade. 

7)   Soll   eine  Kugelfläche  mit  gegebenem  Radius  eine  280, 
gegebene  Kugelfläche  berühren,  so  ist  der  geometrische  Ort 
ihres  Mittelpunktes  die  mit  der  Summe  oder  Differenz 
d  *r  beiden  Radien  aus  dem  gegebenen  Mittelpunkte 
b  schriebene  Kugelfläche. 

Anm.  Die  in  T.  II,  Nr.  107 — 140  behandelten  projekti vischen  Be- 
Zi langen  lassen  sich  auch  auf  räumliche  Gebilde  ausdehnen.  Es  kann 
in  ies  dieser  Gegenstand  hier  nur  angedeutet  werden.  Im  übrigen  giebt 
di  i  Art  und  Weise,  wie  in  der  Stereometrie  der  bewegten  Gebilde  Be- 
Zi iiungen  der  ebenen  Geometrie  auf  räumliche  Gebilde  ausgedehnt  worden 
■i  d,  genügenden  Anhalt  zur  Ausfüllung  dieser  Lücke. 

ohlegel,  fUmn«Bta*-MtttktfiB*tik.  iV.  8 


r* 


'»d 


N 
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90.  Vorbemerkung.  —  Wie  der  Umfang  eines  Polygons 
als  Summe  seiner  Seiten,  so  kann  auch  die  Oberfläche  eines 
Polyeders  als  Summe  seiner  Seiten  dargestellt  und  berechnet 
werden.  Es  werden  daher  im  folgenden  nur  die  Mantelflächen 
des  Cylinders,  des  Kegels  und  der  Kugel  eine  besondere  Be- 
rechnung erfordern.  Dagegen  ist  der  räumliche  Inhalt 
(Körperraum,  Volumen)  eines  Körpers  ebenso  zum  Gegenstande 
einer  neuen  Betrachtung  zu  machen,  wie  in  der  Geometrie  der 
Flächenraum  einer  Figur.  Wie  der  letztere  als  Produkt  zweier 
Strecken,  so  wird  der  erstere  als  Produkt  dreier  Strecken  er- 
scheinen. Im  übrigen  gelten  die  in  T.  II,  Nr.  141  gemachten 
Bemerkungen  auch  hier. 

1)  Der  Körperraum  als  Streckenprodukt. 

91.  Masseinheit.  —  Wie  zwei  ebene  Figuren,  so  kann  man 
auch  zwei  Körper  (Körperräume)  durch  einander  messen,  indem 
man  bestimmt,  wie  oft  der  eine  in  dem  anderen  enthalten  ist. 
An  dem  Körper,  welchen  man  als  Mass  benutzen  will,  ist  Grösse 
und  Gestalt  beliebig.  Es  ist  jedoch  allgemein  üblich,  den 
Würfel  als  Massfigur  zu  nehmen,  dessen  Seiten  als  Quadrate 
das  Flächenmass  darstellen. 

Nur  ein  Körper,  die  rechteckige  Säule,  lässt  sich  direkt 
durch  den  Würfel  messen,  d.  h.  in  Würfel  zerlegen;  die  Mes- 
sung der  übrigen  Körper  wird  durch  Rechnung  bewerkstellig. 

92.  Die  rechteckige  Säule.  —  Es  sei  m  das  gemeinsai  e 
Mass  dreier  anstossender  Kanten  (a,  6,  c)  einer  rechteckig  n 
Säule,  und  /»-mal  in  a,  g-mal  in  6,  r-mal  in  c  enthalten,  so  de  & 

az=zpm,  bz=qm,  c^rm 

ist.     Teilt  man  dann  a  in  p,  b  in  q}  c  in  r  gleiche  Teile,  ui  d 
legt  durch  die  Teilpunkte  jeder  Kante  parallele  Ebenen  r  \r 
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Ebene  der  beiden  andern  Kanten,  so  Fi8-  *8- 

zerfallt  die  rechteckige  Säule  in  kon- 
gruente Würfel  (M).  —  Setzt  man 
ms  1,  so  geben  die  Zahlen  p,  g,  r  die 
Länge  der  Kanten  a,  b,  e  an,  und  jeder 
der  erhaltenen  Würfel  hat  die  Längen- 
einheit als  Kante.  Setzt  man  auch 
M  =  l,  so  ist  das  Volumen  der  recht- 
eckigen Säule  durch  die  Zahl  ausge- 
drückt, welche  angiebt,  in  wieviel  Wür- 
fel die  rechteckige  Säule  zerfällt. 

Es  kommt  jetzt  darauf  an,  diese 
Zahl  zu  bestimmen.  Dazu  bieten  sich 
der  Reihe  nach  drei  Methoden. 

1)  Man  zählt  alle  Würfel  einzeln. 

2)  Da  alle  Würfel  in  r  wagerechten  Schichten  stehen, 
deren  jede  pq  Würfel  enthält,  so  genügt  es,  die  Würfel  längs 
dreier  anstossender  Kanten  zu  zählen,  und  die  erhaltenen  Zah- 
len mit  einander  zu  multiplizieren. 

3)  Da  jede  dieser  drei  Reihen  Würfel  soviel  Würfel  ent- 
hält, wie  die  entsprechende  Kante  Längeneinheiten,  so  genügt 
es,  statt  der  Würfel  die  Längeneinheiten  der  Kanten  o,  b  und  c 
zu  zählen  (a,  b  und  e  durch  m  zu  messen),  und  die  erhaltenen 
Zahlen  mit  einander  zu  multiplizieren. 

Die  Anzahl  der  Würfel  ist  nach  jeder  dieser  Zählungen  pqr. 

Anm.  Zur  wirklichen  Ausmessung  einer  solchen  rechteckigen  Säule 
(z.  B.  eines  Zimmers)  durah  eine  der  beiden  ersten  Methoden  wurde  man 
ein  wirkliches  Kftrpermasa  (etwa,  einen  hölzernen  Würfel)  gebrauchen.  Die 
dritte  Methode  erfordert  nur  ein  Längenmaas  zur  Messung  der  Strecken 
a,  b  und  e,  und  zeigt,  wie  die  Körpermessung  durch  Längenmeasungen 
und  eine  Rechnung  ersetzt  werden  kenn. 

Man  versteht  nun  unter  dem  Produkte  dreier  Strecken, 
die  darch  eine  Längeneinheit  gemessen  sind,  das  mit 
dem  Produkte  ihrer  Masszahlen  multiplizierte  Volu- 
men des  Würfels,  dessen  Seite  die  Längeneinheit  ist. 
Aus  dieBer  Erklärung  und  der  vorher  gegebenen  Bestim- 
lung  des  Volumens  der  rechteckigen  Säule  folgt  unmittelbar 
.er  Satz: 

Das  Volumen  einer  rechteckigen  Säule  ist  gleich  asi, 
lern  Produkte  dreier  anstossender  Kanten. 

Sind  die  drei  Strecken  eines  solchen  Produktes  einander 
;leich,  so  geht  das  Produkt  in  die  arithmetische  dritte  Potenz 
ier  einen  Strecke  über,  und  aus  281  folgt: 


93—96.   Rechnende  Stereometrie. 

is  Volumen  eines  Würfele  ist  gleich  der  (arito- 
en)  dritten  Potenz  einer  Kante, 
m.    Welcher  Satz  kann  zwischen  281  u.  282  eiiigesühiltet  worden? 
.  Die  SAule.  —  Eine  beliebige  Saale  ist  nach  206  einer 
Itigen  Säule  mit  gleicher  Grundfläche  und  Höhe  gleich. 

b  und  e  drei  anstc-ssende  Kanten  dieser  rechteckigen 
so  ist  die  Grundfläche  der  gegebenen  Säule  gleich  ab, 
tie  gleich  e;  also  folgt  aus  281: 
is  Volumen  einer  Säule  ist  gleich  dem  Pro- 
aus Grundfläche  und  Höhe. 
,  Das  Prisma.  —  Nach  211  zerfällt  jede  Säule  durch 
agonalebene  in  zwei  inhaltsgleiche  dreiseitige  Prismen, 
die  halbe  Grundfläche  und  die  gleiche  Höhe  der  Säule 

Ist  nun  a  die  Grundfläche  und  k.  die  Höhe  der  Säule, 
ihr  Volumen  nach  283  gleich  ahl ;  folglich  das  des  drei- 

i  Prismas  gleich  -~L  oder  -^  •  hv    Da  nun  ■=■  die  Grund- 

lieses  Prismas  ist,  so  folgt: 

is  Volumen  eines  dreiseitigen  Prismas  ist  gleich 
rodukte  aus  Grundfläche  und  Höhe, 
ich  192  lässt  sieb  jedes  Prisma  durch  Diagonalebenen 
zeitige  Prismen  von  gleicher  Höhe  zerlegen.  Ist  a  die 
äcbe  des  ganzen  Prismas,  av  oa  . .  die  Grundflächen 
Teile,  und  h  die  gemeinsame  Höhe  aller  Prismen,  so 
ie  einzelnen  Volumina  nach  284:  a,ft,  aaA,  ash,  ...; 
das  Gesamtvolumen 

=  a1Ä  +  a2ft  +  tt3fc  +  ...  =  (a1  +oa  +  d3 +  ...)*, 
a         «,  +  Oj  +  os  + . . .  =  a 

93  =  afc; 
)as  Volumen  eines  Prismas  ist  gleich  dem  Pro- 
aus Grundfläche  und  Höhe. 
i.  Die  Pyramide.  —  Aus  219  und  284  folgt: 
ib    Volumen    eiuer    dreiseitigen    Pyramide     st 
dem  dritten  Teile  des  Produkts  aus  Grui  3- 
und  Höhe, 
ich  154  lässt  sich  jede  Pyramide  durch  Schnittebenen  in 
;ige  Pyramiden  von  gleicher  Höhe  zerlegen.    Ist  a    ie 
lache  der  ganzen  Pyramide,  a.,  <u  , . ,  die  Grundfläcl  m 
'eile,   und  h  die  gemeinsame  Höhe  aller  Pyramiden,  so 
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olnnuna  nach  286:  — A— ,  ~ o~>  H*   i  •• 

tvolumen 

-  +  -£-  +  •  ■  •  =  (a,  +  aa  +  o3  +  . . . )  , 


oder,  da  a,  +  a3  +  o3  + 

ist, 


aA 
3  ' 

d.  b.:   Das   Volumen   einer  Pyramide   ist   gleich   dem  387. 
dritten  Teile  des  Produktes   aus  Grundfläche  und 
Höhe. 

96.  Der  Pyramidmitumpf.  —  Ist  von  einer  Pyramide,  deren 
Grundfläche  a,  deren  Höhe  A  +  Ai  ist,  durch  eine  zu  a  parallele 
Ebene  eine  Pyramide  abgeschnitten,  deren  Grundfläche  av 
Höhe  A[  ist,  so  ist  das  Volumen  des  übrig  bleibenden  Pyra- 
midenstumpfes  (nach  287): 

_  a(A  +  Ai)  _  o,  ^  _  a h       A,(Q-q,) 
*~        3  3     ~    3   +  3 

Nun  ist 

a       (A  +  A.)'      .      N"ä       A  +  A, 
«i  V  Na,  A, 

Na- Mo:        k 

oder:  —  1  =      , 

\a,  *i 

oder,  beiderseits  mit  Na-f-Na,  multipliziert: 

a  — a.       A(Na+Na.)      ,      ,  .,        ,,vr —  ,      , 

-^i=1  =  ~ = L'(  ©der  (a  —  a1)A,=A(\na1  +a,); 

N<»i  *i 

also,  wenn  man  diesen  Wert  oben  einsetzt: 


8 


aA  +  A(Nao+a,)       A(tt  +  NJ~  +  ni). 


d    h.,  da  A  die  Höhe  des  Pyramidenstumpfes  ist: 

Das  Volumen  eines  Pyramidenstumpfes  ist  gleich  388. 
d  im   dritten   Teile   des   Produktes    aus    seiner  Höhe 
n  id   der  Summe    seiner  Grundflächen    und   des   geo- 
netrischen  Mittels  derselben. 

Alm.  Setzt  man  in  der  letzten  Formel  «.  —  a,  ao  verwandelt  lioh 
dl  r  PjramideuBtampf  in  ein  Prisma,  nnd  die  Formel  fQr  «ein  Volumen 
in  SS  =  q*,  aberaiiutinunend  mit  286. 
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97.  Polyeder.  —  Sind  a,  b,  c  . . 
welches  einer  Kugel  mit  dem  Radit 
zerfällt  dasselbe,  wenn  man  durch 
und  seine  Kanten  Ebenen  legt,  in 
flächen  o,  b,  c  . .  sind,  deren  Höhen 
nach  ist  das  Volumen  des  Polyeder 


x       3  T  3 

+  ...=« 

oder, 

0  +  6  +  . 

=  p  gesetzt 

wenn 

3 

SS  =  W; 

289.  d.  b.:  Das  Volumen  eines  der  E 
Polyeders  ist  gleich  dem  dritt 
aus  Oberfläche  und  Radius. 

Aiim.  Andere  Polyeder  müssen,  w( 
den  soll,  in  Pyramiden  zerlegt  werden, 
gleiohong  dar  Volumina  zweier  Körper  lasi 
and  149  aufstellen?  —  Fuhrt  eine  geomet 
gäbe  auf  eine  rein  kubische  Gleichung 
dieselbe  durch  die  geometrische  Konstru 
x'iz=a(bc  -f  jcj),  und  durah  &c  -|-  gc,  =  O 
Die  in  dieser  Gleichung  liegende  Aufgabe: 
Würfel  zu  verwandeln"  ist  jedoch  durah 
lösbar,  folglich  ebensowenig  der  speoielle  Fi 
welcher  durch  die  Annahmen  o  =  i  =  e, 
{und  der  Fall  «»  =  2*3,  welcher  dat  doli 
Die  gemischt-kubische  Gleichung  $» 

und  HO)  würde  die  zur  Konstruktion  ungeeif 


-f-  N  q3  —  V5TF*"  ergeben. 

2)  Die  regelmässige! 

98.  Fläehenwinkel.  —  Allgeme 
regelmässigen  Polyeder  sei  eine  Et 
Ebene  so  abgeschnitten,  dass  auf  di 
ten  gleiche  Stücke  (z.  B.  AB,  AC,  j 
Dann  ist,  wenn  in  der  Ecke  A  p  Fit 
Eckpunkt  A  die  Spitze  einer  gen 
Der  Fusspunkt  Al  der  Höhe  diesei 
der  Mittelpunkt  des  der  Grundflächt 
und  Ä[BC  ein  Bestimmungsdreieck 
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A  Fig.  «. 


welche  das  Polyeder 
nzen,  und BAß 
)    der   Centri- 

1     des    regei- 
gen p-Ecks. 
Demnach 

2n 

1)  «  =  — 

ndet  man  D,  die  Mitte  von  SC,  mit  A  und  Av  so  zer- 
die  gleichschenkligen  Dreiecke  ABC  und  «ijBC  in  recht- 
ige, und  es  ist 

2)  CAD=±;    CV>=2'- 

Da  endlich  die  Ebene  ÄCÄY  den  Winkel  f  der  beiden  in 

ich  achneidenden  Seitenflächen  der  Pyramide  ABC  und 

ABß  (die  zugleich  Flächen  des  Polyeders  sind)  halbiert,  so 
it,  wenn  man  BO±AC  und  00,  ±  AC  konstruiert, 

3)  BOOt  =  |-. 

'erbindet  mau  nun  B, mit  0,  so  ist  BOC^BflC,  also  BO=BlO, 
.  h.:  00,-LßB,  (als  Halbierungslinie  dßs  WinkelB  an  der  Spitze 
n  gleichschenkligen  Dreieck  BOB,).  _ 

Nun  ist  in  dem  rechtwinkligen  Dreieck  BOOx 

4>  Sm2=-BO- 

Ferner  im  rechtwinkligen  Dreieck  BOß: 

BOl  =  BCsm  BCAt  =  BC .  co* DAiC=BC .  cos ^, 
und  im  rechtwinkligen  Dreieck  BOC: 

BO=BC.sinBCA  =  BC.coiDAC=BC.cos^. 
Setzt  man  diese  Werte  in  4)  ein,  so  folgt: 
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—  » 

lit  Rücksicht  auf  1) 


,£_ P_ 


etraeder.—  n  =  3,  y  =  3;  itn^  =  „  :  jS3  =  -L; 
=  S=loi*)  »lso  -^  =  85»  18";  »>  =  70°32'. 

am.     Durch    einige   Umformungen   findet   nun   itu    6)    cb»  f  =:     ■ 
:h  direkt  au»  geometrisoher  Betrachtung  folgt.  3 

ktaeder.  -  »=3,  p=4;  »f  =  i \2  :  I\3  =^|: 
=  V2;  also  y  =  64»  44';  9>  =  109°28'. 
cosaeder.  —  n  =  3,  p=o;  wn-n-  =  — 7 —      :^^^!= 
.._,,_      1+V6      .„„,„¥>^6o»6,7.;,,  =  138Ml,4'. 


2      1/  6-2VB' 


exaecler.  —  n  =  4,  p  =  3;  stn^-  =  ^=;  tj-^-  =  t;  also 


Wird  ..-  £  =  f  g*etrt,  io  Itt  »s  £  =  .  ,  „P     =   (T.  I!t,  i 


i.  36«  =  cm*  18»  —  rin'l! 


98.  09.   Rechnende  Stereometrie 


läl 


Dodekaeder. 
1 


-        _     .    <p      1    1A-V5 


*  2 


"|/|(3-\f6) 


2-'  8 

also  -&-  — 


|-  =  58017'; 


Fig.  60. 


9  =  116°  84'. 

Anm.   Durch  einige  Umformungen  findet  man  aus  5)  cos  y = — jrN^* 

99.  Radien  der  zugehörigen  Kugeln.  —  Allgemeine  For- 
meln. —  Es  sei  in  Fig.  50  0  die  Spitze,  00,  die  Höhe  der 
Bestimmungspyramide  eines regel- 
mässigen Polyeders,  und  ABO,  ein 
Bestimmungsdreieck  der  Grundfläche 
dieser  Pyramide  (der  Seite  des  Poly- 
eders). Dann  sind  OA  =  r,  OM = r, 
00 x  =  q  der  Reihe  nach  die  Radien 
der  Kugeln,  welche  durch  die  Eck- 
punkte, Mitten  der  Kanten  und  Mitten 
der  Seiten  des  Polyeders  gehen;  fer- 
ner OjA  =  rx  und  01M=q1  die  Radien 
der  Kreise,  welche  der  Seite  des 
Polyeders  um- und  einbeschrieben  sind; 
endlich  ist  AB  =  s  eine  Kante  und 


-  9 


der  halbe  Flächenwinkel 


4; 


0M0X  _  2 

des  Polyeders.    Nun  ist 

r»  =  r12  +  »?2;  ?  =  e,^|^;  Qx2  =  rx2 
folglich  durch  Elimination  von  q  und  qx: 

i)     ,««,.,«  + (v —£)%>£. 

2)   fi.fa-QtfZ^-r*). 

^  =  ^+^  =  (r^-|)(l  +  ^f) 


Ferner 
I  ldlich 


r2- 


»2 


o  1er 


3)   r 


=— (= 


<? + «•,*  -  9 


«*'t 


8* 


H.   Heobneode  Stereometrie 

Jie   Tos   Dreiecken   begrenzten   Polyeder  ist 
r.  161) 

0  +  T»*f)i  »)«'='1-T=  *>«*=»•+» 

.der.  -  <,f  =  V2;        r»  =  |;     r  =  {>(8; 


'-4 


«-I 


2  —        2       * 

<S  =  |<7+3N5);  »=^|/r»«8N5;*) 
t'-ytS+Vs);    r  =  {|/6+2Nö. 

ilit  T.  I,  120a  laut  och  der  Wort  (.  =  ^^7  + 8^6  t  * 
f=^-(Ü+V6)  bringen,  da  nacb  jener  Formel  \t>1  £ 
[=Stl  =    |y     jBt    Eine  gWobe  Temnfkchang  gestattet    sr 
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Vierecken  begrenzte  Polyeder  ist 
also: 

"  *-t(.1  +  ?*&  2)  '*=''-£  3>  ",-»,  +  f 

Hexaeder.  —  (97  =  1;  r*  — -t-;   r  =  -rrN3; 


»*=i 


={w. 


Für  das  von  Fünfecken  begrenzte  Polyeder  ist 

,-rV~E3l.  r,-'H»+v»). 

'-   ■'  2      '      '  ~~        10        ' 

r    also: 

Dodekaeder.  —  fj-^ 


Vi»-™' 


«'  =  -^(25+11^6);  »  =  i]/"260+110\6; 
t'=f(7+S\6);      r  =  {JA4  +  6\|5. 

Anin.    Man  drtlako  umgekehrt  die  Kante  «  jede«  Polyeders  durch 

ie  Radien  der  zugehörigen  Kugeln  aus. 

100.  Oberfläche.  —  Allgemeine  Formel.  —  Sei  m  die 
Zahl  der  »-Ecke,  welche  ein  regelmässiges  Polyeder  begrenzen, 
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n 


lie  Fläche  des  Bestimmungsdreiecks  A0XB  eines  dieser 
4p ;  mithin  die  Gesamt- Oberfläche  des  Polyeders 
a  _  mn»pt 
7  2    " 

r   die  von    Dreiecken    begrenzten    Polyeder  ist 
origer  Nr.) 

»  =  3;    tl=Y^?-LSJ, 

traeder.  — /s  =  s2\3; 

:taed«r.  —  f*=2t'S3. 

»saeder.  —  /!  =  5«JVF. 

r  das  von  Vierecken  begrenzte  Polyeder  ist 

.-4;    ^V^'-J-h 

/2  =  m*2. 
xaeder.  —  /2  =  6j2. 
p  das  von  Fünfecken  begrenzte  Polyeder  ist 

/J  =  J^l|/'2o+10\5: 
dekaeder.  —  p  =  3»!  l/"25  + 10\|5. 
..  Folwmm.  —  Nach  289  ist  das  Volumen  eines  regel- 


a  Polyeders  gleich 

3    ' 

traeder. 

-/*  = 

58  = 

H^ 

also 

taeder. 

-/'  = 

=  |W; 

also 

Rechnende  Stereometrie. 


Ikosaedsr.  —  /'  =  5«'\|3,  ^=^^(3+' 

D  =  ^(3+V6). 

Hexaeder.  — /a  =  6f*,  v  =  -ä\  also 
S3  =  «8. 


/a  =  3*a|/25+10Nf5;  ?  =  ^  J/ 250+1H 

SJ  =  ^l/"470  +  210  V5.  *) 

3)  Krummflachlge  Körper. 
a)  Der  CjlUder.**) 

102.  OberJUtehe  des  Mantels.  Der  gerade  Cyiinc 
gerade  Gylinder  ist  nach  Nr.  69  ein  apecieUer  Fall  d< 
Prismas.  Ist  die  Höhe  des  letzteren  gleich  h,  sei 
kanten  gleich  a,  b,  e  . .  ,  so  ist  die  Oberfläche  seil 
flächen  gleich  ah  +  bh  +  eh  +  . . .  —  (a  +  b  +  e  +  . . 
gleich  dem  Produkt  aus  dem  Umfang  der  Grundfläct 
Höhe.     Hieraus  folgt  der  Satz: 

Die  Mantelfläche  eines  geraden  Cylin 
gleich  dem  Produkt  aus  dem  Umfang  seine 
fläche  und  seiner  Höhe. 

Ist  der  Gylinder  von  einer  gemeinen  Cylindei 
grenzt,  so  ist  der  Umfang  seiner  Grundfläche  gleich 
die  Mantelfläche  wird  durch  die  Formel  ausgedrück 
/a  =  2mA. 

Aura.  Die  Mantelfläche  eines  geraden  Cylinders  ist  also 
Rechteck,  dessen  Seiten  der  Umfang  seiner  Grundfläche  und  seit 

Durchschneidet  man  die  Mantelfläche  mittelst  einer  St 
läaat  sich  der  Hantel,  ohne  die  Grösse  seiner  Oberfläche  zu  t 


»)  Mitteilt  T.  I,  180a  lä*st  sich  der  Wert  8  =  — j —  ' 
n  ih  auf  die  Form  SJ  =  —  (16  -f-  7  f  6)  bringen,  da  nach  j 
>  17+ai*r5=V47  +  Vi7J^2i  Ut 


108— 10*.    Rechnende  Sti 

ein  ebenen  Rechteck  aufrollen,  denen  Grand 
Grundfläche,  dessen  Hohe  gleich  der  Höh«  d 
Betrachtung  liefert  den  Satz  890. 

Wendet  man  dasselbe  Verfahren  anf  & 
Cylinders  an,  so  erhält  man  eine  von  zwei  pt 
Strecken  (AB  und  AIB1)  und  zwei  kongruente 
Figur,  welche  mit  dem  Rechteck  ÄBB^Ä^  gle 
Seitenlinie  des  Cylinders,  und  AA\  gleich  i 
Schnittes  ist,  so  bat  man  den  Satz: 

Die  Mantelfläche  eines  schiefen  ( 
Produkt  ans  dem  Umfange  seines  Not 
Seitenlinie. 

Da  beim  sohiefen  Cylinder  Gnindfläo 
gleichzeitig  Kreise  sein  können,  so  kann  di 
sohiefen  Cylinders  nioht  elementar  bereohnet 

108.  Volumen.  —  Aus  285  folgt 

i.         Das  Volumen  jedes  Cylinder 

dukte  aus  Grundfläche  und  Höht 

Beim  gemeinen  Cylinder  ist  der 
gleich  r3rr,  und  sein  Volumen  wird 
t  abgedrückt:  t  =  +ni. 

b)  Der  Kegel.  * 

104.  Oberfläche   des  Mantels.     Di 

gerade  Kegel  ist  nach  Nr.  47  ein  specit 

ranüde.    Ist  die  Höhe  einer  Seitenfläcl 

ihre  Grundk&nten  gleich  a,  b,  e,  . . , 

ofc     bh 

2  +  2  " 

d.  h.  gleich  dem  halben  Produkte  aus 
fläche  und  der  Höhe  der  Seitenfläche. 
Uebergang  in  den  Kegel  sich  in  die 
verwandelt,  so  hat  man  den  Satz: 

Die  Mantelfläche  eines  gera 
dem  halben  Produkt  aus  dem  Umf 
und  der  Seitenlinie. 

In  Formel  ausgedrückt: 

/  *  =  ms. 
Anm.    Die  Mantelfläche  eines   geraden 
Dreieck,  dessen  Grundlinie  der  Umfang  des  ( 


*)  Es  ist  im  folgenden  stets  vom  gerne 


[—107.   Beatmende  Stereometrie,  12? 

lektor  aufrollen,  deeten  Bogen  gleich  dem  Umfang  de« 
n  Radin*  gleich  der  Seitenlinie  ist.  Auoh  diese  Be- 
n  Säte  396  (nach  T.  II,  874). 

deuelbe  Verfahren  auf  die  Muntelflaoho  eines  aohjefeii 
,1t  nuut  eine  von  zwei  «ich  schneidenden  gleich  langen 
A  nnd  OB)  und  einer  krummen  Linie  begrenzte  Figur, 
«der  daran  Stocke  dee  Kegelt  anidrflcken  noch  elemen- 

erade   KegeUtampf.  —  Die 

8  geraden  Kegelstumpfes  ist 

uz  der  Mantelflächen  zweier 

Wenn  t ,  r,  o  der  Reihe  nach 

d  die  Radien  der  Grundkreise 

es  bedeuten,  *,  die  Seiten- 

ungskegels  (Fig.  51),  so  ist 

itelfläche  des  KegelBtumpfes  l 

x[t  +  *,)  —  $7csl  =  rns  +  tt$t(r  —  »). 

i  +  it  _r_      ,      _£_  _  r  —  g 

*i     ~«'  *l  ~      9 

«l(r-p)  =  n«, 

diesen  Wert  oben  einsetzt: 

/J  =  r*«  +  <>ju  =  (r  +  fing;  m. 

itelfläche  eines  geraden  KegelBtumpfes  »98, 
l  Produkt  aus  dem  arithmetischen  Mit- 
herieen    seiner    Grundkreise    und     der 

reichem    Kegel   hat  hiernach   der   Kegelstampf  gleiche 
nfrollang  der  Mantelfläche  analog  wie  in  voriger  Nr. 
lt  897  in  891  über,  für  p  =  0  in  996. 
an.  —  Der  gemeine  Kegel.  —  Aus  287  folgt: 
VHB  ,v..jcd  jedes  Kegels  ist  gleich  dem  dritten  899. 
Teile  des  Produktes  aus  Grundfläche  und  Höhe. 

Beim  gemeinen  Kegel  ist  der  Inhalt  der  Grundfläche  gleich 
r*7t,  und  sein  Volumen  wird  daher  durch  die  Formel  aus- 
gedrückt: 

B  =  -^».  aoo. 

107.  Der  gemeine  KegeUtampf.  —  Aus  288  folgt: 
Das  Volumen  jedes  Kegelstumpfes  ist  gleich  dem  soi. 
dritten  Teile  des  Produktes  aus  Beiner  Höhe  und  der 
Summe  seiner  Grundflächen  und  des  geometrischen 
Mittels  derselben. 


128 
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fr: 


Beim  gemeinen  Kegelstumpf  sind  die  Grundflächen  gleich 

i*7t  und  Q27tt  ihr  geometrisches  Mittel  gleich  \[r27r .  £**r  =  r$n  \ 
sein  Volumen  wird  daher  durch  die  Formel  ausgedrückt: 

30*.  *  =  ^(r2  +  r?  +  (>*). 

Anm.  Mit  welchem  Kegel  hat  hiernach  der  Kegelstampf  gleiches 
Volumen?  —  Für  <>  =  r  geht  302  in  294  über,  für  *  =  0  m  300.  — 
Zwischen  *,  *,  r,  $  besteht  die  Formel  i*  =  h*  +  (r  —  <>)2.  — 

e)  Rotationskörper. 

108.  Vorbemerkung.  —  Nach  Nr.  74  lässt  sich  jeder  durch 
Umdrehung  eines  Polygons  entstehende  Rotationskörper  als 
Summe  von  Kegelstumpfen  (bezw.  Kegeln  und  Cylindern)  dar- 
stellen. Es  kann  daher  auch  Oberfläche  und  Volumen  eines 
solchen  Körpers  mit  Hilfe  der  in  Nr.  102 — 107  gegebenen 
Formeln  gefunden  werden.  —  Wir  betrachten  im  folgenden  nur 
solche  Körper,  welche  durch  Umdrehung  eines  regelmässigen 
Polygons  entstehen,  weil  für  diese  Körper  noch  besonders  ein- 
fache Formeln  abgeleitet  werden  können.  —  Es  sind  dabei  zwei 
Hauptfälle  zu  unterscheiden:  1)  Rotation  um  eine  durch  den 
Mittelpunkt  und  eine  Ecke  gehende  Axe,  2)  Rotation  um  eine 
die  Figur  nicht  schneidende  Axe. 

L  Botation  um  eine  durch  den  Mittelpunkt  und  eine  Ecke 

gehende  Axe. 

109.  Oberfläche  des  Rotationskörpers.  —  Macht  ein  regel- 
mässiges Polygon  eine  halbe  Umdrehung  um  eine  durch  den 

Mittelpunkt  und  eine  Ecke  gehende 
Axe,  so  besteht  die  Oberfläche 
des  Rotationskörpers  im  allge- 
meinen aus  den  Mantelflächen  von 
Kegelstumpfen. 

Anm.  Hierzu  treten,  wenn  die 
Seitenzahl  des  Polygons  4n  ist,  zwei 
Kegelflächen,  von  denen  eine,  wenn  die 
Seitenzahl  2n  -|- 1  ist,  in  eine  ebene 
Kreisfläche  Obergeht  (Fig.  52),  und  zu 
welchen,  wenn  die  Seitenzahl  2n-  % 
ist,  noch  eine  Cylinderfläohe  tritt.  ta 
jedoch  alle  diese  Flachen  als  speoi«  le 
Fälle  der  Mantelfläche  des  Kegelstomj  * 
angesehen  werden  können,  so  gen  $t 
es,  die  letztere  allein  zu  betrachten 

Sei  AB  —  s  eine  Seite  <  s 
Polygons  und  r.  und  r2  die  \  is 


Fig. 

62. 

A    * 

<h 

\    * 

** 
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auf  die  Drehungsaxe  gefällten  Senkrechten, 
BScbriebene  Kegelstumpffläche  (nach  297) 

/21  =  (r1+ra)7r«, 
-m  die  Mittellinie  des  aus  rv  g,  r2  gebil- 

r.+r.  .. 
so  m  =  -1-s— -  ist, 

/a2  —  2mns. 
i»  iciuci  n.^l  —  v  der  kleine  Radius  des  Polygons,  und  AC  =  h3 
die  Höhe  des  Trapezes,   so  folgt  aus  der  Aehnlichkeit  der 
ecke  ABC  und  -dj^C,: 

-,  -  =  — ,  oder  ms  =  oh*. 

k2     m  *  J 

i  oben  eingesetzt,  giebt: 

f22  =  2o7tha.  »os 

Oberfläche  des  ganzen  Rotationskörpers  ist  hiernach 
/2  =  2^{»,  +  fc2+....). 

Arno.  Dia  Formel  30S  kann  für  den  Kegel  direkt  ebenso  wie  für 
Kegeletumpf  abgeleitet  werden.  Für  den  Cylinder  stimmt  sie  mit 
aberein. 

Ist  r  der  grosse  Radius  des  Polygons,  so  ist  bei  gerader 
tenzahl  desselben 

A,+Aa  +  ...  =  2r, 

f%  =  iron.  804. 

Bei  ungerader  Seitenzahl  ist 

Ä,  +  A,  +  . . .  =  r  +  q, 
zunächst  fi  =  2on(r  +  Q).    Hierzu  tritt  noch  die  Fläche 
ebenen  Kreises,  die  als  Mantelfläche  eines  Kegels  mit  der 
e  0  in  der  Formel  nicht  mitbegriffen  ist,  mit  dem  Werte 
gi 
-j  n,  so  dass  im  ganzen 


/•  =  [*»0- +  »)  +  -£]« 

ein  regelmässiges  Pol] 


Anm.     Dreht  »ich  eil 
Beinen  kleinen  (statt  i 

=  2p  zu  setzen   und  Ä  . -.    »  =  -.    »  zn  addieren.     Man  erhalt  also 


I'K. 


807. 


808. 


809. 


310. 


311. 


iäo 
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HO.  Oberßäehe  der  Kugel  —  Geht  das  regelmässige  Poly- 
gon durch  unendliche  Verdoppelung  seiner  Seitenzahl  in  einen 
Kreis  über,  so  verwandelt  sich  der  von  ihm  beschriebene  Ro- 
tationskörper in  eine  Kugel,  und  da  in  diesem  Falle  ?  =  r  ist, 
so  folgt  für  die  Oberfläche  der  Kugel  aus  304  der  Ausdruck 

/2  =  4rV 

Anm.  Die  Oberflache  der  Kugel  ist  also,  da  4r^  =  2rr .  Ar  ist, 
nach  291  gleich  der  Mantelfläche  des  der  Kugel  umbesohriebenen  geraden 
Cylinders.  —  Da  die  Kugelflache  nicht  durch  Bewegung  einer  Geraden 
entstanden  ist,  so  lasst  sie  sich  auch  nicht  in  eine  Ebene  aufrollen. 

Aus  307  folgt  noch  der  Satz: 

Bei  der  Halbkugel  ist  die  krumme  Fläche  doppelt 
so  gross  als  die  ebene. 

111.  Kugelzone  und  Kugelkappe.  —  Betrachtet  man  nur 
eine  Kegelstumpffläche  des  Rotationskörpers,  so  geht  dieselbe 
bei  unendlicher  Verdoppelung  der  Seitenzahl  in  eine  Kugel- 
zone (oder,  wenn  es  eine  der  Kegelflächen  war,  in  eine  Kugel- 
kappe) über,  und  man  erhält  für  die  krumme  Oberfläche  der 
Kugelzone  oder  Kugelkappe  aus  303  den  Ausdruck 

worin  r  den  Kugelradius,  h  die  Höhe  der  Zone  oder  Kappe 
bedeutet  —  Aus  309  folgt: 

Zonen  und  Kappen  derselben  Kugel  haben  bei 
gleicher  Höhe  auch  gleiche  Oberfläche. 

112.  Kugelzweieck.  —  Ist  a  der  Centriwinkel  eines  Kugel- 
zweiecks, so  ist  nach  83 

4Är=Ä'  «!*/»«**.£ 

113.  Kugeldreieck.  —  Es  seien  a,  ß  und  y  die  Winkel 
eines  Kugeldreiecks.  Vervollständigt  man  die  Seiten  desselben 
zu  grössten  Kreisen,  so  entstehen  (entsprechend  den  drei 
Nebenecken  der  zu  dem  Kugeldreieck  gehörigen  Ecke)  drei 
Nebendreiecke,  welche  mit  dem  gegebenen  Dreieck  der  Reihe 
nach  Kugelzweiecke  mit  den  Centriwinkeln  a,  ß,  y  bilden.  Sind 
nun  /*,  /x2,  /22,  /32  der  Reihe  nach  die  Oberflächen  des  g 
gebenen  Dreiecks  und  seiner  Nebendreiecke,  und  setzt  man  zu 
Abkürzung 

1) 
so  folgt  aus  311: 


r27t 


=  *2 


2)  /2  +/x2  =  az\  p  +/  22  =  ßz\  /2  +/ *  =  yz2 ; 


15.    Rechnende  Stereom 


1,+/„,+/3J =(«  +  /» +  >■)*'• 

für  eins  der  Nebendreiecke,  z.  B.  f32  das 
le  Scheiteldreieck  (99),  so  sieht  man,  dass 
rammen  die  Fläche  einer  Halbkugel  bilden. 

i+/ia+/32  =  2ra7r-2fiza  [nach  1)], 

en  Wert  in  3)  einsetzt: 

=  (o  +  /J  +  y)x*, 

_  0-t-ft+y-2fl)za_(a+/g+y-2fl)r3rr 

~  2  2Ä  '    8 

«  +  i«  ■!->'  — 8 Ä  heisst  der  nph arische  Exc.eaa 
Berechnung  der  Oberfläche  eines  Kngelpolygons 
ecke.  Spezieller  Fall  des  regelmässigen  Polygons, 
a  Seiten  eines   regelmässigen  Polyedern   gehörigen 

■»  .„  n.  £ = i^ti+pja,  ,„  .M 

. jite  gleich  Neil;  also  muss  anoh  a  +  l»  +  /=ÜB 

sein:  d.  h. :  für  d&t  ebene  Dreieck  gilt  der  bekannte  Satz  der  Winkel- 
summe,  für  den  hierdurch  ein  neuer  Beweis  erbracht  ist. 

Das  Volumen  eines  Rotationskörpers,  welcher  durch  die  oben 
vorausgesetzte  Rotation  entstanden  ist,  lässt  sich  nicht  durch  eine  einfache 
Formel  ausdrucken.  Das  Volumen  der  Kngel  wird  von  einem  anderen 
Gesichtspunkte  ans  gefunden. 

114.  Volumen  der  Kugel.  —  Von  einem  der  Kugel  um- 
beschriebenen Polyeder  kann  man  durch  Tangentenebenen  Pyra- 
.  miden  abschneiden,  und  so  das  Volumen  des  Polyeders  bestän- 
dig verringern.  Denkt  man  sich  dieses  Verfahren  ins  Unendliche 
fortgesetzt,  so  nähert  sich  das  Volumen  des  Polyeders  dem  der 
Kugel  als  Grenze;  mithin  gilt  der  Satz  289  auch  für  die  Kugel, 
nnd  liefert  die  Formel 

„,      Ar^it .  r 


»  3       ' 

4 
Mer  93  =  -ä  i"**.  8 

115.  Kugelkegel.  —  Betrachtet  man  nur  einen  Teil  der 
4  berfläche  des  Polyeders  und  legt  durch  die  Grenzkanten  die- 
i  ;S  Teils  und  den  Kugelmittelpunkt  Ebenen,  so  begrenzen 
(  eselben  einen  aus  Pyramiden  bestehenden  Körper,  dessen 
1  olnmen  ebenfalls  gleich  dem  dritten  Teile  des  Produktes  aus 
<  er  Summe  der  Grundflächen  und  dem  Kugelradius  ist.    Das 
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oben   beschriebene  Verfahren   liefert  dann   einen  Kugelkegel 
Ist  die  krumme  Fläche  desselben  eine  Kugelkappe,  so  ist  sein  I 
Volumen  nach  289  und  309: 

su.  33  =  2mÄ  •  J  =  |  r2rth. 

Hierin  ist  h  die  Höhe  der  zu  dem  Kugelkegel  gehörigen  Kappe. 

Ist  a  der  Centriwinkel  des  Kugelkegels,  so  ist  die  Höhe 

des  Kegels,  welcher  die  Kugelkappe  zum  Kugelkegel  ergänzt, 

,  OL 

r  —  h  =  r .  cos  7^, 
woraus  folgt 

fc  =  r(l-™*!^  =  2r.«»*~  (T.  HI,  43). 

Setzt  man  diesen  Wert  in  314  ein,  so  folgt: 

58  =  TT  T%n  •  «*2  T- 

o  4 

315-  Anm.    Für  h  =  »r  geht  314,  und  für  a  =  4Ä  geht  316  in  313  über. 

116»  Kugelkappe.  —  Ihr  Volumen  ist  die  Differenz  zwischen 
dem  eines  Kugelkegels  (314)  und  dem  eines  Kegels,  in 
welchem  die  Höhe  gleich  (r  —  ft),  der  Radius  der  Grundfläche 

gleich   Nr2  -  (r  -H)2  =  \(27^hjh   ist.     Das   Volumen   des 
Kegels  ist  also  (300) -^ — ,  und  das  der  Kugelkappe 

oder 

o 

316 

Hat  die  Grundfläche  der  Kugelkappe  den  Radius  q,  so  ist 

e2  +  (r-A)2  =  r2, 

316a.  2  +  h2 

woraus  folgt:  r  =  ^  . 

Setzt  man  diesen  Wert  in  316  ein,  so  folgt: 
317.  3B  =  ^Ä(3^  +  ft2). 

Anm.  Für  *=s2r  geht  316  in  813,  für  <>  =  *  =  r  geht  817  in  t» 
Volumen  der  Halbkugel  Ober. 


17.   Rechnende  Stereometrie  133 

i.  —  Ihr  Volumen  ist  die  Differenz  zwischen 
und  der  Summe  der  beiden  Kugelkappen, 
nzen  Kugel  ergänzen.  Ist  A  die  Höhe  der 
die  Höhe  der  einen  Engelkappe,  so  ist  ft,  = 
he  der  andern  Kugelkappe,  und 

-  i«t»(3r-«)  -  i»«,!(Sr-«,) 

*  -3r(*'  +  V)  +  (**  +  *■')]■ 

t,J=(t  +  *i)'-2**i. 

t,3  =  (*  +  *1)s-  3**, (*  +  *,); 

r(*+*1)s+6r**1+(«+i,)»-3*«,(*+*1)] 
:+t1),(t+*,-3r)+3*t1(2r-(*+lt,))], 


-{2r-k)'(r  +  K)-l-3kklh], 

r-n)+3U,*]  =  ~^n'(3r-»)+>r»a,.  318. 

amen  einer  Kngelzone  ist  also  am  die  Grösse  tHIj 
der  gleionhoben  Kugelkappe  (816). 
,  die  Radien  der  Grundflächen  der  Kugel- 
tot  (316a) 

=  2r*-*!,  «,»  =  2^,-1,'; 
also         oI  +  »1,  =  2r(*  +  *,)-(*'  +  *,») 

=  2r(i  +  *,)-(*  +  «,)»  +  2««, 
=  (*  +  i1)[2r-(*  +  «1)]  +  2*«, 
=  (i+«1)«  +  2**1=(2r-n)n  +  2*i1. 

FerMr  W+a2+^  =  (3,_«)»+8tt1. 

Setzt  man  diesen  Wert  in  318  ein,  so  folgt: 

|  »a|«*[8iy+flV^  fll9- 

Anm     Für  *  oder  *,  =0  geht  318  in  816,  für  p,  =0  geht  319  in 


134  118—120.   Rechnende  Stereometrie. 

118.  Kugelzweieck.  —  Nach  Nr.  115  ist  das* Volumen  eines 
von  einem  Kugelzweieck  begrenzten  Ausschnittes  gleich  dem 
dritten  Teile  des  Produktes  aus  seiner  Oberfläche  und  dem 
Kugelradius,  also  nach  311 

320.  SSsr^.-^.^-sr^rVr.-jp 

Am    Für  a  =  4Ä  geht  820  in  313  aber. 

119.  Kugeldreieck.  —  Analog  wie  in  voriger  Nr.  ist  das 
Volumen  eines  von  einem  Kugeldreieck  begrenzten  Ausschnit- 
tes nach  312 

321.  »  =  («  +  /»  +  y-2fi)2^.^=gr*7r. ^ . 

Anm.  Ist  /  =  2R,  so  geht  das  Kugeldreieok  in  ein  Zweieck  über. 
Dann  ist  ß  =  a,  und  321  geht  in  320  über.  Durch  welche  Annahmen  geht 
also  321  in  313  über? 

2.  Botation  um  eine  die  Figur  nicht  schneidende  Axe. 

120.  Oberfläche  des  Rotationskörpers.  —  Macht  ein  regel- 
mässiges Polygon  eine  ganze  Umdrehung  um  eine  seine  Fläche 
nicht  schneidende  Axe,  so  besteht  die  Oberfläche  des  Rotations- 
körpers im  allgemeinen  aus  den  Mantelflächen  von  Kegelstumpfen. 

Anm.  Ist  eine  Seite  des  Polygons  der  Axe  parallel,  so  beschreibt 
sie  eine  Cylinderfläche;  etebfrsie  auf  der  Axe  senkrecht,  einen  durch  die 
Differenz  zweier  Kreisflächen  gebildeten  ebenen  Bing. 

Sei  AB  =s  *  eine  Seite  des  Polygons  und  r,  und  r»  die  aus 

ihren  Endpunkten  auf  die  Drehungs- 


Fig.  53. 


axe  gefällten  Senkrechten,  so  ist  die 
.-.-U,     von  s  beschriebene  Kegelstumpffläche 
(nach  297) 

b2     Ebenso  für  die  folgenden  Polygon- 
t     Seiten 

/32  =  (r2  +  r3)7r* 


Ol 


also  die  Gesamtoberfläche  des  Rotationskörpers 

f2  ss  2m  (rx  +  r2  +  . . .  +  r»). 

Wenn  nun  der  Abstand  des  Mittelpunktes  (0)  des  Polygons 
von  der  Drehungsaxe  mit  r  bezeichnet  wird,  so  ist 
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r,  +  ra  + . . .  +  r„  =  nr,  *) 

/'  =  2nrrcs.  988. 

Jmfang  des  rotirenden  Polygons  und  2nt  die 
[punkte  beschriebene  Kreislinie  ist,  so  drückt 
i  den  Satz  aus: 

i    ein    regelmässiges   Polygon   um    eine  883. 
icht  schneidende  Axe,  so  ist  die  Ober- 
ationskörpers  gleich  dem  Produkte  aus 
les  Polygons  und  der  von  seinem  Mittel- 
ebenen Kreislinie. 

Satz   gilt  auoh   für  jede  Drehung  des  Polygons,  die 
denn  die  Oberfläche  des  Rotation  alt  örpors  ist  dem  vom 
ilygons  beschriebenen  Bogen  proportional.    Rüokt  in 
„■™,...  ..— .—  .  -Je  die  Drehnngsaxe  in  nnendliohe  Entfernung,  so  ver- 
wandelt sich  die  Drehung  in  eine  Verschiebung  längs  einer  zur  Ebene  des 
Polygons   senkrechten   Geraden;   der  Rotationskörper   verwandelt  sioh   in 
ein   gerades  regelmässiges  Prisma,  and  die  Formel  322,  in   welcher  man 
int   durch  ft  zu  ersetzen  hat,  geht  Ober  in  fJ  =  »t  ,»  =  «  .  ia,  und  drückt, 
man  sieht,  die  Summe  der  Seitenflächen  dieses  Prismas  aas. 

Geht  das  rotierende  Polygon  in  einen  Kreis  über,  dessen 
ius  e  ist,  so  erhält  man  für  die  Oberfläche  des  durch  Bo- 
rn eines  Kreises  um  eine  seine  Fläche  nicht  schneidende 

entstehenden  Körpers  die  Formel 

P  =  4r^re2.  884. 

Anm.  Der  im  letzten  Falle  entstehende  Körper  hat  die  Gestalt  eines 
Kingee  mit  kreisförmigem  Querschnitt.  Die  ihn  begrenzende  krumme  Fläche 
bat  die  Eigenschaft,  dass  sie  nicht  durch  jede  in  sich  zurückkehrende  Linie, 
die  Auf  ihrer  Oberflache  gezogen  wird,  in  zwei  getrennte  Teile  zerfällt. 
Hierzu  sind  z.  B.  zwei  Querschnitte  nötig.  Aus  diesem  Grande  nennt  nun 
die  Fläche  zweifach  zusammenhängend.  Welches  wird  hiernach  da« 
Merkmal  einer  einfach  (oder  mehrfach j  zusammenhängenden  Fläche  sein?  — 
Uebertragung  dieses  Begriffes  auf  Linien.  —  Die  Flache  hat  die  weite» 
Eigenschaft,  dass  sie  von  einer  Geraden  in  0,  i  oder  4  Punkten  geschnit- 
ten wird.    Man  suche  weitere  Eigenschaften  der  Fliehe, 

*)  Beziliebnet  man  die  Mittellinien  der  durch  AB,  BC,  . .  gebildeten 
Trapeze  der  Reihe  nach  mit  etj,  mj,  .,.,  so  ist  rt-f-i^  =  8Mj,  r,  + r, 
sss  2 «n,  ...  «■«  +  !■,=  3 mh;  also  durch  Addition  3 (r,  +  r.  -f- . . .  -f  *,)  = 
%(m»i  +"i  +  -.-  -f-  ■»»);  d.  h, :  Beschreibt  man  in  ein  regelmässiges  «-Eck 
durch  Verbindung  der  Mitten  je  zweier  benachbarter  Seiten  ein  neues 
regelmässiges  n-Eok,  so  ist  die  Summe  der  Abstände  der  Ecken  von  einer 
beliebigen  Geraden  für  beide  Polygone  dieselbe.  Denkt  man  sieh  die 
Konstruktion  ins  Unendliche  fortgesetzt,  so  nähert  sich  das  Polygon  dem 
Punkt  0  als  Grenze,  und  die  Summe  der  Abstände  dem  Werte  «r,  welcher, 
da  die  Summe  der  Abstände  unverändert  bleibt,  dieser  Summe  gleich  sein 
mau.  —  Einfacher  lisst  sich  die  Formel  ableiten,  wenn  *  eine  gerade 
Zahl  ist. 


lÜt.    Rechnende  Stereometrie. 

.  Volumen  de*  BotatiotukSrpers.  —  Das  Volumen  des 
lie    in  Nr.  120  vorausgesetzte  Rotation  entstehenden 

ist  gleich  der  Summe  der  Volumina,  welche  durch 
i  der  einzelnen  Bestimmungsdreiecke  des  Polygons  ent  ■ 

Nun  ist  in  Fig.  53  das  Bestimmungsdreieck  AOB  gleich 
ibraischen  Summe  dreier  Trapeze,  nämlich 
AOB  =  AA,BXB  +  BBjO,0-  AA^O, 

luch  das  Volumen  33,  des  durch  Rotation  von  AOB  ent- 
in Körpers  gleich  der  algebraischen  Summe  der  Volu- 
ir  durch  Rotation  jener  Trapeze  entstehenden  Kegel- 
Es  ist  also  nach  302 

[(*i  ~  **)  (V  +  r,r2  +  r22)  +  A,(r»  +  rra  +  r,2)  - 

Ä,(r> +«-,  +  »-,»)] 
[!*(*,  -  A,)  +  r(Ä,r2  -  Vi)  +  (V*  -  Vi)  <ri  +  rt>]- 

ist  die  Fläche  p  des  Dreiecks  AOB  nach  obiger  For- 

gedrflckt  durch 

r  =  (r,  +  ra)  (A,  -  A2)  +  (r  +  r2)  A,  -  (r  +  r,)  A, 

=  r(As-A1)  +  (A1r,-A1rI). 
ziert  man  beide  Seiten  dieser  Formel  mit  r  +  (rl-1  r2), 

-I+r2)=r3(A,-A1)+r(A1ra-''i'',)+(Va-ViX'-1+r,). 
man  in  der  obigen  Formel  für  58,  den  Klammerausdruck 
lurch  seinen  aus  der  letzten  Formel  folgenden  Wert, 
.t  man 

9fl„ 
äS,  =  4L- (r +  ,-,+,■,). 

für  die  übrigen  Bestimmungsdreiecke: 
2f2n 


=  -3—  (r  +  rn  +  r,). 


man  alle  diese  Ausdrücke,  und  berücksichtigt,    du  ;s 

») 

r,  +  r2  +  . . .  +  r„  =  nr 


121.    Rechnende  Stern 


d.  h.:  »  =  2m.nf2.  8 

Da  vf2  die  Fläche  des  rotierenden  Polygons  und  2rn.  die 
von  seinem  Mittelpunkte  beschriebene  Kreislinie  ist,  so  drückt 
die  letzte  Formel  den  Satz  aus: 

Dreht   sich   ein   regelmässiges  Polygon  um  eine  3 
seioe  Fläche  nicht  schneidende  Axe,  so  ist  das  Volu- 
men des  Rotationskörpers  gleich  dem  Produkte  aus 
der  Fläche  des  Polygons  und  der  von  seinem  Mittel- 
punkte beschriebenen  Kreislinie. 

Anm.    Man  stelle  analoge  Betrachtungen  an  wie  in  der  Anm.  zu  323, 

Geht  das  rotierende  Polygon  in  einen  Kreis  über,  dessen 
Radius  q  ist,  so  erhält  man  für  das  Volumen  des  durch  Ro- 
tation eines  Kreises  um  eine  seine  Fläche  nicht  schneidende 
Axe  entstehenden  Körpers  die  Formel: 

33  =  2*^.  8 


Sphärische  Trigonometrie. 

122.  Vorbemerkung.  —  Nach  Nr.  38  ist  durch  jede  drei- 
*e  Ecke  ein  Kugeldreieck,  und  durch  jedes  Kugeldreieck 
dreiseitige  Ecke  bestimmt.  Da  nun  nach  102  die  letztere 
h  drei  ihrer  Stücke  bestimmt  ist,  so  findet  dasselbe  auch 
dem  Kugeldreieck  statt  Und  ebenso,  wie  es  die  Aufgabe 
ibenen  Trigonometrie  ist,  aus  drei  gegebenen  Stücken  eines 
en  Dreiecks  die  übrigen  zu  berechnen,  so  ist  es  die  Auf- 

der  sphärischen  Trigonometrie,  aus  drei  gegebenen  Stücken 
i  KugeldreieckB  die  übrigen  zu  bestimmen.  —  Da  die  Winkei- 
ne eines  Kugeldreiecks  ebenso  nie  die  einer  Ecke  keine 

Grösse  hat,  so  ist  hier  nicht,  wie  in  der  ebenen  Trigo-  ' 
itrie,  durch  zwei  Winkel  des  Dreiecks  der  dritte  bestimmt  j 
-erseits  lassen  sich  von  den  sechs  möglichen  Fällen  der 
immung  eines  Kugeldreiecks  (s.  Nr.  33)  drei  auf  die  übri-  ' 
mittelst  des  Satzes  110  zurückführen.  —  Wir  nehmen  im 
nden  an,  dass  die  gegebenen  Winkel  konkave  seien.    Für 
exe  Winkel  sind  nur  (nach  T.  III,  31)  die  Vorzeichen 
er  Funktionen  zu  ändern. 

I.  Das  rechtwinklige  Kugeldreieck. 

123.  Formeln.  —  Sei  0  der  Kugelmittelpunkt  (Fig.  54),  ' 
A,  B  und  C  die  Eckpunkte  eines  recht- 
winkligen Kugeldreiecks,  dessen  Seiten 
mit  n,  b  und  c,  dessen  Winkel  mit 
a,  ß  und  y  bezeichnet  seien.  Es  sei 
ferner  y=Ä,  so  dassÖBÜJ_BZC.  — 
Fällt  man  dann  BAX  _L  OA,  BCX  _L  OC 
und  zieht  A.CV  so  ist  ÄC,  _L  AlJÜ (53) 
alsoauchBCj^^jC,.  Ferner  ist^,C, 
der  Neigungsschenkel  der  zur  Ebene 
AOC  schiefen  Strecke  BAX.  Daher  ißt 
nach  der  Umkehrung  von  65  auch 
AxCxJ_0A.    Da  ausserdem  BAX ±0A, 


r 
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so  ist  BAlC1  der  Neigungswinkel  der  Ebenen  BOA  und  COA, 
d.  h.  BAXC}  =  cr.    Nun  ist 

BCX      B A.sincx 
sm  a  =  -qjj1  =  — A-s —  =  stn  c .  sm  a, 

also  1)    jroa  =  — : — ;  $tnß  =  — — .*)  328. 

OCx       A.C.     A.B       A.C.     sinb 
Ferner         cos  a  =  -7^  =    /  *  :  -t1—  =   /   *  :  -- — . 

OB        smb     smc       AXB     smc 

also  (nach  lb) 

o\  cosa         *      cosß 

2)    co$a  =  -^-z:  cosb^-r-*-.  329. 

7  stnp  «tna 

Dividirt  man  endlich  la)  durch  die  aus  2a)  folgende  Formel 

cos  ctszcosa.sinß, 


so  folgt:  fya  =  -T— £— 


sine  sin ß' 

oder  mit  Rücksicht  auf  lb) 

-ix  ty<*      .  ^      tob 

3)      ^a  =  ~?-r;    */*  =  -?—.  380. 

Aus  3)  folgt 

Da  &<2fi,  so  ist  sinb  stets  positiv,  d.  h.  tga  und  tg  a 
sind  stets  gleichzeitig  positiv  oder  negativ,  folglich  a  und  a 
stets  gleichzeitig  spitz  oder  stumpf.    D.  h. : 

Im  rechtwinkligen  Eugeldreieck  ist  jede  Kathete  331. 
mit  dem  gegenüberliegenden  Winkel  stets  gleichzeitig 
<R  oder  >  R. 

Ferner  folgt  aus  Fig.  54: 

0Ai      ,nr  u\     0Ci 

co*  c  =  ~tTd  =  (oci  •  cos  b) : L, 

OB      v     l  '    cos  a 

folglich  cos  c  =  co«  a .  cos  b.  332. 

I  Ind  nun  a  und  b  gleichzeitig  spitz  oder  stumpf,  so  ist  cos  c 
]  ositiv,  d.  h.  c  spitz.  Ist  dagegen  von  den  beiden  Stücken 
(  as  eine  spitz,  das  andre  stumpf,  so  ist  cos  c  negativ,  d.  h.  c 
i  tampf.    Also: 


*)  Denn  man  kann  offenbar  gleichzeitig  0  mit  b  und  «  mit  ß  ver- 
1  uschen. 


tec 


i 
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883.  Im  rechtwinkligen  Kugeldreieck  ist  die  Hypote- 
nuse <fi,  wenn  beide  Katheten  <Ä  oder  beide  >R 
sind,  andernfalls  ist  sie  >Ä. 

Anm.  Rückt  der  Mittelpunkt  der  Engel  in  unendliche  Entfernung, 
während  die  Punkte  A,  B9  C  fest  bleiben,  so  geht  das  Kugeldreieck  in  ein 
ebenes  Dreieck  über,  dessen  Winkel  die  Winkel  a,  ß,  y,  dessen  Seiten 
(ä,  6,  e)  die  (nunmehr  geradlinig  gewordenen)  Bogen  der  Winkel  a,  b,  c 
sind.  Da  die  Kugelradien  OA,  OBy  OC  einander  parallel  werden,  so  sind 
die  Winkel  et,  b,  c  sämmüich  Null.    Nun  ist  nach  T.  III,  47 

n 

daher  nach  T.  III,  58 

d2         «4         <g«  /   *   \*  a*    ■   /   *   V  <*4 

««!__  +  ___  +  . ..«1-^j  lr  +  (w;  1T-... 

—  1  _  **  M-—  a_o.      —  1  —  (  *  V fl2     f  w  Vft4 

3"!  "■"  6 i       "71  + V2Ä/   3!  +\2K/   öT"""-' 

Setzt  man  nun  a  =  0,  so  folgt: 

cos  a  =  1,  tina  =  a. 
Dasselbe  Besultat  ergiebt  sich  aus  folgender  Betrachtung:  Rückt  0  in  un- 
endliche Entfernung,  so  bilden  OB  und  OC  mit  den  in  B  und  C  gezogenen 
Tangenten,  daher  im  Grenzfalle  mit  der  Geraden  BC  selbst  rechte  WinkeL 
Es  iallt  also  zuletzt  B<\  mit  BC,  d.  h.  Punkt  (\  mit  C  zusammen.  Nun 
ist,  wenn  BC  durch  den  Kugelradius  gemessen  wird, 

BC,        $ina         BCt 
str»  <z  =  — *-  •    —  — ±- 


nna 


also  im  GrenzfaUe 


OC 
OC 


OC 


a 


cm*=7wt  =  1; 


nna 


BC 
OC 


BC 


OC 


=  1. 


BC 


OC  ~~  •'  a     —  OC  '  OC 

Setzt  man  diese  Werte  in  den  Formeln  1)  bis  3)  ein,  so  erhält  man 
die  Formeln  des  rechtwinkligen  ebenen  Dreiecks: 

1)  $ina=z — ;    2)  eo$  a  =  $mß;    $)tga  =  -=-. 

124.  Anwendung  der  Formeln.  —  Die  Formeln  1)  bis  3) 
der  vorigen  Nr.  reichen  aus,  um  in  jedem  Falle  aus  zwei  ge- 
gebenen Stücken  des  rechtwinkligen  Eugeldreiecks  die  drei 
übrigen  zu  berechnen.    Im  ganzen  kann  man  folgende  sechs 


Aufgaben  stellen: 

Gegeben: 

Gesucht: 

Formeln : 

1. 

ab 

aße 

3a,  3b,  1. 

2. 

aa 

bße 

3a,  3b,  1. 

3. 

aß 

b  ae 

3b,  3a,  1. 

4. 

aß 

übe 

2,    3b,  1. 

5. 

a  c 

abß 

la,  3a,  3b. 

6. 

ae 

aiß 

la,  3a,  3b. 

r 
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Anm.  Es  genügen  also  mit  Ausnahme  des  Falles  4,  der  in  der 
ebenen  Trigonometrie  kein  Gegenstück  hat,  die  Formeln  1)  und  3),  also 
auch  die  Funktionen  sin  und  tg  zur  Berechnung  des  Dreiecks.  —  Werden 
die  Stacke  a,  b,  a,  ß  aus  ihrer  Sinusfunktion  berechnet,  so  geht  aus  dem 
Satze  331  hervor,  ob  der  spitze  oder  der  stumpfe  Winkel  zu  nehmen  ist. 
Nur  im  Falle  2  bleibt  die  Zweideutigkeit  bestehen,  da  weder  b  noch  ß 
gegeben  ist,  also  beide  Stücke  entweder  als  spitze  oder  als  stumpfe  Win- 
kel berechnet  werden  können.  Die  Entscheidung  über  die  Grösse  von  c 
erfolgt  jedesmal  durch  den  Satz  833.  —  Was  findet  statt,  wenn  zwischen 
den  gegebenen  Stücken  folgende  Beziehungen  bestehen?  1)  a  >  a,  2)  a  =  «, 
3)  a  =  c  =  ß?  —  Zurackführung  des  gleichschenkligen  Kugeldreiecks  auf 
das  rechtwinklige  durch  einen  den  Winkel  an  der  Spitze  halbierenden 
Diametralkreis. 

Zu  den  gesuchten  Stücken  kann  auch  die  Fläche  des 
Dreiecks  gehören.  Da  sich  nun  um  dieselbe  Ecke  beliebig 
viele  Kugelflächen  beschreiben  lassen,  aus  denen  Dreiecke  aus- 
geschnitten werden,  welche  in  den  Seiten  und  Winkeln  überein- 
stimmen, aber  verschiedene  Grösse  (bei  gleicher  Gestalt)  haben, 
so  muss  zur  Berechnung  der  Fläche  eines  Kugeldreiecks  noch 
der  Kugelradius  r  gegeben  sein.  Alsdann  folgt  für  das  recht- 
winklige Kugeldreieck  aus  312  die  Formel 

J    ~  2R 

Anm.  Sind  a1?  fy,  ci  die  Seiten  und  «i,  ft,  n  die  Winkel  des 
Polardreiecks,  so  folgt  aus  110,  dass  Ci  =  Ä  (da  /  +  c1=:2Ä  ist).  Im 
Polardreieck  des  rechtwinkligen  Kugeldreiecks  ist  also  eine  Seite  gleich  Ä. 
Ferner  erhält  man,  wenn  man  in  allen  Formeln  der  Nr.  123  und  124  die 
griechischen  mit  den  deutschen  Buchstaben  vertauscht  und  den  cos-  und 
^•Funktionen  entgegengesetztes  Vorzeichen  giebt,  neue  Formeln,  welche 
für  dieses  rechts eitige  Polardreieck  gelten  (T.  III,  29). 

IL  Das  schiefwinklige  Kugeldreieck. 

1.  Erste  Methode. 


a.  Geometrisches  Verfahren. 


125.  Der  Sinussatz.  —  Es  seien 
OA,  OB,  OC  die  Strecken,  welche 
die   Ecken    eines    schiefwinkligen 

Kugeldreiecks  ABC  (Fig.  55)  mit 
dem  Kugelmittelpunkte  verbinden. 
Legt  man  dann  durch  OB  die  Ebene 

OBH  senkrecht  zu  OAC,  so  ent- 
stehen die  beiden  bei  H  recht- 
winkligen Kugeldreiecke  BAH  und 
BCH.    Wird  dann  der  zu  der  ge- 


Fig.  55.  M 


^1 
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125.  126.  Sphärische  Trigonometrie. 


meinsamen  Seite  BH  gehörige  Winkel  BOH  mit  \)  bezeichnet, 
so  ist  nach  328 


*,. 


sink 

nnas Z- 


smc 


stnh 
stna 


334. 


folglich  durch  Division  beider  Formeln: 

sina       sind 


0) 


siny 


smc 


(2) 


335. 


Ebenso  wurde  man  mittelst  der  durch  OA  zu  OCB  senkrecht 
gelegten  Ebene  erhalten: 

smy  _  smc 

sin  ß  ~~  sin  6 # 

Endlich  erhält  man  durch  Multiplikation  der  Formeln  (1)  und  (2): 

Diese  drei  Formeln  (Sinus formein)  enthalten  zusammen  den 
Satz  (Sinussatz): 

Die  Sinus  der  Seiten  eines  Kugeldreiecks  ver- 
halten sich  wie  die  Sinus  ihrer  Gegenwinkel. 

Anm.    Ist  einer  der  an  AC  anliegenden  Winkel,  z.  B.  y>Ä,  so 

enthält  das  Dreieck  BBC  nicht  y,  sondern  den  Winkel  (*K  —  y).  Da  aber 
sm(%R  —  y)=ztiny  ist,  so  bleibt  der  Satz  auch  für  das  stumpfwinklige 
Dreieck  in  Geltang. 

Sind  von  einem  Kugeldreieck  die  Stücke  aba  oder  aßa 
gegeben,  so  kann  man  mittelst  der  Formeln  zu  334  ß  bezw.  b 
berechnen,  nicht  aber  c  und  y.  Der  Sinussatz  allein  reicht  also 
in  keinem  Falle  zur  vollständigen  Berechnung  des  Dreiecks  aus. 

126«  Der  Cosinussatz.  —  Betrachtet  man  in  Fig.  54  das 

Kugeldreieck  ABC  als  schiefwinklig,  so  sind  die  Winkel  BCfi 
und  BCXAX  nicht  mehr  rechte,  wohl  aber  BAß  und  CxAxO. 
Dann  ist  nach  T.  III,  78  in  den  schiefwinkligen  Dreiecken 

JR\0:    BC*-OC*  +  0J?*  -20Cj   .OB  .cosa 
BCXAX :  BC*  =  AXCX2  +  AXB2  -  2  AXC% .  AXB .  cos  a. 

Durch  Subtraktion  erhält  man  hieraus 

0  =  (0CX*  -  AXCX2)  +  (OB2  -  AXB*)  -  20CX  .OB.  cosa 

+  2AXCX  .AXB .cosa, 

oder,  wenn  man  hieraus  cosa  bestimmt  und  die  Klammem 
durch  ihren  aus  den  rechtwinkligen  Dreiecken  folgenden  ge- 
meinsamen Wert  0A%2  ersetzt; 
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OAt'  +  A,C,.A,B.  co»» 
_  OC,.OB  ' 

OA,     OA,  ,   A.C.     A.B 
OC}'   OB  *   OCt   ■  OB  * W    ' 

l  —  cos  b  .  cos  C  +  sm  b  .  sin  C.  cos  a.  336. 

■mein  von  gleicher  Gestalt  erhält  man  hieraus 

mg  der  Buchstaben.    Alle  zusammen  enthalten 

nussatz): 

iua    einer   Seite    des   Kugeldreiecks   ist  837. 

odukte  der  Cosinus  der  anderen  Seiten, 
vermenn  um  das  Produkt  aus  den  Sinus  dieser  Seiten 
und  dem  Cosinus  des  von  ihnen  eingeschlossenen 
;els. 

lim.    Man  untersuche  die  Formel  des  Cotinomtsw  für  die  Fälle 
K,  SR. 

Und  a„  bj,  c,  die  Seiten  und  av  ßv  yi  die  Winkel  des 
dreiecks,  so  folgt  aus  110,  dasB 

cos  a  =  ~  cot  Oj,  tma  =  tin  a,, 

cosa  —  —  cos  a,,  «na  =  ima,, 
nd  analoge  Formeln  für  die  übrigen  Seiten  und  Winkel 
i.     Setzt  man  diese  Werte  in  336  ein,  und  kehrt  dann 
Vorzeichen  um,  so  folgt  (mit  Weglassung  der  Indices) 

2)     cos  er  =  —  cos  ß  cos  y  t-  sin  ß  sin  •/  cos  a,  838. 

zwei  entsprechenden,  durch  Vertauschung  der  Buchstaben 
inenden  Formeln. 

Um,    Wie  lautet  die  in  den  Formeln  8)  enthaltene  zweite  Form 
winiiMilic^T 

>ie  Formeln  1)  und  2),  jede  in  dreifacher  Gestalt  auf- 
ilt,  reichen  aus,  um  in  jedem  Falle  aus  drei  gegebenen 
en  des  Kugeldreiecks  die  drei  übrigen  zu  berechnen, 
jn  ganzen  kann  man  folgende  sechs  Aufgaben  stellen: 
Gegeben:     Gesucht:        Formeln: 


1. 

obc 

aßy 

la,  lb,  lc. 

2. 

«ßr 

übe 

2a,  2b,  2c. 

3. 

aby 

laß 

lc,  la,  lb. 

4. 

aßz 

yab 

2c,  2a,  2b. 

5. 

ab« 

tpr 

la,  lb,  lc. 

6. 

aßa 

ybc 

2a,  2b,  2c. 
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Um.  In  den  Fällen  6  und  6  worden  die  Formeln  la  und  2a  noch 
Umgestaltung  bedürfen,  da  sie  c,  bezw.  y  in  zwei  veruGhiedaten 
onen  enthalten.  Diese  Umgestaltung,  sowie  die  Untersncbnng  über 
hl  der  Lösungen  in  den  Fällen  5  und  6,  wird  hier  übergangen,  di 
rmeln  de«  CoBinuasatzes  im  folgenden  durch  andere,  zur  Berechnung 
geeignete,  ersetzt  werden  aollen. 

b.  Algebraisches  Terfahren. 
.27.  Gemeinsamer  Ursprung  des  Sinnt-  und  Cosinussatzes.  — 
chnet  man  in  dem  Kugeldreieck  ABC  (Fig.  55)  die  Ab- 
;te  AH  und  HC  mit  6,,  bezw.  b2,  die  gegenüberliegenden 
el  mit  ß,  und  ßv  so  ist  zunächst  für  das  rechtwinklige 
Idreieck  ABB 

sin  6,  =  sinß1 .  sin  c  (328), 

CMC 

cosa 
iurch  Division: 

tg  6,  =  tg  c .  cos  a  .  im  ßv 
da  nach  329  cosa.  sin  ßl=eosa  ist: 

tgi1  =  tgt.cota. 
so  erhält  man  für  das  Dreieck  CBH 
tgb2---.tga.  cos  /, 
nach  T.  IH.  36 

,l1      v      '  l-tgc.tga.coty.cosay 

h  =  tgc.  cos  c+foa.  cos  y  +  tga.tgb.tgt.  cosa .  cos  y. 
Heraus  gehen  durch  Vertauschung  der  Buchstaben  noch 
andere  Gleichungen  hervor.  Aus  diesen  drei  Gleichungen 
)  sich  durch  Elimination  die  Formeln  des  Sinussatzes  und 
osinussatzes  ableiten.  —  Dividirt  man  1)  durch  tga.tgb.tgt, 
Igt: 

i.  cot  c)  =  cos  a.  (cot  a.cotb)  + cos  y(coth.  cot  c)  + cosa.  co~  y, 
wenn  man 

(cot  b  .  cot  c  =  ic,  cot  c  .  cot  a  -  •.  y,  cota  .  cotb  — ■.*, 
cosa  —  a,  eosß  =  b,  cosy  =  c 

und   zur  Herstellung   einer  zweiten   und  einer  dri,  xn 
nung  die  Buchstaben  vertauscht: 
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y  =  o8  +  ex  +  ae, 
z  =  feas  +  ay  +  6a, 
a:  =  cy  +  6z  +  c*. 

_        (6  +  c«)(c  +  ofe) 
X      l-2ofrc-a*-ft»-c2' 
MD 

0  4-60  =  0!,  b  +  co  r  t  b  j ,  c  +  ot  =  Cj, 
1  _  2o6c  -  aa  -  62  —  c*  =  d*  *) 

n  y  und  2  zu  finden,  die  Buchstaben  vertauscht: 

b.c.  c,a.  a.b. 

*=-&-•  »=*?-■  *=-y- 

weiter: 

z  0,6^*         d*-' 

ian  x,  y,  %  durch  die  Werte  2)  ersetzt: 

weiter:  '.< 

d2  .  -  d2  . , ,  da  '1 

*  +  da  «j'  +  d**  o,a  +  da 

4)  I 

=  ca  +  2o6e  +  oV  +  1  -  2ofcc  -  aa  -  6a  -  c2  l 


s  l  -  oa  -  b2  +  o26a  =  (1  -  a2)  (1  -  b2) ; 

smao.«na/J;  o,2  +  d2  =  sm2  ß .  sä?  y;  *,»+d»  = 
»in2  y .  sui2  «. 
uuren  Einsetzung  dieser  Werte  in  7)  und  Elimination  von  d'1 
fo«t: 

ti  2t.$inta.tin2ß  =  tin2a.miß.sin2y=sm2b.sin2y.m3a(i=d2), 
d:  her  durch  Radizierung  (wobei  überall  die  positiven  Zeichen 
zi    nehmen  sind,  weil  alle  Winkel  konkav  Bind): 


*)  Dai»  1 — ?.«4«--«i  — i5  — e*  positiv  ist,  also  dem  Quadrate  einer 
re  lies  Zahl  gleichgesetzt  werden  kenn,  folgt  aus  6). 
lehUf  •),  1 
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.  sin  a  .  sin  ß  —  sin  a  .  sin  ß  .  sin  y  —  sin  b  .  sin  y  .  sin  a  (~  d), 
indem  man  durch  tinasinßtiny  dividiert: 
ttnc  _  sin a  _  sinb  f_  d  ~\ 

smy         sma        sinß  V     imowij!«n//' 
rch  die  Formeln  des  Sinussatzes  hergestellt  sind. 

Um.     Die  Grösse  — i ; — -   .■ —  heiast  der  Modulus  des  Dreiecks 

mtattrn  ß  nn  y 
itapricht  der  Grösse  2r  in  der  ebenen  Trigonomotrie. 

Jetzt  man  andrerseits  die  Werte  9)  in  8)  ein,  so  folgt 
terücksichtigung  von  4) 

,  (c  +  ab)2  c  +  ab 

cot2  c  =  -^, — r4-s;  cot  c  =  —. ^-3-, 

tm*  a  tm1  ß  tmatmß 

mit  Rücksicht  auf  2} 

cot  y  +  cot  a  .cot  8 

cot  c  = ~. 7-3 — *- 

tm  a .  ttn  ß 

zwei  entsprechenden  Formeln  für  eota  und  cot  b.    Alle 
itimmen  mit  den  zweiten  Formeln  des  Cosinussatzes  (338) 

in.  | 

tum.  Das  in  dieser  Nr.  auseinandergesetzte  algebraische  Verfehlen  ' 
jleitung  des  Sinus-  and  des  Cosinussatzes  entspricht  genau  dem  in 
«nen  Trigonometrie  {T.  111,  Nr.  49)  beschriebenen.  Und  die  For- 
oben  geht  in  die  Formel  2)  jener  Nr.  Ober,  wenn  die  KugelUäcls 
s  Ebene  Übergeht,  da  alsdann,  wie  oben  gefunden,  ig  b  dnrob  i, 
Tih  a.  Ige  durch  c  zu  ersetzen  ist,  während  das  Produtt  tga. Ijb.15:  , 
ber  jedem  einzelnen  seiner  Faktoren  verschwindet. 

2.  Zweite  Methode. 

.28.  Vorbemerkung.  —  Während  die  Formeln  des  Cosinus-  ; 
1,  wie  oben  gezeigt,  zur  Berechnung  des  Kugeldreiecks  in  I 
sechs  Fällen  ausreichen,  sind  sie  andrerseits  zur  loga-  j 
ischen  Berechnung  ungeeignet,  und  sollen  daher  im  fol- 
n  diesem  Zwecke  gemäss  auf  doppelte  Weise  umgeformt 
n. 

29.  Die  Cosinusformeln.*)  —  Durch  Addition  der  For- 
(336) 

cot  a  =  cot  b  .  cot  c  +  tin  b .  sin  c  .cor  a 
cot  b  =  cosa  ,cotc  +  tin  a  .  tm  c .  cot  ß 

)   Diese    Formeln    werden     gewöhnlich    Nepersohe    Analogieso 
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(cot  a  +  cot  t)  (1  —  cot  c)  =  *t»  c  (tin  i  .  cot  a  +  sin  a  .  cot  ß), 
oder  nach  T.  III  46,  43,  40,  wenn 

(D       iji-l  ^  =  >;    =£*-,  *?- 

gesetzt  wird: 

2  cot  f .  co*  b .  2  «na  —  =  2  *m  g- .  co*  -^  (*in  i .  cot  a  +  tin  0 .  co*  0), 


2  co*  f  .  co*  b  .  (0  -5  =  jwi  &  .  co*  «  1  tin  Q  .  co*  ß. 

rsetzt  man  hierin  rin  b  durch  Beinen  Wert  - 
)  folgt: 

2co*f.eo*b.fo-5-  =  — (tmßcota  +  tinacotß), 

ier 

J)    2cO*f,CO*b.to^r  =  — : .  *M  (a  +  ß)  ~  — : . 2/MIff  .CO»ff. 

'  '  ^  2        *is  a  v       r/       jib  a 

Nun  folgt  aus  334,  3): 

tin  a  _  tin  a  :  b  sin  b 

tina  ~  tin  a  i  tin  ß  ' 

also  für  das  obere  Zeichen: 

,„  ,  tina        2  *tn f .  co* b 

(3a)  — -. —  =  77— — — — v, 

*  *iu  a       2  ttn  a  ,  cot  0 

für  das  untere: 

,„ .  tin  a        2  cot  f .  *i»  b 

*  '  ttn  a       2  co*  h.otö 
Setzt  man  3a)  in  2)  ein,  so  folgt: 

_  -  ,      .      C  «if.Mlb       .      . 

2  co*  1 .  cot  0  .  tq  -?  =  — — ■ =■  ,2  ttn  a  .cot  a, 

1  v  2       ttn  a .  cot  d  ' 

0  1er,  indem  man  beiderseits  durch  2  cot  f.  cot  b  dividiert: 

c-a)  *i=*T-"Sr*  339, 

Setzt  man  dagegen  3b)  in  2)  ein,  so  folgt: 
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.         .  <.     .     C         Wff.mb     n    . 

2  cot  f .  c<w  b .  tg  -=-  = ! — =— r  .  2  ttn  a  .  cot  a, 

'  "  2       cota  .tma 

indem  man  beiderseits  durch  2  co*  f .  cos  b  dividiert: 

c      ,  .     «»ff 

.us  110  folgt: 

|  +  ^  =  Ä,  f+^-SÄ,  b  =  _rfI, 
ff+f1  =  2Ä,  d  =  -b,, 

t  ist. 
laher  ist 

-cot-£-t  tg\  —  —  taov  coto=~cot\v  cotd  —  cotbv 
tgb  =  —  tgd'v    sma  —  tifi\lt         sind  —  _mb,. 

man  diese  Werte  in  4a)  und  4b)  ein,  so  erhält  man  nach  . 

.ssung  der  Indices: 

y  cot  f  y  ,      tm  f 

2       *        «o*  b  *  2       *        #tn  b 

nm.     Setzt  man  die   beiden  Wert«  von  ig  —  in  4a)  und  4b),  od« 

ien  Werte  von  cot  '-■  in  5)  einander  gleich,  k>  folgt 
t «  _  'Jf 

irtnel,  welche  dem  T&ngentialflntze  der  ebenen  Trigonometrie  ent- 
und  in   denselben   übergeht,   wenn  die  Kugelfläche  in  eine  Ehe« 

it. 

SO.  Anwendung  der  Sinus-  und  Cosinusformeln.  —  Die-  . 
dienen  zur  Lösung  der  Aufgaben  aha,  aßa,  aby,  aßt. 

ufgabe  1.  —  Ein  Kugeldreieck  zu  berechnen  aus 

Seiten  und  einem  nicht  eingeschlossenen  Win- 

Oba) 

ng:  1)  iiiiß= : ; 

°      '       r  «na 


r 
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C    n 


Aom.  Da  die  Bedingungen  für  die  Anzahl  der  Lösungen  beim 
Kngeldreieok  dieselben  sind  wie  bei  der  zugehörigen  Ecke,  so  ist  nach  106 
and  den  diesem  Satze  vorangehenden  Bemerkungen  die  Zahl  der  Lösun- 
gen gleich 

0  oder  2,  wenn  a^h  and  a  +  b>2Ä, 

a>b    „    a  +  b<2Ä, 

a<b    „    a  +  b>2Ä, 

0  oder  2,       „     a  <  b    „    a  +  b  < 2Ä. 

Die  Bedingung  für  eine  Lösung  kann  auch  so  ausgedrückt  werden,  dass 
a  zwischen  b  and  2Ä —  b  liegen  muss.  —  Ob  0  oder  2  Lösungen  vor- 
handen sind,  hängt  davon  ab,  ob  sin  ß  >  oder  <  1  gefunden  wird. 

Aufgabe  2.  —  Ein  Kugeldreieck  zu  berechnen  aus 
einer  Seite,  einem  anliegenden  und  dem  gegenüber- 
liegenden Winkel,  (aßä) 


T  ..              4N     .   t       sin  ß.  sin  a 
Losung:  1)  mos — ^ ; 


svnot 


2)  f  =  -2~5  b=-2~»  a  =  ~2~'  ^"T"5 

2      ^        m  b  ^  2      ^       stno 

Anm.  Die  Bedingungen  für  die  Anzahl  der  Lösungen  gehen  aus 
der  vorigen  Anm.  hervor,  wenn  man  darin  die  griechischen  und  deutsohen 
Buchstaben  vertauscht. 

Aufgabe  3.  —  Ein  Eugeldreieck  zu  berechnen  aus 
zwei  Seiten  und  dem  eingeschlossenen  Winkel,  (aby) 

Losung:  1)  f  =  — g-,  b  =  — ^     ; 

2)  Ma  —  cot  jr  . r;  tg  8  =  cot+r  .     .       ; 

3)  «  =  er+<i,  /»  =  €F-tf;  4)  tg±  =  tg\>.-^. 

Aufgabe  4.  —  Ein  Kugeldreieck  zu  berechnen  aus 
einer  Seite  und  den  beiden  anliegenden  Winkeln,  (aßc) 

Losung:  1)  a-—^,  <*==— 2     ; 

Ä*  A   e      ,    c     eos  8        .  c      sin  d 

3)  o  =  f  +  b,  b  =  f-b;  4)  cot^lgd.^L. 
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181.  DU  Tangensformeln.  —  Aus  der  Formel  des  Gosinus- 
satzes 

cos a  =  cos b  .  cos t  +  sinb  .sine . cos cc 

, -^  cosa  —  cosb  .  cosc 

folgt  cos  a  = r— t ; . 

mo.mc 
Addiert  man  diese  Formel  zu  1  =  1,  so  folgt: 

.   a  cos  et  —  cos  b  .  cos  c  +  sin  b  .  sin  c 

1  t  cos  a  = 7-7 — : » 

stnb . stne 

__  co#q— co*(b+c)_  2.«w^-(b+c+a).*m^-(b+c—a) 

~~      mi.mc      "~"  sinb.  sine  ' 

oder,  wenn  man 
(1)  a+b+c=2p,  b+c— a=2p1,  c+a— b=2p2,  a+b— c=2p, 

setzt: 

1  T  COS  CC  s: 7—7 ; * 

mb.Mnc 
daher  

/ftN  <*      1  /~1  +  co*  <*     1  /"*in  p  .  sin  p. 

341.  (2)         cos  —  =[/ =  1/   -^ — j-ri. 

w  2       r  2  r      mb.iMC 

Subtrahiert  man  die  Formel  für  cosa  von  1  =  1,  so  folgt: 

sin  b  .  sin  c  +  co#  b  .  co«  c  —  cos  a 

1  —  CO*  a  = r-r : 

m  b  .  sm  c 
_  co*(b— c)  —  cosa  _  2.*m^-(a+b— c).*m-j-(q~b-fc) 
~~      ttnb.mc       ~~  sinb.  sine 

__  2  •  Jtfl  Pj  •  ftM  Po 

~~      mb.mc     ' 
daher  t 

342.  (3)         ««y-K    —2 -K      «nb.Wnc 

Dividiert  man  342  durch  341,  so  folgt: 

t    a  =  1/"  **  Pa  **"  y 3  =  1/  ***  ft  ***  P2/**  Pa 
^2       V     sinp  .  «tn  p,       r  «n  p .  sin2pl     ' 

oder,  wenn  

,a\  1  Arih  p«  *in  p2  «»  p» 

343.  (4)  1/   — ri    .  r2 ^  =  «nr 

w  r  «np 

gesetzt  wird: 


-  *  A 


armein   341—348   gehen,   wenn   dal  Kngeldreieok  ein 
Formeln  T.  ITT,  83—84  aber.  —  Da  in  jeder  konkaven 

fuJera  Kugeldraiock,  welches  nur  konkave  Winkel  ent- 
(122),  so  ist  p  und  umsomehr  e1;  pj,  p3  <  2  Jl,  also 

i  (2j  bis  (5)  skmmtlioho  Sinus   positiv,  daher   flammt- 


-l  ■  f l  *  fi  =  '^>   (»1  +  ^-0,  =  2«/,  y,  +  a1-ßi  =2ä2', 

«,+/»,- 7,  =  2<, 
o  folgt  aus  110,  dass 

»  +  d  =  3Ä,  p,  +  TT,'  =  B,  pa  +  «,'  =  ff,  p3  +  «a'  =  ff. 

a4.ttl_B     ^ll-P     ?_i_il_» 
2+T-Ä'    2+2  ~B*    2  +  2  -*■ 

Heraus  folgt  weiter,  dass 

iny  =  —  cosn,   sm"1  =  coS7r,',   smp^^cotit^t  «Vi p3  —  cos tt3', 
a        .    0.      .    o  a,    ,    o  ,0. 

CM  2=mV'  "n2=MSr  *  2=C°'f- 
Setzt  man  diese  Werte  in  die  Formeln  (1)  bis  (5)  ein,  so 
irhält  man  nach  Weglassung  der  oberen  Indices: 
(6)  0+^^=2^,  ß+y-a=27tv  r+a-ß=2nv  a+ß-.y=2rtr  (l) 
,_.  .    a      1  /—  cos  3t  .cos  7t,     ,-. 

o         ™2=K -sk^® 


2      r       im/S.m/   ' 


m    .     *»s=k  ii::^ 


.„.  1  /  CM  «,  CO«  7T4  CO»  71 

,.,,.,  ,  a  COSQ  S  COSQ  V  COSQ 

(10)       COt  -T-  = — ,   CO*  £-  =  — ,   cot  -~  = ^-.  8 

v  2       w  w,'        2       cm  7i2         2       eoi  7r3 

Anm.  Da  nach  138  «  +  /*  +  y  >  2  H  und  <  6  B,  bo  ist  ot  >  R  and 
■<  SR,  itlso  cm  n  negativ  and  —  cm  jt  positiv.  Da  ferner  b,  ■(■  fi  ^  U|  (118), 
m  ürtSR  — /9  +  »R  — y>8R  — o  oder  ß  +  y  —  «<*R,  d.  b,  «t<ß, 

el  inso  Tij  UD|i  "sl  s'so  sind  in  den  Formeln  (7)  bis  (10)  alle  Cosinus, 
m  '  Ausnahme  von  cot  n,  positiv,  ebenso  die  Sinut,  daher  sSmmtliohe 
V   rzeln  reell. 


*)  Diese  Formel  enthalt  natürlich  keine  Folgerung  ans  (4),  sondern 
el  luo,  wie  letzten  Formel,  eine  willkürliche  zur  Abkürzung  getroffene 
B  itünmnng. 
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132.  Anwendung  der  Tangentformeln.  —  Dieselben   dienen 
zur  Lösung  der  Aufgaben  abc  und  afiy. 

Aufgabe  5.  —  Ein  Eugeldreieck  zu  berechnen  aus 
den  drei  Seiten,  (abc) 

a  +  b  +  c 


Lösung:  1)  p  = 


,  yl=v-a,  p2  =  p  — b,  p3  =  p_-c 


c%\    •  -     1  /  sro  p,  sm  p*  sw  p, 


a       smr     ,    0       smr         y       smr 

3)*2  =  *»^'  ^2=^  *2  =  *^ 

Aufgabe  6.  —  Ein  Eugeldreieck  zu  berechnen  aus 
den  drei  Winkeln,  (aßy) 


Lösung:  1)  rc 


__  a+ß+y 


i    7t^=z7t — ö,    7^2  =  TT — /?,   7Tj=r^r — y. 


2)  cos  ^ 


—  \/m*M  7tl  c 


cos  7t  2  cos  n% 


QN        a        cos?  .__„ 

3)  cotö-  =  -— — -,  coJ-q  =  _Z  >  *>'7r  = 


COS  7t 

b  _   cos? 


COS  TT, 


COS  TT« 


CQSg 
COS  7t  z 


3.  Dritte  Methode. 


133.  Methode  des  Hilfswinkels.  —  Die  Formel  des  Cosinus- 
satzes kann  für  die  einzelnen  Aufgaben  statt  durch  Umformung 
auch  durch  Einführung  eines  Hilfswinkels  vereinfacht  werden. 

Aufgabe  1.  —  Gegeben  abct. 

Multipliziert  man  die  Formel  336  mit  cosc,  so  folgt: 

cosa.cosc=zCosb  .  cos2  c  +  sm  b  . sin c .  cos c .  cos a. 

Ferner  folgt  aus  336  durch  Buchstabenvertauschung 

cos b  =  cos c .  cos a  +  sin c . sin a  .cos ß. 

Durch  Addition  beider  Formeln  erhält  man 

cos  b  =  cos  b  .  cos2  C  +  sin  c  (sin  b  .  cos  c .  cos  a  +  sin  a .  cos  ß) 

oder,  wenn  man  das  erste  Glied  rechts  nach  links  schafft  '  ndj 
durch  sine  hebt: 

cos  b  .  sin  c  =  sin  b .  cos  c .  cos  a  +  sin  a .  cos  ß. 
Setzt  man  endlich  den  aus  dem  Sinussatze  folgenden  We 

sinb  .sin a 


svn  a  = 


sinß 
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in  diese  Formel  ein  und  dividiert  durch  ml,  so  erhält  man 

cotb  .sine  =: cos c.  cos a  +  sin a.  cot ß, 
oder  durch  Buchstabenvertauschung 

(a)  cota.sinbz=cosb.cosy  +  siny.cota.  849, 

Von  dieser  Formel  geht  man  aus,  um  die  oben  gestellte  Auf- 
gabe zu  lösen.    Setzt  man 

(b)  cota  —  cos  b.cotcp, 
so  geht  die  letzte  Formel  über  in 

cot a .  sin b  =  cos b  (cos y  +  siny  .cot <p), 

•   ^^ 

oder,  indem  man  beiderseits  mit ~  multipliziert: 

(c)  cot  a .  tg  b .  sin  <p  =  sin  (y  +  q>). 

Da  man,  wenn  a,  6,  a  gegeben  sind,  aus  (b)  den  Winkel  <p, 
und  aus  (c)  den  Winkel  y  findet,  so  folgt  für  Aufgabe  1  die 

Lösung:  1)  tg(p=zcosb.  tga;   2)  *i»(y  +  y)  =  — 5~.S_ ; 

ig  u 

o\     •    a      sinb.sina      A      .  sin  y.  sin  a 

3)  smß  = : ;   4)  «nc  = L. . 

'  stna  stna 

Aufgabe  2.  —  Gegeben  aßa. 

Aus  der  Formel  (a)  folgt  mittelst  110: 

—  cota.  sin  ß  =  cos ß .cos  C  — sine,  cot  0, 
oder 

(a,)  cota.sinß=z  —  cosß.cosc  +  sin  c .  cof  a. 

Setzt  man 
(bj)  eo^  a  =  co*  /J .  cot  qp, 

so  geht  die  letzte  Formel  über  in 

cota  .sin  ß  =  cos  ß  (_  cos  c  +  sine,  aot  q>), 

oder,  indem  man  beiderseits  mit ^  multipliziert: 

(Cj)  cota  .tgß  .singt  =i  sin  (c  —  q>). 

Da  man,  wenn  a,  /},  a  gegeben  sind,  aus  (b,)  den  Winkel  <p> 
und  aus  (ct)  den  Winkel  c  findet,  so  folgt  für  Aufgabe  2  die 

Lösung:  1)  tg  <p  =  cos  ß  .tg  a;   2)  sin (c  —  y)  =  JLf^Ml. 

AX     ,t       sin  ß.  sin  a      A.     .  mc.ima 

3)  *wb  = -. ;   4)  my  = : . 

'  stna  stna 

10* 
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Aufgabe  3.  —  Gegeben  6ca. 
Wenn  man  in  der  Formel  336 

(a)  cot  a  =,cos  b  .  cot  c  +  sin  b  .  tin  c .  cot  a 
Substitution  macht: 

(b)  cot  a  =  cot  b  ,  cot  ip, 
'hält  man 

cot  a  =  cot  b  (cot  c  +  tin  c.  cot  <p), 

,  .  co«  b  .  im  (C  +  (p) 

(c)  cot  0  = r— i ". 

nan,  wenn  6,  c,  a  gegeben  sind,  aus  (b)  den  Winkel  g>, 
aus  (c)  die  Seite  a  findet,  so  folgt  für  Aufgabe  3  die 

« .  ,  ,  ft,  cot  6  .  #**  (t  +  q/) 

leg:  1)  cotw  =  tq  b  .  co*a;  2)  co«a  = : — * ": 

°       '         v      "»  '     '  mifi  ' 

„     .    .      tini.tina            .          MC.imo 
3)  *ntß  = ; :  4)  ttny  = : . 

Aufgabe  4.  —  Gegeben  ßya. 
Wenn  man  in  der  Formel  338 

(a,)   cot  a  ^  ~  cot  ß  .  cot  y  \  sin  ß  .  tin  y  .  cot  a 

Substitution  macht: 
(b ,)  cot  a  —  cot  ß .  cot  op, 

:nält  man 

cot  a  =-.  cot  ß  (—  cot  y  \  tin  y .  cot  (p), 


(c,)  cos  a  = 


cot  ß^tmiy  —  y) 
™  «in  g> 

oan,  wenn  ß,  y,  a  gegeben  sind,  aus  (b,)  den  Winkel  tp, 
aus  (c,)  den  Winkel  a  findet,  so  folgt  rar  Aufgabe  4  die 

ang:  1)  cotw  =  tgß .cota:   2)  cota^ *—-, — tf-~ "J; 

3)  ti*  6  =  — ^ ;   4)  tat  c  = 

'  ran      '     ' 

Aufgabe  5.  —  Gegeben  abc. 

Aus  336  folgt 

,  ,  cot  a  —  c<>*  b  .  cot  C 

(a)  cot  a  = r— ; ; . 

tmb.stnc 
t  man  hierin 

(b)  co«  a  —  co«  c,(inl).co(  y, 


tmy.ima 


r 
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4    «*:■ 


*Ü 


so  erhält  man 


oder 


(c) 


cos  c  (stnh.cotcp  —  co*  b) 

CO*  a  = - — r-r ? -, 

stn b  .stn c 

cot  c .  sin  (b  —  a)) 

cos  a  = .  ,     \ ^. 

«n  o  .  stn  <p 


sma 


Da  man,  wenn  a,  b,  c  gegeben  sind,  aus  (b)  den  Winkel  qp, 
und  aas  (c)  den  Winkel  a  findet,  so  folgt  für  Aufgabe  5  die 

T  ..              iN  .           sinb.cosc     ox                cotc.sm(b  —  q>) 
Losung:  1)  tgw  = ;    2)  cosa  = r-v — ^ — : 

°      '    * T  cos a  sin b  .stn  q>      ' 

o\     -    /»      sink,  sin  a      1S     .  sine,  sin  a 

3)  stnß=z : ;    4)  *t»y  = — 

J        r  stna  ' 

Aufgabe  6.  —  Gegeben  aßy. 
Aus  338  folgt 

,    x  cos  a  +  cos  8  .  cos  y 

(a, )    cos  a  = ^-5 — *r -. 

v  J/  stn  ß.  sin  y 

Setzt  man  bierin 

(bj)       co*  «  =  co*  y  .  Ji»  /J  .  co*  g>, 
so  erhält  man 

cos  y  (sin  ß  .cotq>  +  cos  ß) 

COS  (X  = ; — • 3 

stn  ß  .  stn  y 


oder 


(c,) 


cos  a  = 


cot  y  .  sin  (ß  +  q>) 


sin  ß .  sin  g> 

Da  man,  wenn  a,  ß,  y  gegeben  sind,  aus  (bx)  den  Winkel  y, 
und  aus  (c,)  die  Seite  a  findet,  so  folgt  für  Aufgabe  6  die 

T  ..  iN  ,  sinß.cosy      _N  coty  .sin(ß+ w) 

Losung:  1)  tgq>  =  — ^         ';    2)  co*a  =       '        X«      » 


cos  & 


ON     .   t      stn ß. stna      AS     .         im y . m a 

3)  imo  = h ;    4)  i»c  =  — ^ . 

*ma  ma 

Die  Fläche  des  Kugeldreiecks  wird  durch  Formel  312  gefunden. 
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Anhang. 

Flächen  zweiter  Ordnung.*) 

134.  Vorbemerkung.  —  In  der  elementaren  Stereometrie 
betrachtet  man  nur  diejenigen  Flächen,  welche  durch  eine  ein- 
fache Bewegung  aus  einer  Geraden  oder  Kreislinie  entstehen, 
nämlich  die  Ebene,  die  gemeine  Kegel-,  Cylinder-  und  die 
Kugelfläche.  Zwar  ist  die  Bewegung  der  Geraden,  welche  die 
Kegel-  oder  Cylinderfläche  beschreibt,  eine  zusammengesetzte, 
aber  die  Ebene,  in  welcher  diese  Gerade  liegt,  führt  durch 
ihre  Drehung  eine  einfache  Bewegung  aus. 

Alle  anderen  Flächen  entstehen  entweder  durch  einfache 
Bewegung  einer  nicht  elementaren  Kurve,  oder  durch  zusam- 
mengesetzte Bewegung  einer  Geraden  oder  Kreislinie,  oder  sie 
lassen  sich  überhaupt  nicht  durch  Bewegung  von  Linien  mit 
unveränderlicher  Gestalt  erzeugen,  sondern  erscheinen  als  geo- 
metrische Oerter  von  Punkten,  die  sich  nach  einem  bestimm- 
ten Gesetz  im  Räume  bewegen.  (Letztere  Auffassung  läsfit 
sich  auf  alle  Flächen  ohne  Ausnahme  anwenden.)  Von  dem 
Gesetze  dieser  Bewegung  sei  hier  nur  bemerkt,  dass  es  sich 
durch  eine  Gleichung  mit  3  Unbekannten  (Veränderlichen)  aus- 
drücken lässt,  und  dass  die  Fläche  algebraisch  oder  transcen- 
dent  genannt  wird,  je  nachdem  diese  Gleichung  algebraisch 
oder  transcendent  ist.  —  Zwei  derartige  Gleichungen  mit  den- 
selben veränderlichen  Grössen  stellen  alle  diejenigen  Punkte 
dar,  welche  beiden  Flächen  gemeinsam  sind,  d.  h.  die  Schnitt- 
linie der  beiden  Flächen,  drei  solcher  Gleichungen  stellen  die 
einzelnen  den  drei  Flächen  gemeinsamen  Punkte  dar.  —  Man 
teilt  die  algebraischen  Flächen  ein  nach  dem  Grade  der  Kurve, 
in  welcher  sie  von  einer  Ebene  geschnitten  werden  (oder  nach 
der  Klasse  der  Kurve,  in  welcher  alle  aus  einem  Punkte  an 


*)  Vgl.  T.  II,  Nr.  166. 
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sie  gelegten  Tangentenebenen  sie  berühren),  und  sagt,  eine 
Fläche  sei  von  der  »**  Ordnung,  wenn  sie  von  einer  Ebene 
in  einer  Kurve  n^l  Ordnung  geschnitten  werden  kann  (von  der 
»S?  Klasse,  wenn  die  Berührungspunkte  aller  durch  einen  Punkt 
an  sie  gelegten  Tangentenebenen  auf  einer  Kurve  n^L  Klasse 
liegen).  Hiernach  ist  die  Ebene  eine  Fläche  l*ü  Ordnung  (der 
Punkt,  als  Grenzfall  der  Kugelfläche  betrachtet,  eine  Fläche 
1^1  Klasse),  die  elementaren  krummen  Flächen  sind  Flächen 
2iS  Ordnung  und  2ffi  Klasse. 

Anm.  Die  gemeine  Cylinderfläohe  wird  von  einer  Ebene  ent- 
weder in  einer  Kreislinie,  oder  in  einer  Ellipse,  oder  in  zwei  parallelen 
Geraden  (specieller  Fall  der  Ellipse  nach  T.  II,  Nr.  171)  geschnitten.  Die 
Berührungspunkte  der  beiden  aus  einem  Punkte  an  sie  gelegten  Tangenten- 
ebenen liegen  auf  zwei  parallelen  Geraden.  —  Die  (vollständige)  gemeine 
Kegel  fläche  wird  von  einer  Ebene  entweder  in  einer  Kreislinie,  oder  in 
einer  Ellipse,  Parabel,  Hyperbel,  oder  in  einem  Punkte  (specieller  Fall  der 
Kreislinie)  geschnitten.  Die  Berührungspunkte  der  beiden  aus  einem  Punkte 
an  sie  gelegten  Tangentenebenen  liegen  auf  zwei  sich  schneidenden  Geraden 
(specieller  Fall  der  Hyperbel  nach  T.  II,  Nr.  176).  —  Die  Kugelfläche 
wird  von  jeder  Ebene  in  einer  Kreislinie  geschnitten.  Die  Berührungs- 
punkte aller  aus  einem  Punkte  an  sie  gelegten  Tangentenebenen  liegen 
auf  einer  Kreislinie. 

Es  sollen  nun  im  folgenden  die  übrigen  Flächen  zweiter 
Ordnung  betrachtet  werden. 

135.  Entstehungsweisen  der  Flächen  zweiter  Ordnung.  — 
1)  Wenn  eine  Kurve  zweiter  Ordnung  eine  halbe  Umdrehung 
um  eine  ihrer  Axen  macht,  so  kommen  ihre  beiden  zur  Axe 
symmetrisch  liegenden  Hälften  zur  Deckung,  und  es  entsteht 
eine  specielle  Form  der  Flächen  zweiter  Ordnung,  eine  Rota- 
tionsfläche. Diese  Fläche  wird  durch  jede  von  zwei  auf 
einander  senkrecht  stehenden,  durch  die  Axe  gelegten  Ebenen 
(a  und  6)  in  der  ursprünglich  gegebenen  Kurve  geschnitten, 
von  einer  zur  Axe  senkrechten  Ebene  (c)  in  einer  Kreislinie. 
Denkt  man  sich  nun  die  Rotationsfläche  durch  Biegung  so  ver- 
ändert, dass  aus  dieser  Kreislinie  eine  Ellipse  wird,  so  erhält 
man  die  allgemeine  Form  einer  Fläche  zweiter  Ordnung.  Sind 
die  Schnittlinien  (ac)  und  (6c)  die  Axen  dieser  Ellipse,  so  wer- 
d  n  (ac),  (6c)  und  (ab)  die  Axen,  und  die  Ebenen  a,  6,  c  die 
B  auptschnitte  der  Fläche  genannt.  —  Die  Flächen  selbst 
k  nnen  elliptische  Flächen  genannt  werden. 

2)  Auf  die  eben  beschriebene  Art  können  offenbar  nur 
s<  lche  Flächen  entstehen,  welche  von  irgend  einer  Ebene  in 
e  aer  Ellipse  geschnitten  werden.  Eine  andere  Art  von  Flächen 
z  eiter  Ordnung  entsteht  durch  einfache  Verschiebung  einer 


/ 
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Kurve  zweiter  Ordnung  im  Räume.     Alle  *m  u™c  u<u  mu>c 
parallelen  Ebenen  schneiden  dann  die  Fläche  in  Klirren,  welche 
der  gegebenen  kongruent  Bind,  alle  zur  Ebene  der  Kurve 
rechten  Ebenen  schneiden  die  Fläche  in  einem  Parallelenpai 
Durch  jeden  Punkt  der  Fläche  geht  eine  Gerade  (Seiten! 
Diese  Flächen  können  cylindrische  Flächen  genannt  wc 

3)  Es  ist  schliesslich  noch  der  Fall  denkbar,  dass 
Fläche  zweiten  Grades  von  einer  Ebene  weder  in  einer  E 
noch  in  einem  ParaUelenpaar  (welches  als  Ausartung  der  E 
angesehen  werden  kann)  geschnitten  werden  kann,  sonden 
in  Parabeln  und  Hyperbeln  (bezw.  zwei  sich  schneidende! 
raden  als  Ausartung  der  Hyperbel).  Eine  solche  Fläche 
steht  (Fig.  60),  wenn  eine  Gerade  x  sich  im  Räume  so  be 
dass  ihre  Schnittpunkte  mit  zwei  windschiefen  Geraden  a  ■ 
von  zwei  Punkten  A  und  B  der  Geraden  a  und  b  best 
gleichen  Abstand  haben.  Sind  also  Av  Av  ...  die  Pu 
in  welchen  a,  ferner  Bv  B2,  . . .  die  Punkte,  in  welchen  i 
x  geschnitten  wird,  und  AlBv  -42iJ2,  . ..  verschiedene  I 
von  x,  so  ist  A^ssB.B,  A2A=B2B,  ...  Ebenso  wi 
Gerade  x  müssen  auch  ihre  Schnittpunkte  mit  a  und  6  be 
dig  auf  der  von  x  beschriebenen  Fläche  liegen;  d.  h.  a  \ 
liegen  selbst  auf  der  Fläche.  Jede  durch  a  (oder  i)  u 
(in  irgend  einer  Lage  dieser  Geraden)  gelegte  Ebene  sehr 
die  Fläche  in  dem  Geradeopaare  ax.  Die  Fläche  ist  also 
Fläche  zweiter  Ordnung.  Jede  andere  durch  eine  Gen 
gelegte  Ebene  schneidet  daher  die  Fläche  noch  in  einer 
ten  Geraden  y.  Diese  Geraden  y  bilden  daher  ein  zs 
System  von  Geraden,  die  auf  der  Fläche  liegen.  Da  mt 
jeder  Ebene  des  Raumes  zwischen  zwei  windschiefen  Ge 
beliebige  Parallelen  ziehen  kann,*)  so  hat  jede  Ebene 
Raumes  wenigstens  mit  einer  der  auf  der  Fläche  liegt 
Geraden  einen  unendlich  fernen  Punkt  gemeinsam,  sehr 
also  die  Fläche  in  einer  Kurve,  die  wenigstens  einen  u 
lieh  fernen  Punkt  hat,  also  keine  Ellipse  sein  kann,  soi 
nur  eine  Hyperbel  oder  ParabeL  —  Die  so  bestimmte  I 
kann  windschiefe  Fläche  genannt  werden. 

Aura,  Die  hier  angegebenen  Entstehung« weisen  umfassen  «ämn 
Flächen  zweiter  Ordnung.  Der  Nachweis  hierfür  kann  jedoch  an 
Stelle  nicht  gegeben  werden. 

*)  Denn  jede  parallele  Ebene  schneidet  die  beiden  windschief* 
raden  in  zwei  Punkten,  deren  Verbindungslinie  der  ersten  Ebene 
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L  Die  elliptischen  Flächen. 

a.  Drehung  der  Ellipse. 

136.  1)  Das  Ellipsoid.  —  Durch  halbe  Umdrehung  einer 
Ellipse   um   eine  ihrer  Axen  und  nachfolgende  Biegung  [in 
Nr.  135, 1)  beschrieben]  entsteht  das  Ellipsoid.    Dasselbe  bil- 
det eine  vollkommen  geschlossene,  Fig  56 
endliche  Fläche.    Die  drei* Haupt-  1 
schnitte    sind   Ellipsen.     Da   die        ^~~~~n\~~~^>^ 
Fläche  sich  nirgends  ins  Unend-    yS           f  \  \      ^^\ 
liehe  ausdehnt,  so  müssen  auch  alle  /^^- — pr 

übrigen  ebenen  Schnitte  Ellipsen  K_ \Ü 

sein.  Der  Mittelpunkt  der  gegebenen  v^T" 1" '/{ 

Ellipse  heisst  Mittelpunkt  der  \^^ k-L 

Fläche,  weil  jede  durch  ihn  zwischen     \.         \  i 

zwei  Punkten  der  Fläche  gezogene         ^ ±U ^ 

Strecke  in  ihm  halbiert  wird.  ' 

Specielle  Fälle  des  Ellipsoids  sind:  a)  Das  Rotations- 
ellipsoid, wenn  zwei  Axen  gleich  lang  sind.  Die  auf  der 
Drehungsaxe  senkrechten  Schnitte  sind  Kreislinien.  —  b)  Die 
Kugel,  wenn  alle  drei  Axen  gleich  lang  sind.  Alle  Schnitte 
sind  Kreislinien. 

Abarten  des  Ellipsoids  entstehen  aus  den  Abarten  der 
Ellipse.  —  Geht  die  Ellipse  in  eine  mit  ihrer  grossen  Axe 
zusammenfallende  Strecke  über,  so  entsteht  a)  durch  Drehung 
um  die  kleine  Axe  eine  Kreisfläche,  resp.  eine  (doppelte) 
Ellipsenfläche,  d.  h.  ein  Ellipsoid,  in  welchem  eine  Axe 
=0  ist;  b)  durch  Drehung  um  die  grosse  Axe  dieselbe  Streck  e, 
cL  h.  ein  Ellipsoid,  in  welchem  zwei  Axen  =  0  sind.  —  Da  die 
Kugel  in  einen  Punkt  übergehen  kann,  so  ist  auch  c)  der 
P  unkt  als  Abart  des  Ellipsoids  anzusehen,  d.  h.  als  Ellipsoid, 
in  welchem  alle  drei  Axen  =0  sind.  —  Geht  die  Ellipse  in 
ein  der  grossen  Axe  paralleles  Parallelenpaar  über,  so  entsteht 
d)  durch  Drehung  um  die  kleine  Axe  ein  Paar  paralleler 
Ebenen;  e)  durch  Drehung  um  die  grosse  Axe  die  elliptische 
Cylinderfläche,  von  der  weiter  unten  die  Rede  sein  wird. 
(Man  beachte,  dass  die  ebenen  Schnitte  der  Abarten  des  El- 
lipsoids zum  teil  Abarten  der  Ellipse  sind.) 

b.  Drehung  der  Hyperbel. 

187.  2)  Das  zweisehalige  Hyperboloid.  —  Durch  halbe  Um- 
drehung einer  Hyperbel  um  ihre  Hauptaxe  und  nachfolgende 


137.   Die  Fliehen  zweite 


Biegung  entsteht  das  zweischalige  Hi 
steht  aus  zwei  getrennten,  je  nach  ei 
Fig.  67. 


derselben.  Alle  ebenen  Schnitte,  wel 
Fläche  treffen,  sind  Ellipsen  (oder  Pai 
der  gegebenen  Hyperbel  ist  Mittelpi 
Die  Asymptoten  aller  durch  die  Dn 
perbelschnitte  liegen  auf  einer  vollstä 
Asymptotenkegel. 

Spezielle  Falle  des  zweischaligen  i 
zweischalige  Rotationshyperbol 
Drehungsaxe  senkrechten  Schnitte  Ki 
schalige  rechtwinklige  Hyperbt 
an  der  Spitze  des  Asymptotenkegels 

Abarten  des  zweischaligen  Hyperl 
Abarten  der  Hyperbel.  —  a)  Geht  d 
der  Hauptaxe  zusammenfallende  Ger 
Hauptaxe  selbst)  über,  so  entsteht  dun 
ase  dieselbe  Gerade  (mit  Ausnahme 
b)  Geht  die  Hyperbel  in  ein  Paar  si< 
über,  so  entsteht  durch  Drehung  ui 
liptiBche  Kegelfläche.  (Specielli 
oder  gemeine  Kegelfläche.) 

Anra.  Durah  den  Schnitt  einer  vollst. 
mit  einer  Ebene  kann  jede  Art  von  Karree 
Ist  nämlich  der  halbe  Winkel  an  der  Spitz* 
der  Schnitt  eine  Ellipse,  Parabel  oder  Hyperb 
winkel  der  Ebene  und  der  Axe  der  Kegelfi 
Schnitt  durch  die  Spitze  der  Kegelfläohe,  a 
Punkt,  die  Parabel  in  eine  doppelte  Gerade, 
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Echneidender  Geraden  über.    Die  Karvea  zweiter  Ordnung  heiaeen  daher 
aiioh.  Kegel aohnitte. 

3)  Das  eiiuehälige  Hyperboloid.  —  Durch  halbe  Umdrehung 
einer  Hyperbel  um  ihre  Nebenaxe  und  nachfolgende  Biegung 
entsteht  das  einschalige  Fig.  58. 

Hyperboloid.  Dasselbe 
bildet  eine  zusammen- 
hängende, nach  zwei  Sei- 
ten offene  und  ins  Unend- 
liche sich  erstreckende 
Fläche.  Die  beiden  durch 
die  DrehungBaxe  gehen- 
den Hauptschnitte  sind 
Hyperbeln,  ebenso  alle 
Schnitte,  welche-  den 
Asymptotenkegel  in  einer 
Hyperbel  schneiden.  Der 
dritte  II ausschnitt  ist 
eine  Ellipse;  ebenso  alle 
Schnitte,  welche  den 
Asymptotenkegel  in  einer 

Ellipse  schneiden. 
Schnitte,  welche  einer 
Seitenlinie  des  Asym- 
ptotenkegels parallel  sind, 
sind  Parabeln.  Der  Mit- 
telpunkt der  gegebenen 
Hyperbel  ist  Mittelpunkt  der  ganzen  Fläche. 

Speeieüe  Fälle  des  einschaligen  Hyperboloids  sind:  a)  das 
einschalige  Rotationshyperboloid,  wenn  die  auf  der 
Drehungsaxe  senkrechten  Schnitte  Kreise  sind;  b)  das  ein- 
schalige rechtwinklige  Hyperboloid,  wenn  der  Winkel 
an  der  Spitze  des  Asymptotenkegels  ein  rechter  ist. 

Abarten  des  einschaligen  Hyperboloids  entstehen  aus  den 
Abarten  der  Hyperbel.  —  a)  Geht  die  Hyperbel  in  eine  mit 
der  Hauptaxe  zusammenfallende  Gerade  (mit  Ausnahme  der 
Hauptaxe  selbst)  über,  so  entsteht  durch  Drehung  um  die 
Nebenaxe  eine  Ebene  (mit  Ausnahme  derjenigen  Kreisfläche, 
welche  die  Hauptaxe  zum  Durchmesset'  hat).  —  b)  Geht  die 
Hyperbel  in  ein  Paar  sich  schneidender  Geraden  über,  so  ent- 
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steht  durch  Drehung  um  die  Nebenaxe  wieder  die  elliptische 
Kegelfläche. 

Anm.    Die  elliptische  KegelfLaehe  bildet  also  den  Grenzfall  zwischen 
dem  ein-  und  dem  zweischaligen  Hyperboloid. 


c.  Drehung  der  Parabel. 

138.  4)  Das  elliptische  Paraboloid.  —  Durch  halbe  Um- 
Fig.  69,     ^^         drehung  einer  Parabel  um  ihre 

Axe  und  nachfolgende  Biegung 
entsteht  das  elliptische  Parabo- 
loid. Dasselbe  bildet  eine  nach 
einer  Seite  offene,  ins  Unend- 
liche sich  erstreckende  Fläche. 
Die  beiden  durch  die  Drehungs- 
axe  gehenden  Hauptschnitte  sind 
Parabeln,  der  dritte  Hauptschnitt 
ist  eine  Ellipse.  Die  übrigen 
Schnitte  sind  Ellipsen  oder  Pa- 
rabeln. Die  Fläche  besitzt  kei- 
nen Mittelpunkt. 


IL  Die  cylindrischen  Flächen. 

a*  Yerseldebung  der  Ellipse« 

139.  5)  Die  elliptische  Cylinderfldche.  —  Durch  Verschie- 
bung einer  Ellipse  längs  einer  zu  ihrer  Ebene  senkrechten 
Geraden  entsteht  die  elliptische  Gylinderfläche.  Dieselbe  bil- 
det eine  nach  zwei  Seiten  offene  und  ins  Unendliche  sich  er- 
streckende Fläche.  Jeder  Punkt  der  vom  Mittelpunkte  Her 
Ellipse  beschriebenen  Geraden  (Axe  der  Fläche)  ist  ein  Mit  rt- 
punkt  der  Fläche.  Dieselbe  besitzt  also  unendlich  viele  Mit  i- 
punkte. 

Speeieller  Fall  der  elliptischen  Gylinderfläche:  Die  Ro  i- 
tions-  oder  gemeine  Gylinderfläche,  wenn  die  erz  i- 
gende  Ellipse  eine  Kreislinie  ist. 


99—143.   Dia  Flächen  zweiter  Ordnung.  163 

der  elliptischen  Cylinderfläche:  a)  Ein  von  zwei 
parallelen  Geraden  begrenzter  Ebenenstreifen,  wenn  die 
Ellipse  in  eine  Strecke  ausartet;  b)  die  Gerade,  wenn  die 
Ellipse  in  einen  Funkt  ausartet;  c)  ein  Paar  paralleler 
Ebenen,  wenn  die  Ellipse  in  ein  Parallelenpaar  ausartet. 

I).  Verschiebung  der  Hyperkel. 

140.  6)  Die  hyperbolische  Cylinderfläche.  —  Durch  Ver- 
schiebung einer  Hyperbel  längs  einer  zu  ihrer  Ebene  senk- 
rechten Geraden  entsteht  die  hyperbolische  Cylinderfläche.  Die- 
selbe besteht  aus  zwei  getrennten,  je  nach  drei  Seiten  offenen 
und  ins  Unendliche  sich  erstreckenden  Flächen.  Jeder  Punkt 
der  vom  Mittelpunkte  der  Hyperbel  beschriebenen  Geraden 
(Axe  der  Fläche)  ist  ein  Mittelpunkt  der  Fläche.  Dieselbe 
besitzt  also  unendlich  viele  Mittelpunkte. 

Speeieller  Fall  der  hyperbolischen  Cylinderfläche:  Die  recht- 
winklige hyperbolische  Cylinderfläche,  wenn  die  er- 
zeugende Hyperbel  rechtwinklig  ist. 

Abarten  der  hyperbolischen  Cylinderfläche:  a)  Eine  Ebene 
(mit  Ausnahme  eines  von  zwei  parallelen  Geraden  begrenzten 
Streifens,  welchen  die  Hauptaxe  beschreibt),  wenn  die  Hyper- 
bel in  eine  Gerade  (mit  Ausnahme  der  Hauptaxe)  ausartet; 
b)  Ein  Paar  sich  schneidender  Ebenen,  wenn  die  Hyper- 
bel in  ein  Paar  sich  schneidender  Geraden  ausartet. 


c.  Verschiebung  der  Parabel. 

141.  7)  Die  parabolische  Cylinderfläche.  —  Durch  Verschie- 
bung einer  Parabel  längs  einer  zu  ihrer  Ebene  senkrechten 
Geraden  entsteht  die  parabolische  Cylinderfläche.  Dieselbe 
bildet  eine  nach  drei  Seiten  offene  und  ins  Unendliche  sich 
erstreckende  Fläche,  welche  keinen  Mittelpunkt  besitzt 


HI,  Die  windschiefe  Fläche. 

142.  8)  Das  hyperbolische  Paraboloid.  —  Die  Entstehung 
i  d  die  wesentlichen  Eigenschaften  des  hyperbolischen  Para- 
1  iloids  wurden  bereits  in  Nr.  135,  3)  beschrieben.   Es  ist  noch 


Uebungsstttze  und  Aufgaben. 

Keine  Stereometrie. 

1.  Die  Ebene. 

Satze.  —  L  Zwei  Punkte  haben  von  einer  Ebene  gleichen 

stand,  wenn  zwei  aus  ihnen  nach  der  Ebene  unter  gleichen 

Neigungswinkeln  gezogene  Strecken  einander  gleich  sind.  — 

2.  Steht  eine  Gerade  auf  einer  Ebene  senkrecht,  so  ist  jede 
auf  der  Geraden  errichtete  Senkrechte  der  Ebene  parallel.  — 

3.  Ist  eine  von  mehreren  Parallelen  einer  Ebene  parallel,  so 
sind  auch  die  andern  der  Ebene  parallel.  —  4.  Ist  eine  Ge- 
rade einer  Ebene  parallel,  so  sind  alle  von  Punkten  der  Ge- 
raden auf  die  Ebene  gefällten  Senkrechten  einander  gleich.  — 
5.  Ist  eine  Gerade  einer  Ebene  parallel,  so  sind  alle  von 
Punkten  der  Geraden  nach  der  Ebene  gezogenen  parallelen 
Strecken  einander  gleich.  —  6.  Ist  eine  Gerade  einer  Ebene 
parallel,  so  liegt  jede  durch  einen  Punkt  der  Ebene  zu  der 
Geraden  gezogene  Parallele  in  dieser  Ebene.  —  7.  Die  Ebene 
des  Neigungswinkels  zweier  Ebenen  steht  senkrecht  zur  Schnitt- 
linie derselben.  —  8.  Jede  zur  Schnittlinie  zweier  Ebenen  senk- 
rechte Ebene  schneidet  dieselben  in  Schenkeln  eines  Neigungs- 
winkels. —  9.  Wenn  eine  Ebene  und  eine  Gerade  auf  einer 
andern  Ebene  senkrecht  stehen,  so  sind  sie  parallel.  —  10.  Alle 
durch  einen  Punkt  ausserhalb  einer  Ebene  zu  dieser  gezogenen 
Parallelen  liegen  in  einer  zu  der  gegebenen  Ebene  parallelen 
Ebene.  —  11.  Haben  mehrere  nicht  in  einer  Geraden  Hegende 
Punkte  gleichen  Abstand  von  einer  Ebene,  und  liegen  ausser- 
dem auf  derselben  Seite  der  Ebene,  so  liegen  sie  in  einer  zu 
der  gegebenen  Ebene  parallelen  Ebene.  —  12.  Die  Verbin- 
dnngsstrecke  zweier  Punkte,  welche  auf  entgegengesetzten  Sei- 
ten einer  Ebene  liegen,  und  gleichen  Abstand  von  derselben 
haben,  wird  durch  die  Ebene  halbiert.  —  13.  Werden  zwei 
Ebenen  von  Geraden  geschnitten,  die  durch  einen  Punkt  gehen, 
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so  sind  die  Figuren,  welche  in  jeder  Ebene  durch  Verbindung 
der  entsprechenden  Schnittpunkte  entstehen,  kollinear,  wenn  die 
Ebenen  sich  schneiden,  ähnlich,  wenn  sie  parallel  sind.  Wer- 
den zwei  Ebenen  von  parallelen  Geraden  geschnitten,  so  sind 
die  Figuren,  welche  in  jeder  Ebene  durch  Verbindung  der  ent- 
sprechenden Schnittpunkte  entstehen,  affin,  wenn  die  Ebenen 
sich  schneiden,  kongruent,  wenn  sie  parallel  sind.  —  14.  In 
jeder  dreiseitigen  Ecke,  die  einen  rechten  Winkel  enthält,  ist 
der  Cosinus  der  dem  rechten  Winkel  gegenüberliegenden  Seite 
gleich  dem  Produkte  der  Cosinus  der  beiden  anderen  Seiten. 
Aufgaben.  —  In  einer  Ebene  eine  Gerade  so  zu  ziehen, 
dass  jeder  Punkt  dieser  Geraden  von  zwei  ausserhalb  der  Ebene 
gegebenen  Punkten  15)  gleichen,  16)  einen  gegebenen  Abstand 
hat  —  In  einer  Ebene  diejenige  Gerade  zu  ziehen,  welche  von 
einem  ausserhalb  der  Ebene  gegebenen  Punkte  eine  gegebene 
Entfernung  hat  und  17)  durch  einen  gegebenen  Punkt  geht, 

18)  einer  in  der  Ebene  gegebenen  Geraden  parallel  ist.  — 

19)  Durch  den  Schnittpunkt  einer  Geraden  und  einer  Ebene 
in  der  letzteren  eine  Gerade  zu  ziehen,  welche  mit  der  er- 
steren  einen  gegebenen  Winkel  bildet.  —  20)  Durch  einen  ge- 
gebenen Punkt  eine  Gerade  so  zu  ziehen,  dass  sie  zwei  ge- 
gebene windschiefe  Geraden  schneidet.  —  21)  Zwischen  zwei 
windschiefen  Geraden  diejenige  Gerade  zu  ziehen,  welche  einer 
gegebenen  Geraden  parallel  ist.  —  22)  Eine  Gerade  zu  ziehen, 
welche  von  drei  im  Baume  gegebenen  parallelen  Geraden  glei- 
chen Abstand  hat.  —  23)  Durch  eine  gegebene  Gerade  eine 
Ebene  so  zu  legen,  dass  sie  von  einem  gegebenen  Punkte  einen 
gegebenen  Abstand  hat.  —  24)  Durch  einen  gegebenen  Punkt 
eine  Ebene  so  zu  legen,  dass  sie  von  einer  gegebenen  Geraden 
einen  gegebenen  Abstand  hat.  —  25)  Eine  Gerade  so  zu  ziehen, 
dass  sie  auf  zwei  gegebenen  windschiefen  Geraden  senkrecht 
steht  —  Durch  einen  gegebenen  Punkt  eine  Ebene  so  zu 
legen,  dass  sie  26)  auf  zwei  gegebenen  Ebenen  senkrecht  steht, 

27)  von   drei   gegebenen  Punkten   gleichen  Abstand  hat  — 

28)  Eine  Gerade  parallel  zu  zwei  gegebenen  Ebenen  so 
ziehen,  dass  sie  von  jeder  einen  gegebenen  Abstand  hat. 
Aus  einem  gegebenen  Punkte  nach  einer  gegebenen  Ebene  ein 
Strecke  so  zu  ziehen,  dsss  sie  einer  anderen  gegebenen  Eb 
parallel  ist  und  29)  eine  gegebene  Länge  hat,  30)  mit  d 
ersten  Ebene  einen  gegebenen  Winkel  bildet.  —  31)  D 
einen  gegebenen  Punkt  diejenige  Ebene  zu  legen,  welche 
zwei  gegebenen  windschiefen  Geraden  parallel  ist 
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2.  Der  Körper. 
Verbindet  man  jeden  Eckpunkt  eines  Tetra- 
Schnittpunkt  der  Mittellinien   der  gegenüber- 
so  geben  diese  vier  Geraden  durch  einen 
j  Punkt  and  teilen  sich  im  Verhältnis  1:3.  —  33.  Die  Hai- 
'  ierungsebenen  der  Winkel  eines  Tetraeders  schneiden  sich  in 
inem  Punkte,  welcher  von  den  Seiten  des  Tetraeders  gleich- 
et entfernt  ist.  —  34.  Errichtet  man  Senkrechten  in  den 
[ittelpunkteo  der  den  Seiten  eines  Tetraeders  nmbesebriebenen 
reise,  so  schneiden  sich  diese  Senkrechten  in  einem  Punkte, 
elcher  von  den  Ecken  des  Tetraeders  gleichweit  entfernt  ist  — 

5.  Die  in  den  Mitten  der  Kanten  eines  Tetraeders  senkrecht 
uf  ihnen  errichteten  Ebenen  schneiden  sich  in  einem  Punkte.  — 

6.  Die  Verbindungsatrecken  der  Mitten  je  zweier  gegenüber- 
egender  Kanten  eines  Tetraeders  schneiden  sich  in  demselben 

I  Punkte  wie  die  in  A.  32  erwähnten  Geraden.  —  37.  Vier  von 
Halbierungspunkten  der  Kanten  eines  Tetraeders  sind  Ecken 
i  Parallelogramms,  dessen  Seiten  die  Hälften  der  beiden 
ren   Kanten  sind.  —  38.  Sind  in  einem  Tetraeder  zwei 
Gegenkanten  einander  gleich,  so  sind  je  zwei  Seiten  und 
sei  Ecken,  die  eine  Kante  des  dritten  Paares  gemeinsam 
n,    kongruent.  —  39.  Sind  in  einem  Tetraeder  je  zwei 
'  Gegenkanten  einander  gleich,  so  sind  alle  Seiten  und  alle 
m   einander  kongruent.  —  40.  Die  sechs  Winkel  eines 
aeders  betragen  zusammen  mehr  als  AR  und  weniger  als 
—  41.    Die  HalbierungBebene    eines   Flächenwinkels    im 
aeder  teilt  die  gegenüberliegende  Kante  im  Verhältnis  der 
hen  der  den  Winkel  einschliessenden  Seiten.  —  42.  Zieht 
aus  einer  Ecke  eines  Tetraeders  eine  Gerade,  welche  mit 
Seiten  dieser  Ecke  gleiche  Winkel  bildet,  und  verbindet 
Schnittpunkt  dieser  Geraden  und  der  gegenüberliegenden 
oeiie  (o)  mit  den  drei  anderen  Eckpunkten  des  Tetraeders,  so 
zerfällt  die  Seite  a  in  drei  Dreiecke,  deren  Flächen  sich  ver- 
balten wie  die  anstossenden  Seiten  des  Tetraeders.  —  43.  Sind 
aus  den  Eckpunkten  (A,  B,  C,  D)  eines  Tetraeders  durch  einen 
Punkt  (Jf)  innerhalb  desselben  Geraden  gezogen,  welche  die 
gegenüberliegenden  Seiten  in  den  Punkten  Av  B.t  Cv  D.  schnei- 
,  .  .    MA.  .  JT».  ,    MC.  ,   MD.      ,         ..  „.    .. 

den,  so  .st  _J  +  _a  +  ^  +  -g5iSB  1.-44.  Em  Tetra- 

eder  wird  durch  jede  Ebene  halbiert,  welche  durch  die  Hai- 
zweier Paare  von  Gegenkanten  gelegt  ist  — 
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45.  Sind  in  einem  Tetraeder  je  zwei  Gegenkanten  einander 
gleich,  so  ist  jede  der  äusseren  Berührungskugeln  achtmal  so 
gross  als  die  innere. 

46.  Die  Summe  aller  Raumwinkel  in  einer  Säule  beträgt 
12 i?.  —  47.  In  einem  n-seitigen  Prisma  beträgt  die  Summe 
der  Raumwinkel  an  den  Seitenkanten  (2»  —  4)Ä,  an  den  Grund- 
kanten 2nJ?.  —  48.  Trägt  man  von  einem  Eckpunkt  eines 
Würfels,  dessen  Kante  a  +  b  ist,  auf  den  drei  anstossenden 
Kanten  gleiche  Stücke  b  ab,  und  legt  durch  jeden  Endpunkt 
eines  Kantenstücks  eine  zu  der  Ebene  der  beiden  andern  Kan- 
ten parallele  Ebene,  so  zerfällt  der  Würfel  in  8  Körper,  näm- 
lich zwei  Würfel  (a3  und  J8),  3  kongruente  rechteckige  Säulen 
(a2b)  und  drei  andere  kongruente  rechteckige  Säulen  (a&*).*>  — 
49.  Legt  man  durch  die  drei  Seitenkanten  eines  dreiseitigen 
Prismas  drei  Ebenen,  welche  entweder  die  an  diesen  Kanten 
liegenden  Raumwinkel  oder  die  gegenüberliegenden  Seiten  hal- 
bieren, oder  auf  letzteren  senkrecht  stehen,  so  schneiden  sich 
diese  drei  Ebenen  jedesmal  in  einer  Geraden.  —  50.  Verbin- 
det man  die  Eckpunkte  einer  Grundfläche  des  dreiseitigen  Pris- 
mas mit  den  Mitten  der  gegenüberliegenden  Kanten  der  andern 
Grundfläche,  so  schneiden  sich  diese  drei  Geraden  in  einem 
Punkte  und  teilen  sich  im  Verhältnis  von  1  : 2. 

51.  In  jedem  Polyeder  ist  die  Anzahl  der  Kanten  halb 
so  gross  als  die  Anzahl  der  Kantenwinkel. 

Rechnende  Stereometrie. 


1.  Das  Prisma  und  die  Pyramide. 

Aufgaben.  —  Kante,  Oberfläche  und  Volumen  eines  War* 
fels  zu  berechnen,  wenn  gegeben  ist  52)  eine  Diagonalaxe, 
53)  der  Umfang  eines  Diagonalschnittes,  54)  der  Inhalt  eines 
Diagonalschnittes.  —  55)  In  einer  geraden  quadratischen  Pyra- 
mide, deren  Grundkante  gleich  a  und  deren  Höhe  gleich  h  ist, 
steht  ein  Würfel  so,  dass  vier  seiner  Eckpunkte  in  der  Grund- 
fläche, und  die  vier  andern  in  den  Seitenkanten  der  Pyramide 
liegen.  Wie  gross  ist  die  Kante  des  Würfels?  —  56)  Die- 
selbe Aufgabe,  wenn  die  Seitenflächen  der  Pyramide  gleich- 
seitige Dreiecke  sind.  —  57)  Dieselbe  Aufgabe,  wenn  die  oberen 
Eckpunkte  des  Würfels  auf  den  Mittellinien  der  Seitenflächen 


*)  Dieser  Satz  enthalt  die  Interpretation  der  Formel  für  (•+*)' 
(T.  I,  44).    Wie  lautet  der  aas  der  Formel  ftr  («  —  6)3  folgende  Satz? 
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liegen.  —  58)  Ein  gleichseitiges  Dreieck  ist  gleichzeitig  die 
Grundfläche  eines  geraden  Prismas  und  einer  geraden  Pyra- 
mide von  gleicher  Höhe.  Wie  gross  ist  diese  Höhe,  wenn  die 
Seitenfläche  des  Prismas  n-mal  so  gross  ist  als  die  der  Pyra- 
mide? —  59)  Dieselbe  Aufgabe,  wenn  statt  des  gleichseitigen 
Dreiecks  ein  regelmässiges  Polygon  (grosser  Radius  =  r)  ge- 
geben ist.  —  60)  Wie  gross  ist  n  in  Aufgabe  58,  wenn  die 
Pyramide  ein  regelmässiges  Tetraeder  ist?  —  61)  In  einem 
Würfel  mit  der  Kante  a  ist  eine  Schnittebene  durch  den  Mittel- 
punkt, senkrecht  zu  einer  Diagonalaxe,  gelegt.  Wie  gross  ist  | 
Umfang  und  Inhalt  der  Schnittfigur?  —  62)  Von  einem  Würfel 
mit  der  Kante  a  sind  sämtliche  Ecken  durch  Ebenen  abge-  - 
schnitten,  welche  durch  die  Mitten  je  dreier  Kanten  gehen. 
Wie  gross  sind  die  Kanten,  die  Oberfläche  und  der  Inhalt  des 
so  entstandenen  Körpers  (Kubooktaeders)?  —  63)  Die  Seiten- 
fläche einer  geraden  regelmässigen  dreiseitigen  Pyramide  ist 
n-mal  so  gross  als  die  Grundfläche.  Welchen  Winkel  bilden 
die  beiden  Flächen  mit  einander  ?  —  64)  Die  Grundfläche  eines 
Tetraeders  ist  ein  gleichschenklig  rechtwinkliges  Dreieck,  dessen 
Katheten  gleich  a  sind;  die  Spitze  liegt  senkrecht  über  dem 
Schnittpunkte  der  Mittellinien  der  Grundfläche.  Wenn  dann 
die  Höhe  des  Tetraeders  gleich  h  ist,  welche  Winkel  bilden 
die  Seitenflächen  mit  der  Grundfläche  und  die  Seitenkanten 
mit  den  Grundkanten?  Wie  gross  ist  die  Gesamtoberfläche 
des  Tetraeders?  —  65)  In  einem  geraden  regelmässigen  drei- 
seitigen Prisma  ist  eine  Ebene  durch  eine  Grundkante  a  unter 
dem  Winkel  a  gegen  die  Grundfläche  gelegt  Wie  gross  ist 
der  Inhalt  der  Schnittfigur?  —  66)  In  einem  regelmässigen 
Tetraeder  ist  eine  Ebene  durch  die  Mitte  einer  Seitenkante 
und  durch  die  gegenüberliegende  Grundkante  gelegt.  Welchen 
Winkel  bildet  diese  Ebene  mit  der  Grundfläche?  —  67)  Von 
der  grossen  Pyramide  zu  Ghizeh,  deren  Grundfläche  ein  Qua- 
drat ist,  sagt  Herodot,  dass  das  Quadrat  ihrer  Höhe  gleich 
jeder  Seitenfläche  sei.  Wie  gross  ist  hiernach  jeder  Basiswinkel 
in  den  vier  kongruenten  gleichschenkligen  Dreiecken,  welche 
ihre  Seitenflächen  bilden?  Wie  verhält  sich  der  Umfang  ihrer 
Grundfläche  zur  Höhe? 

68)  Wie  gross  ist  die  Oberfläche  einer  geraden  Säule 
mit  quadratischer  Grundfläche,  deren  Grundkanten  gleich  a  und 
deren  Seitenkanten  gleich  b  sind?  —  69)  Wie  gross  ist  die 
Oberfläche  und  das  Volumen  eines  geraden  regelmässigen  sechs- 
seitigen Prismas,  dessen  Grundkanten  gleich  a  und  dessen 
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Seitenkanten  gleich  b  sind?  —  70)  Wie  gross  ist  die  Ober- 
fläche einer  geraden  Säule  mit  quadratischer  Grundfläche,  wenn 
der  Umfang  eines  Diagonalschnittes  und  eine  Diagonalaxe  ge- 
geben ist?  —  71)  Von  einer  rechteckigen  Säule  sind  die  Ver- 
hältnisse der  drei  in  einer  Ecke  zusammentreffenden  Kanten 
und  eine  Diagonale  der  Grundfläche  gegeben.  Wie  gross  ist 
ihre  Oberfläche  und  ihr  Volumen?  —  72)  Durch  eine  recht- 
eckige Säule  mit  quadratischer  Grundfläche  und  den  Kanten 
a  und  b  ist  ein  ebener  Schnitt  gelegt,  welcher  durch  eine 
Kante  der  oberen  Grundfläche  geht  und  mit  letzterer  einen 
Winkel  von  45°  bildet  Wie  gross  ist  die  Oberfläche  des  un- 
teren Körpers?  —  73)  Aus  einem  geraden  regelmässigen  drei- 
seitigen Prisma,  dessen  Grundkante  gleich  a  ist,  ist  durch  zwei 
parallele  Ebenen  ein  schiefes  Prisma  ausgeschnitten,  dessen 
Seitenkante  gleich  b  ist  Welchen  Inhalt  haben  die  Seitat- 
flächen des  letzteren?  —  74)  Aus  der  Oberfläche  eines  gera- 
den regelmässigen  zehnseitigen  Prismas,  dessen  Seitenkanten 
den  Grundkanten  gleich  sind,  eine  Kante  zu  berechnen.  — 

75)  In  eine  rechteckige  Säule  mit  quadratischer  Grundfläche 
ist  eine  zweite  so  beschrieben,  dass  ihre  Eckpunkte  die  Grund-' 
kanten  der  ersteren  halbieren.  Es  soll  die  Oberfläche  der 
letzteren  aus  den  Kanten  der  ersteren  berechnet  werden.  — 

76)  Das  Volumen  einer  Säule  zu  berechnen  aus  den  Grund- 
kanten, dem  von  ihnen  eingeschlossenen  Winkel  und  der  Höhe.— 

77)  Aus  dem  Volumen  und  der  Höhe  einer  rechteckigen  Säule 
mit  quadratischer  Basis  die  Grundkante  und  die  Oberfläche 
zu  berechnen.  —  78)  In  einem  regelmässigen  dreiseitigen  Prisma 
ist  die  Höhe  gleich  einer  Grundkante  (a);  wie  gross  ist  sein 
Volumen?  —  79)  Wie  gross  ist  das  Volumen  einer  rechteckigen 
Säule,  deren  Diagonalschnitt  ein  Quadrat  mit  dem  Inhalt  /' 
ist,  und  deren  Grundkanten  sich  wie  a:b  verhalten?  —  80)  Wie 
gross  ist  das  Volumen  eines  dreiseitigen  Prismas,  dessen  Seiten- 
kanten gleich  d  sind  und  mit  der  Grundfläche  den  Winkel  f\ 
bilden,  wenn  von  der  Grundfläche  die  Stücke  a,  /?,  r  gegeben! 
sind?  —  81)  Durch  die  Grundkante  eines  Würfels,  dessen 
Diagonalaxe  d  gegeben  ist,  ist  ein  Schnitt  gelegt,  welcher  mit 
der  Grundfläche  einen  Winkel  q>  (>45°)  bildet  Wie  gross 
ist  das  Volumen  des  abgeschnittenen  dreiseitigen  Prismas?  — 
82)  Wie  gross  muss  in  A.  81  der  Winkel  g>  sein,  damit  die 
beiden  Teile  des  Würfels  sich  wie  m :  n  verhalten?  —  83)  Wie 
gross  ist  in  A.  81  der  Winkel  %  wenn  die  Kante  des  Wür- 
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|  fels  gleich  a  und  die  Gesamtoberfläche  des  dreiseitigen  Prismas 
i  gleich  f2  gegeben  ist?  —  84)  Wie  gross  ist  das  Volumen  einer 
;  rechteckigen  Säule,  wenn  die  Differenzen  zwischen  der  Höhe 
!  und  den  beiden  Grundkanten  gegeben  sind,  und  ausserdem  der 
!  Winkel,  welchen  die  Diagonale  der  Grundfläche  mit  der  grosse- 
Iren  Grundkante  bildet?  —  85)  In  einer  geraden  Säule,  deren 
Hohe  gleich  der  Summe  der  beiden  Diagonalen  der  Grundfläche 
ist,  und  von  welcher  man  das  Volumen  kennt,  sind  durch  zwei 
gegenüberliegende  Seitenkanten  zwei  Schnitte  mit  dem  Flächen- 
inhalt /j2  und/22  gelegt.    Welchen  Winkel  bilden  diese  Schnitte 
mit  einander?  —  86)  Die  Grundfläche  eines  geraden  Prismas 
ist  ein  gleichschenkliges  Dreieck  mit  dem  Winkel  «  an  der 
Spitze.    Ein  durch  die  Basis  dieses  Dreiecks  und  die  gegen- 
überliegende Ecke  des  Prismas  gelegter  Schnitt  bildet  ein  gleich- 
schenkliges Dreieck  mit  den  Schenkeln  d  und  dem  Winkel  g> 
an  der  Spitze.    Wie  gross  ist  das  Volumen  des  Prismas?  — 
87)  In  eine  rechteckige  Säule,  deren  Kanten  gegeben  sind,  ist 
!  eine  zweite  so  konstruiert,  dass  die  Eckpunkte  ihrer  Grund- 
flächen die  Grundkanten  der  ersteren  halbieren.  In  die  zweite 
ist  ebenso   eine   dritte  konstruiert,   u.  s.  f.  bis  ins  Unend- 
liche.    Wie  gross  ist  die  Summe  der  Volumina  aller  dieser 
Körper? 

88)  Wie  gross  ist  die  Oberfläche  einer  geraden  regel- 
mässigen sechsseitigen  Pyramide,  wenn  die  Grundkante  a 
und  die  Höhe  h  ist?  —  89)  Von  einer  geraden  regelmässigen 
i  dreiseitigen  Pyramide,  deren  Höhe  doppelt  so  gross  als  eine 
!  Grandkante  ist,  kennt  man  die  Oberfläche;  wie  gross  ist  die 
Grundkante?  —  90)  Von  einem  Pyramidenstumpf  mit  quadra- 
tischen Grundflächen  kennt  man  den  Inhalt  der  kleineren  Grund- 
fläche, die  Höhe  des  Stumpfes  und  die  Höhe  der  ganzen  Pyra- 
mide. Wie  gross  ist  die  Oberfläche  des  Stumpfes?  —  91)  Wie 
gross  ist  die  Oberfläche  einer  geraden  Pyramide  mit  quadra- 
tischer Grundfläche,  wenn  der  Inhalt  eines  durch  zwei  gegen- 
überliegende Seitenkanten  gehenden  Schnittes  und  der  Umfang 
der  Grundfläche  gegeben  ist?  —  92)  Wie  gross  ist  die  Ober- 
fläche einer  geraden  regelmässigen  dreiseitigen  Pyramide,  wenn 
die  Höhe  h  und  eine  Seitenkante  s  gegeben  ist?  —  93)  Ueber 
der  einen  Grundfläche  einer  geraden  Säule  mit  quadratischer 
Basis  ist  eine  Pyramide  so  konstruiert,  dass  ihre  Spitze  in  der 
Mitte  der  anderen  Grundfläche  liegt.  Wie  gross  ist  die  Ober- 
fläche der  Pyramide,  wenn  die  Kanten  der  Säule  gegeben  sind? — 
94)  Ueber  einem  regelmässigen  Fünfeck  als  Grundfläche  sind 
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nach  beiden  Seiten  hin  gerade  Pyramiden  (eine  Doppelpyramide) 
konstruiert.  Wie  gross  ist  die  Oberfläche  der  Doppelpyramide, 
wenn  der  Abstand  ihrer  Spitzen  und  eine  Seitenkante  gegeben 
sind?  —  95)  Wie  gross  ist  die  Oberfläche  eines  Tetraeders, 
von  dem  man  die  Grundkanten,  die  Hohe,  und  die  Abstände 
des  Fusspunktes  der  Höhe  von  den  Ecken  der  Grundfläche 
kennt?  —  96)  Eine  rechte  Ecke  ist  durch  eine  Ebene  so  ge- 
schlossen, dass  die  Schnittfigur  ein  gleichseitiges  Dreieck  ist 
Wie  gross  ist  die  Oberfläche  der  so  entstandenen  regelmässigen 
Pyramide,  wenn  eine  Grundkante  gegeben  ist?  —  97)  Die  in 
A.  96  beschriebene  Pyramide  ist  durch  einen  Parallelschnitt 
abgestumpft  Wie  gross  ist  die  Oberfläche  des  Pyramiden- 
stumpfes,  wenn  die  untere  und  die  obere  Grundkante  gegeben 
sind?  —  98)  Wie  gross  ist  die  Höhe  einer  geraden  Pyramide 
mit  quadratischer  Grundfläche,  wenn  jede  Seitenfläche  der  n* 
Teil  der  Grundfläche  ist?  —  99)  Eine  rechte  Ecke  soll  durch 
ein  gegebenes  schiefwinkliges  Dreieck  geschlossen  werden.  Wie 
gross  werden  die  Seitenkanten  und  die  Höhe  der  so  entstehen- 
den Pyramide  sein?  —  Wie  gross  ist  das  Volumen  einer 
Pyramide,  wenn  gegeben  ist  100)  die  Grundfläche  ein  Rechteck 
mit  den  Seiten  a  und  6,  und  die  Höhe  A,  101)  die  Grundfläche 
ein  Quadrat  mit  dem  Inhalt  /2  und  alle  Seitenkanten  gleich  ft, 
102)  die  Grundfläche  ein  Dreieck  mit  den  Seiten  a,  5,  c,  und 
die  Höhe  h,  103)  die  Grundfläche  ein  regelmässiges  Sechseck 
mit  der  Seite  a,  und  alle  Seitenkanten  gleich  b,  104)  die 
Grundfläche  ein  Quadrat  mit  der  Seite  a,  und  die  Fläche  eines 
durch  die  Spitze  und  eine  Diagonale  der  Grundfläche  senkrecht 
zu  letzterer  gelegten  Schnittes  /2,  105)  die  Grundfläche  ein 
Sehnenviereck  mit  den  Seiten  a,  b,  c,  d,  und  die  Höhe  h.  — 
106)  Wie  gross  ist  das  Volumen  einer  geraden  regelmässigen 
dreiseitigen  Pyramide,  wenn  jede  Seitenfläche  »-mal  so  gross 
als  die  Grundfläche,  und  der  Radius  g  des  Inkreises  der  Grund- 
fläche gegeben  ist?  —  107)  Wie  gross  ist  die  Fläche  eines  zur 
Grundfläche  einer  Pyramide  parallel  gelegten  Schnittes,  wenn 
der  Abstand  desselben  von  der  Grundfläche  der  n**  Teil  der 
Höhe  ist,  und  wenn  diese  Höhe  h  und  das  Volumen  der  Pyra- 
mide gegeben  sind?  —  108)  Von  einer  geraden  Pyramide  mit 
quadratischer  Basis  ist  das  Volumen  und  der  Inhalt  eines 
durch  zwei  gegenüberliegende  Seitenkanten  gelegten  Schnittes 
gegeben.  Wie  gross  ist  der  Neigungswinkel  der  Seitenfläche! 
gegen  die  Grundfläche?  —  109)  Von  einer  geraden  Pyramide] 
mit  quadratischer  Basis  ist  der  Inhalt  einer  Seitenfläche  und 
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iwei    gegenüberliegende    Seitenkanten    gelt 

>en.    Wie  gross  ist  das  Volumen  and  der 

guog&winkel  der  Seitenflächen  gegen  die  Grundfläche  ?  — 

Aus  einer  quadratischen  Pyramide  mit  der  Höhe  h  wird 

gleich    hohe    quadratische  Pyramide    herausgenommen. 

Neigungswinkel  der  Seitenflächen  gegen  die  Grundfläche  i 

der  ersteren  a,  in  der  letzteren  2  a,    Wie  gross  ist  das  ' 

men  des  übrig   bleibenden  Körpers?  —  111)  Wie  gros 

das  Volumen  einer  funfseitigen  Pyramide,  deren  Kanten 

gleich  a  sind?  —  112)  Wie  gross  ist  das  Volumen  einer  1 

mide,    deren  Grundfläche  ein  regelmässiges  Fünfeck  mil 

Seite  a,  und  deren  Höhe  h  ist?  —  113)  Wie  gross  ist 

"■lumen  einer  Pyramide,  wenn  ihre  Höhe  Ä,  und  der  I 

es  durch  die  Mitte  der  Höhe  parallel  zur  Grundfläche 

rten  Schnittes  p  ist?  —  114)  Wie  gross  ist  Oberflache 

lumen  einer  vierseitigen  Pyramide,  deren  Kanten  alle  gle 

d?  —  115)  Wie  gross  ist  das  Volumen  eines  Tetra« 

i  welchem  drei  in  einem  Eckpunkte  zusammentreffende 

und  die  Winkel,  welche  diese  Kanten  mit  einander  b: 

jeben  sind? 

116)  Wie   gross  ist  das  Volumen    eines  Pyrami 

impf  es,  von  welchem  die  Grundflächen  und  die  Hob 

gänzungspyramide*)  gegeben  Bind?  —  117)  Wie 

das  Volumen    eines   dreiseitigen  Pyramidenstumpfes, 

!chem  die  Kanten  (a,  i,  e)  der  unteren,  eine  Kante  (Oj 

sren  Grundfläche,  und  die  drei  einander  gleichen  Seite: 

(*)  gegeben  sind?  —  118)  Von  einem  Pyramiden  stumpf 

Grundflächen  und  das  Volumen  gegeben.    Wie  gros 

das  Volumen   der  Ergänzungspyramide?  —  119)  Von  i 

Pyramidenstumpf  ist  das  Volumen,  die  Höhe  und  der  1 

der  grösseren  Grundfläche  gegeben.     Wie  gross  ist  der  1 

der  kleineren  Grundfläche?  — 120)  Wie  verhält  sich  das 

men  eines  Pyramidenstumpfes  zu  dem  der  Ergänzungspyra 

wenn  seine  Grundflächen  sich  wie  m2  :  n2  verhalten?  —  li 

welchem  Verhältnis  muss  die  Höhe  einer  Pyramide  durch 

zur  Grundfläche  parallelen  Schnitt  geteilt  werden,  dami 

abgeschnittene  Pyramide  den  n™  Teil  der  ganzen  betrag. 

122)  In  welchem  Verhältnis  wird  ein  Pyramidenstumpf,  d 


•)  D.  i.  die  Pyramide,   welche  den  Pymmidenstampf  zu  einer  voll- 
ständigen Pyramide  ergänzt. 
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Gundflächen  regelmässige  Sechsecke  mit  den  Seiten  a  und  b 
sind,  und  dessen  Höhe  h  ist,  durch  einen  mit  den  Grondfliehen 
parallelen,  die  Höhe  halbierenden  Schnitt  geteilt?  —  123)  Das 
Volumen  eines  Pyrainidenstumpfes,  dessen  Höhe  *  ist,  ist  gleich 
dem  seiner  Ergänzungspyramide.  Wie  gross  ist  die  Höhe  der 
letzteren?  —  124)  Von  einem  Pyramidenstumpf  ist  das  Volu- 
men, die  Höhe  and  die  Differenz  der  Grundflächen  gegeben. 
Wie  gross  sind  die  letzteren? 


2.  Der  Cylinder. 

Aufgaben.  —  125)  Von  einem  schiefen  Cylinder  ist  der 
Radius  des  Grundkreises,  die  Axe  und  der  Neigungswinkel  der 
Axe  gegen  die  Grundfläche  gegeben.  Wie  gross  ist  der  Inhalt 
des  Hauptschnittes?  —  126)  In  einem  schiefen  Cylinder,  von 
welchem  der  Radius  des  Grundkreises,  die  Axe  und  der  Nei- 
gungswinkel der  Axe  gegen  die  Grundfläche  gegeben  ist,  bildet 
der  Neigungsschenkel  der  Axe  mit  dem  zu  einem  Axenschnitte 
gehörigen  Radius  der  Grundfläche  einen  gegebenen  Winkel 
Welchen  Inhalt  hat  dieser  Axenschnitt? 

127)  In  welchem  Verhältnis  wird  der  Mantel  eines  ge- 
raden Cylinders  durch  eine  Ebene  geteilt,  welche  senkrecht 
zu  einem  Axenschnitt  durch  dessen  Diagonale  gelegt  ist?  — 

128)  Von  einem  geraden  Cylinder  ist  durch  eine  mit  den 
Grundflächen  nicht  parallele  Ebene  ein  Stück  so  abgeschnitten, 
dass  a  die  grösste  und  b  die  kleinste  Seitenlinie  des  übrig 
gebliebenen  Körpers  ist.  Wenn  dann  r  der  Radius  des  Grund- 
kreises ist,  wie  gross  ist  die  Mantelfläche  des  Restkörpers?  — 

129)  Dieselbe  Aufgabe,  wenn  beide  Grundflächen  des  Cylin- 
ders durch  schiefe  Schnitte  abgeschnitten  sind.  —  Wie  gross 
ist  der  Mantel  eines  geraden  Cylinders,  der  einem  gegebenen 
Würfel  mit  der  Kante  a  130)  einbeschrieben,  131)  umbeschrie- 
ben ist?  —  132)  Wie  gross  ist  die  Höhe  eines  geraden  Cylin- 
ders, dessen  Mantel  gleich  der  Summe  der  Mäntel  dreier 
gegebener  Cylinder,  und  dessen  Grundfläche  einem  gegebenn 
gleichseitigen  Dreieck  mit  der  Seite  a  einbeschrieben  ist?  - 
133)  Wie  gross  ist  die  Grundkante  einer  rechteckigen  Sä  le 
mit  quadratischer  Grundfläche,  wenn  diese  Säule  mit  ein  m 
gegebenen  geraden  Cylinder  gleiche  Höhe  und  Gesamtoberfiä<  je 
hat?  —  134)  Aus  einem  geraden  Cylinder,  von  dem  der  Rad  is 

£  der  Grundfläche  r  gegeben  ist,  ist  durch  zwei  parallele,  :  ir 


i* 


> 
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Grundfläche  schiefe  Schnitte  ein  Cylinder  herausgeschnitten, 
dessen  Seitenlinie  a  ist.  Wie  gross  ist  der  Mantel  des  aus- 
geschnittenen Cy linders?  —  135)  Von  einem  geraden  Cylinder 
ist  der  Mantel  und  die  Diagonale  d  eines  Axenschnittes  gege- 
ben. In  den  Cylinder  ist  eine  regelmässige  gerade  achtseitige 
Pyramide  beschrieben.  Wie  gross  ist  deren  Grundkante?  (Spe- 
cieller  Fall:  der  Mantel  des  Cylinders  ist  gleich  der  Fläche 
eines  Kreises  mit  dem  Radius  V*d.)  —  136)  Ein  gerader  Cy- 
linder, dessen  Axenschnitt  ein  Quadrat,  und  in  dem  der  Radius 
des  Grundkreises  r  ist,  ist  durch  eine  gerade  Cylinderfläehe, 
die  mit  der  ersten  dieselbe  Axe  hat,  ausgehöhlt.  Wenn  die 
Mäntel  der  beiden  Cy  linderflächen  sich  wie  m  :  n  verhalten,  wie 
gross  ist  die  Gesamtoberfläche  des  ausgehöhlten  Cylinders?  — 
137)  Drei  gerade  Cylinder  stehen  so  auf  einander,  dass  ihre 
Axen  auf  derselben  Geraden  liegen.  Wenn  nun  der  Axen- 
schnitt des  untersten  ein  Quadrat  mit  der  Fläche  f2  ist,  wenn 
ferner  die  Höhe  in  jedem  folgenden  doppelt  so  gross,  und  der 
Radius  des  Grundkreises  in  jedem  folgenden  halb  so  gross  ist 
als  im  vorhergehenden,  wie  gross  ist  dann  die  Gesamtoberfläche 
des  Gesamtkörpers? 

138)  Wie  gross  ist  das  Volumen  einer  cylindrischen 
Röhre,  deren  Höhe  ä,  und  deren  Radien  r  und  q  sind?  — 
139)  Wie  dick  ist  die  Seitenwand  einer  cylindrischen  Röhre, 
wenn  ihr  Volumen  93,  der  grössere  Radius  r  und  die  Höhe  h 
gegeben  sind?  —  Wenn/2  der  Mantel,  r  der  Radius  der  Grund- 
fläche, h  die  Höhe  und  33  das  Volumen  eines  geraden  Cylin- 
ders ist,  so  soll  man  berechnen  140)  93  aus  f2  und  r,  141)  93 
aus  f2  und  A,  142)  f2  aus  93  und  r,  143)  f2  aus  93  und  h.  — 
144)  Wie  gross  ist  das  Volumen  eines  Cylinders,  dessen  Axe  a 
mit  der  Grundfläche  den  Winkel  q>  bildet,  wenn  der  Inhalt 
des  Hauptschnittes  f2  ist?  —  145)  In  einen  Würfel  lassen 
sich  zwei  Arten  gerader  Cylinder  so  konstruieren,  dass  die 
Mittelpunkte  der  6  Würfelflächen  auf  der  Oberfläche  eines  Cy- 
linders liegen.  Wie  verhalten  sich  die  Volumina  der  beiden 
Cylinder?  —  146)  In  einen  geraden  Cylinder,  von  dem  r  und  h 
gegeben  sind,  ist  ein  Pyramidenstumpf  so  beschrieben,  dass 
seine  untere  Grundfläche  ein  der  Grundfläche  des  Cylinders 
einbeschriebenes  Quadrat  ist,  während  seine  obere  Grundfläche 
mit  der  des  Cylinders  in  derselben  Ebene  liegt.  Wenn  dann 
alle  Seitenkanten  mit  den  Grundkanten  Winkel  von  %  R  bilden, 
um  wieviel  unterscheiden  sich  die  Volumina  beider  Körper?  — 


Aufgaben  147—16?. 

Wie  gross  ist  das  Volumen  eines  geraden  Cylinders,  von 

die  Gesamtoberfläche  and  die  Summen  von  Seite  und 
ub  gegeben  sind?  —  148)  Wie  gross  ist  das  Volumen  eines 
f  abgeschnittenen  Cylinders  (vgl.  A.  128),  wenn  der  Radius 
Srundkreises,  die  grösste  und  die  kleinste  Seitenlinie  ge- 
il sind?  —  149)  Von  einem  geraden  (Minder  ist  h  und  r 
3en.  Ein  anderer,  dem  ersten  nicht  kongruenter,  gerader 
der  hat  mit  ihm  gleiches  Volumen  und  gleiche  Gesamt- 
läche.   Wie  gross  ist  Höhe  und  Radius  dieses  zweiten?  — 

Von  einem  geraden  Cylinder  ist  h  und  r  bekannt.  Ein 
itt  parallel  der  Axe  und  um  ^r  Ton  ihr  entfernt,  teilt 
Cylinder  in  zwei  Teile.  Wie  gross  ist  das  Volumen  des 
eren  Teils?  —  151)  In  einem  geraden  Cylinder,  dessen 
el  f1  ist,  bilden  die  Diagonalen  des  Axenschnittes  den 
en  Winkel  a.   Wie  gross  ist  das  Volumen  des  Cylinders?  — 

Von  einem  geraden  dreiseitigen  Prisma  ist  gegeben  die 
■  h  und  zwei  Winkel  der  Grundfläche,  R  und  a.  Wie  gross 
ie  Summe  seiner  Seitenflächen,  wenn  der  Mantel  des  ihn 
ischriebenen  Cylinders  f2  ist?  —  153)  Von  einem  geraden 
eitigen  Prisma,  dessen  Höhe  gleich  dem  Radius  des  Um- 1 
es  der  Grundfläche  ist,  sind  zwei  Winkel  der  Grundfläche ' 

das  Volumen  gegeben.  Wie  gross  ist  der  Mantel  des 
Prisma  umbeschriebenen  Cylinders?  —  154)  In  ein  regel- 
liges  Tetraeder  mit  der  Kante  a  ist  ein  Cylinder  so  ein- 
trieben, dass  die  Grundflächen  in  eine  Ebene  fallen.    Wenn 

die  halbe  Axe  des  Cylinders  dem  Radius  der  Grundfläche 
h  ist,  wie  gross  ist  dieser  Radius?  —  155)  Von  einem 
eitigen  Prisma  ist  die  Grundfläche  durch  die  Stücke  a,  b,  n 

das  Volumen  gegeben.     Wie  gross  ist  das  Volumen  des 

Prisma  umbeschriebenen  Cylinders?  —  156)  In  ein  drei- 
;es  Prisma,  dessen  Grundkanten  a,  b,  e  gegeben  sind,  ist 
Zylinder  beschrieben,  dessen  Seitenlinie  »mit  der  Grund- 
e  den  Winkel  <p  bildet.     Wie  gross  ist  sein  Volumen?  — 

Eine  cylindrische  Röhre,  deren  Grundfläche  g1  ist,  deren 
a  mit  der  Grundfläche  den  Winkel  <p  bildet,  und  in  der 
Radien  der  Grundfläche  (r  und  p)  sich  wie  m  :  n  verhalten, 

in  ein  regelmässiges  Tetraeder  verwandelt.  Wie  gross 
ie  Oberfläche  desselben,  und  wie  verhält  sich  r  zur  Kante 
Tetraeders? 


Aufgaben  158—222. 
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8.  Der  Hegel.«) 

Aufgaben.  —  Im  schiefen  Kegel  soll  berechnet  werden 
158)  r  aus  «,  o,  a,  159)  a  ans  *,  u,  r,  160)  ff  aus  t,  a,  r, 
161)  i  aus  »,  a,  r,  162)  a,  »,  o  aus  a,  9),  r,  163)  9),  s,  0,  ß 
ans  a,  A,  r,  164)  a,  o>,  r  aus  s,  ff,  /?,  165)  f,  ff,  a>,  A  aus  o,  r,  /S, 
166)  »,  ff  aus  a,  r3,-r,  «. 

Im  geraden  Kegel  oder  Kegelstumpf  soll  berechnet 
werden  167)  r  aus  f\  «,  168)  «  aus  /",  r,  169)  /«  aus  r,  », 
170)  />  aus  «,  A,  171)  A  aus  /",  r,  172)  ft  ans  »,  /*,  173)  r 
aus  /»,  *,  174)  1  aus  /',  A, 

f  aus  176)  A,  »„  »„  176)  r,  p,  t,,  177)  r,  »„  «„  178)  r, 
p,  A„  179)  H,  A„  o,  180)  p,  »„  A„  181)  »,  «„  p,  182)  1,  «„  A„ 
!  18S)  A  aus  /',  A„  «,,  184)  »,  aus  »,  /',  i„  186)  i,  aus 
j/*,  A,  »„  186)  »,  aus  /»  r,  p,  187)  p  aus  r,  /!,  i„  188)  r 
ans  /a,  o,  «,,  189)  r  aus  /a,  »,,  Aj,  190)  sl  aus  /*,  A,,  r, 
191)  A,  aus  /',  r,  »,,  192)  A,  aus  /',  r,  p,  193)  p  aus  /",  r,  »,, 
JIM)  »,  aus/2,  A,  p,  195)  p  aus/2,  A,  A„  196)  p  aus  /',  «„  A„ 
1197)  A,  aus  /",  0,  >„  198)  p  ans  /»,  »,  »„  199)  »,  aus/1,  1,  p, 
(200)  «  aus  /!,  p,  <„  201)  »  aus/',  «.,  A„  202)  A,  aus/1, 1,  »., 

S  /",  «,  A„ 

"")  p ,  «„  «„  206)  r,  i„  »,,  207)  r,  p, «, 

209)' p  aus  /,»,  »,  »,,  210)  «  aus  /,',  p,  !,,  211)  »,  aus 
/,',  «,  p,  212)  p  aus  /,»,  j„  A„  213)  A,  aus  /,»,  »„  p,  214)  r 
ans  /,",  i„  A„  215)  A,  aus  /,s,  r,  i,,  216)  s  ans  /,!,  r,  p, 
217)  p  aus  /,»,  r,  s,  218)  r  aus  /,',  s,  p, 

219)  /,»  aus  /',  r,  p,  220)  /,«  aus  />,  r,  «„  221)  /,> 
aus  /2,  p,  *,. 

I        222)  Auf  derselben  Grundfläche  steht  ein  gerader  Cylinder 
und  ein  gerader  Kegel  von  gleicher  Höhe.    Wie  verhalten  sich 


/j'ausäO*)»,«,",?,  2 
»  A,  A„ 


*)  Bezeichnungen: 

Toi. 

■aitel 

Grünste  0.  LüelaiM 
Seitenlinie 

■Udiei 

Hohe 

Gerader  Kegel 
Gerader  Kegelstampf 
Schiefer  Kegel 
Schiefer  Kegelstampf 

» 

iß 
SO 
SB 

n 

n 

1 

H,  "1 

kl 
a,  k 

95  Neigungswinkel  der  Axe  gegen  die  Grundnäohe. 


Aufgaben  223-235. 

Mäntel  beider  Körper  und  wie  gross  ist  die  ganze  Ober- 
e  des  Gesamtkörpers?  —  223)  Auf  den  Grundflächen  eines 
ien  Cylinders,  dessen  Höhe  h,  dessen  Radius  r  ist,  stehen 

gerade  Kegel,  deren  Radien  and  Höhen  gleich  r  sind. 

gross  ist  die  Oberfläche  des  Gesamtkörpers?  —  224)  Um 
gerade  Pyramide  mit  quadratischer  Grundfläche,  der  Grund- 
3  a  und  der  Höhe  A  ist  ein  Kegel  beschrieben.  Wie  gross 
essen  Mantel?  —  225)  Die  Spitze  eines  Kegels  liegt  im 
flpunkte  der  oberen  Grundfläche  eines  geraden  regelmässi- 
schtseitigeu  Prismas,  von  dem  die  Grundkante  a  und  die 
i  h  gegeben  ist;  die  Grundfläche  des  Kegels  ist  der  un- 
i  Grundfläche  des  Prismas  einbeschrieben.  Wie  gross  ist 
ilantel  des  Kegels  ?  —  226)  Der  Axenschnitt  eines  geraden 
ils  ist  ein  gleichseitiges  Dreieck,  seine  Höhe  gleich  h,  wie 
:  ist  sein  Mantel?  —  227)  In  einem  geraden  Kegelstampf 
er  Durchmesser  der  oberen  Grundfläche  den  Seitenlinien 
h.  Wenn  dann  der  Umfang  eines  Axenschnittes  und  die 
s  gegeben  ist,  wie  gross  ist  der  Mantel?  —  228)  Wie 
i  ist  die  Höhe  eines  geraden  Kegels  mit  dem  Radius  r, 
:  sein  Mantel  gleich  dem  eines  Cylinders  von  halb  so  | 
■er  Höhe  und   viermal   so    grosser  Grundfläche    ist?  —  ; 

Um  einen  geraden  Cylinder  mit  der  Höhe  h  und  dem 
us  r  ist  ein  Kegelstumpf  so  beschrieben,  dass  die  oberen 
dflächen  zusammenfallen,  die  unteren  konzentrisch  sind 
sich  wie  m2  :  n2  verhalten.  Wie  gross  ist  der  Mantel  des 
Istumpfes  und  die  Oberfläche  des  durch  Herausschneiden 
Zylinders  aus  dem  Kegelstumpf  entstehenden  Körpers?  — 

Ein  Quadrat  mit  der  Seite  a  macht  eine  halbe  Umdrehung 
iine  Diagonale.  Wie  gross  ist  der  Mantel  des  entstehen- 
Doppelkegels?  —  231)  Dieselbe  Aufgabe,  wenn  eine  ganze 
rehung  um  eine  parallel  zur  Diagonale  durch  eine  Ecke 
Quadrats  gezogene  Axe  stattfindet.  —  232)  In  einen  ge- 
i  Kegel  ist  ein  gerader  Cylinder  konstruiert,  dessen  Mantel 
Iritte  Teil  des  Kegelmantels  ist.  Wenn  die  Seitenlinie  (4) 
die  Höhe  (3)  des  Kegels  gegeben  ist,  wie  gross  ist  die 
:  des  Cylinders?  —  233)  Wie  gross  ist  der  Mantel  eines 
len  Kegelstumpfes,  dessen  Axenschnitt  gleich  g2  ist,  und 
in  Seitenlinie  doppelt  so  lang  als  die  Höhe  ist?  —  234)  Wie 
:1t  sich  der  Mantel  eines  geraden  Keguls,  dessen  Axen- 
tt  ein  gleichseitiges  Dreieck  ist,  zu  dem  Mantel  eines 
io  hohen  Cylinders,  dessen  Axenschnitt  ein  Quadrat  ist?  — 

Wie  gross  ist  der  Mantel  eines  geraden  Kegelstumpfes, 


r 
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wenn  die  grossere  Grundfläche,  A,  und  ß  gegeben  sind?  — 
236)  Wie  gross  ist  der  Mantel  eines  geraden  Kegelstumpfes, 
wenn  die  Differenz  der  Grundflächen,  das  Verhältnis  ihrer 
Umfange  und  ß  gegeben  sind? 

Im  geraden  Kegel  oder  Kegelstumpf  soll  berechnet 
werden  das  Volumen  SB  aus  237)  r,  fc,  238)  r,  s,  239)  r,/2, 
240)  s,  /2,  241)  Ä,  f\  242)  r,  a,  243)  s,  ß,  244)  r,  q,  ä„ 
245)  r,  q,  sv  246)  r2?r,  fc,,  /?,  247)  /x2,  ft,,  *lf  aus  der  Gesamt- 
oberfläche und  248)  r,  249)  *,  250)  h,  251)  aus  r,  wenn  der 
Axenschnitt  des  Kegels  ein  gleichseitiges  Dreieck  ist,  252)  aus 
dem  Inhalt  des  Axenschnittes  des  Kegels  und  dem  Inhalt  sei- 
ner Grundfläche,  253)  aus  der  Grundfläche,  wenn  der  Mantel 
des  Kegels,  in  eine  Ebene  aufgerollt,  einen  Sektor  mit  dem 
Centriwinkel  %  R  liefert,  254)  aus  fx2  und  ß,  wenn  die  Grund- 
flächen des  Kegelstumpfes  sich  wie  m2  :  n2  verhalten,  255) 
aus  /A  sv  ft 

256)  r  aus  33,  ä,  257)  h  aus  33,  r,  258)  /2  aus  33,  r,  259)  /2 
aus  SB,  ä,  260)  q  aus  33,  r,  hn  261)  \  aus  33,  r,  q,  262)  r,  ?  aus 
33»  Äi>  (r  =  ?)>  263)  r,  ?  aus  33,  hv  (r  -  ?),  264)  ä,  r  aus  33  und 
der  Gesamtoberfläche,  265)  ß  aus  SB  und  dem  Inhalt  des  Axen- 
schnittes des  Kegels,  266)  ß  aus  /j2,  (r  —  q),  (r :  p). 

Im  schiefen  Kegel  oder  Kegelstumpf  soll  berechnet 
werden  das  Volumen  SB  aus  267)  *,  o,  r,  268)  s,  a,  a,  269)  sr 
Oj,  r,  q,  270)  5,  /?  und  dem  Winkel  (*a),  271)  Ä,  wenn  der 
Kegel  einer  dreiseitigen  Pyramide  umbeschrieben  ist,  deren 
Grundfläche  durch  die  Stücke  a,  6,  y  bestimmt  ist,  272)  ä, 
wenn  der  Kegel  einer  vierseitigen  Pyramide  umbeschrieben  ist, 
deren  Grundkanten  a,  b,  <?,  d  sind,  273)  s,  o,  wenn  der  Grund- 
kreis einem  Dreieck  umbeschrieben  ist,  von  dem  e  und  y  ge- 
geben sind,  274)  r,  ä,  a,  275)  r,  a  und  dem  Verhältnis,  in 
welchem  2r  durch  ä  geteilt  wird,  276)  *,  er,  y,  277)  a,  y,  wenn 
die  Grundfläche  einem  Rechteck  mit  den  Seiten  d,  e  umbe- 
schrieben ist, 

278)  r,  q  aus  33,  /22,  *r 

279)  Wie  gross  ist  der  Centriwinkel  eines  Sektors,  der 
durch  Zusammenrollen  den  Mantel  eines  Kegels  mit  dem  Vo- 
lumen SB  und  der  Höhe  h  liefert?  —  280)  Wie  verhalten  sich 
die  Mäntel  und  wie  die  Volumina  zweier  Kegel,  welche  ent- 
stehen, wenn  ein  rechtwinkliges  Dreieck  mit  den  Katheten  a 
und  b  einmal  um  a,  und  das  andre  Mal  um  b  sich  dreht?  — 
281)  Wie  verhalten  sich  die  Volumina  eines  geraden  Kegels, 
dessen  Axenschnitt  ein  gleichseitiges  Dreieck,  und  eines  gera- 


Aufgibeu  28»— 283. 

den  Cylinders,  dessen  Axenschnitt  ein  Quadrat  ist, 
Mantelfläche?  —  282)  Wie  verhalten  sich  die  Vol 
Kegel,  welche  einem  regelmässigen  Tetraeder  um 
schrieben  sind?  —  283)  Aas  einem  geraden  Cyt 
gerader  Kegel,  welcher  mit  ihm  dieselbe  Grundflät 
hat,  herausgeschnitten.  Der  übrig  gebliebene  Kön 
eine  Cylinderfläche,  welche  mit  der  gegebenen 
hat,  halbiert  werden.  Wie  gross  ist  der  Radios 
renden  Fläche,  wenn  der  der  gegebenen  r  ist? 
gerader  Kegel,  von  dem  r  and  A  gegeben  sind,  so 
gerade  Cylinderfläche,  welche  dieselbe  Axe  mit  i' 
biert  werden.  Wie  gross  müssen  Radius  und  G 
linderflache  sein?  —  285)  Ueber  einem  Kreise  mit  i 
sind  zwei  gerade  Kegel  errichtet,  deren  Spitzen  um 
von  einander  eutfernt  sind  (d  =  h  —  V).  Wie  g 
von  den  Kegelflächen  eingeschlossene  Raum,  un 
sind  die  Seiten  der  Kegel,  wenn  der  Winkel  an  d 
grosseren  Kegels  «  ist?  —  Ueber  einem  Kreise  isi 
Cylinder  und  ein  um  das  Volumen  ir3  kleinerer  g> 
von  derselben  Höhe  errichtet.  Wie  gross  ist  286 
des  Kegels,  wenn  der  Winkel  an  seiner  Spitze  a 
Grundfläche  des  Kegels,  wenn  die  Oberfläche  des 
nach  Entfernung  des  Kegels  übrig  bleibt,  ff2  ist? 
verhält  sich  das  Volumen  eines  geraden  Cylinders 
geraden  Kegels,  wenn  ihre  Mäntel  sich  wie  m2 : 
ihre  Höhen  gleich  sind  und  vom  Kegel  ß  gegeben 
Wie  verbalten  sich  die  Mäntel  eines  geraden  K 
Axenschnitt  ein  gleichseitiges  Dreieck,  und  eines 
linders,  dessen  Axenschnitt  ein  Quadrat  ist,  bei 
lumen?  —  290)  In  ein  dreiseitiges  Prisma,  von  < 
fang  und  Inhalt  der  Grundfläche  und  die  Höhe  i 
ist  ein  Cylinder  beschrieben.  Wie  gross  ist  Gru 
Höhe  eines  geraden  Kegels,  dessen  Axenschnitt 
seitiges  Dreieck  ist,  und  der  mit  diesem  Cylii 
Volumen  hat?  —  291)  Aus  einem  geraden  Kegel, 
r  und  ß  bekannt  sind,  ist  ein  Kegel  herausgeschi 
Seitenlinien  denen  des  ersten  parallel  sind.  Wie 
Volumen  der  übrig  bleibenden  Schicht,  wenn  die 
die  Dicke  d  hat?  —  292)  Von  der  in  voriger 
schriebenen  Schicht  ist  das  Volumen,  die  Höhe  < 
Kegels,  und  die  Differenz  der  Radien  beider  Ke 
wie  gross  sind  dieße  Radien?  —  293)  Dieselbe  A 


Aufgaben  394—303. 

von  der  Schicht  das  Volumen,  die  Dicke  und  der  WinJ 
gegeben  ist  —  294)  Ein  Kegel  ist  durch  drei  der  Grundl 
parallele  Ebenen  in  vier  gleiche  Teile  geteilt.  Wie  verh 
sich  die  Höhen  dieser  Teile  zu  einander?  —  295)  Die 
Aufgabe,  wenn  die  Teile  (von  der  Spitze  angefangen)  siel 
1:3:7:8  verhalten.  —  296)  Ein  Kegelstumpf,  von  dem  r, 
gegeben  sind,  soll  durch  eine  den  Grundflächen  parallele  I 
halbiert  werden.  Wie  gross  ist  die  Fläche  des  halbiert 
Kreises,  und  die  Höhen  der  beiden  Teile?  —  297)  Von  < 
geraden  Kegel  ist  h  und  r  gegeben.  Ein  anderer,  dem  c 
nicht  kongruenter,  gerader  Kegel  hat  mit  ihm  gleiches  Vol 
und  gleiche  Mantelfläche.  Wie  gross  sind  Höhe  und  R 
des  zweiten  Kegels?  —  298)  Von  einem  geraden  Kegel 
von  einem  geraden  Cylinder  h  gegeben.  Wenn  dann  die  Mi 
flachen  beider  Körper  gleich  sind  und  ihre  Volumina  siel 
m3:n3  verhalten,  wie  gross  ist  im  Kegel  a?  —  299) 
Hantel  eines  geraden  Kegels  ist  /2,  der  eines  ihm  einbesi 
benen  geraden  Cylinders  /,2.  Wenn  dann  die  Höhen  b 
Körper  sich  wie  m :  n  verhalten,  wie  gross  ist  im  Kegel 

4.  Die  Kugel. 

Aufgaben.  —  800)  Um  ein  regelmässiges  Tetraedt 
eine  Kugel,  und  in  den  äusseren  Raum  zwischen  der  ' 
fläche  der  letzteren  und  einer  Tetraederfläche  ist  die  gr 
beide  Flächen  berührende  Kugel  beschrieben.  Wie  verbal 
;  der  Radius  dieser  letzteren  Kugel  zum  Radius  der  dem  1 
i  eder  einbeschriebenen?  —  301)  Um  ein  gerades  regelmä! 
j  dreiseitiges  Piisma,  dessen  Seitenflächen  zusammen  gleic' 
'■  Summe  der  Grundflächen  sind,  ist  eine  Kugel  beschri 
Wie  gross  ist  der  Radius  derselben,  wenn  eine  Grund 
des  Prismas  a  ist?  —  302)  In  jeder  Grundfläche  eines  gei 
Cylinders  mit  dem  Radius  r  ist  ein  Durchmesser  so  gez 
dass  die  beiden  durch  diese  Durchmesser  gehenden  Axenscl 
auf  einander  senkrecht  stehen.  Wenn  AB  und  CD  diese  D 
messer  sind,  und  noch  die  Strecke  AG  bekannt  ist,  wie 
ist  der  Radius  der  Kugel,  welche  durch  die  vier  Punkte 
C,  D  geht,  und  wie  gross  ist  die  Oberfläche  des  Tetra 
ABCD?  —  303)  Auf  einer  Ebene  liegen  vier  gleiche  K 
so,  dass  ihre  Mittelpunkte  ein  Quadrat  bilden  und  jede 
der  anderen  berührt.  Eine  fünfte  von  gleicher  Grösse 
so  auf  ihnen,  dass  sie  alle  vier  berührt.    Wie  weit  is 
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Mittelpunkt  der   fünften  von  der  Ebene  ■ 

Radios  jeder  Engel  r  ist?  —  304)  In  ein 

Kante  a  liegen  zwei  Kugeln,  deren  Radien 

halten,  so,  dass  jede  die  andere  und  dre 

rührt.    Wie  gross  sind  die  Radien  der  Ku 

Halbkugel  und  ein  gerader  Kegel,  dessen  Hö 

ist  als  der  Radius  r  der  ersteren,  haben  < 

Grundfläche.    Wie  gross  ist  der  Kreis,  in 

Hantel  schneiden,  und  wie  gross  ist  seir 

Grundfläche?  —  306)  Auf  der  Grundfläche 

gen  vier  gleich  grosse  Kugeln,   von  denen 

nachbarten  und  drei  Würfelflächen  berühr 

die  Radien  der  grössten  nnd  der  kleinsten 

fels  liegenden  Kugel,  welche  die  vier  andern 

307)  Wie  gross  musa  die  Höhe  eines  gen 

mit  den  Radien  r  und  e  sein,  damit  sich 

Kugel  beschreiben  Iässt,  welche  beide  Gn 

l  Mantel  berührt? 

|  308)  Wie  gross  ist  Seitenlinie,  Höhe,  ] 

F.  Volumen  eines  geraden  Kegels,  von  welch 

Ü,  und  welcher  einer  Kugel  vom  Radius  r  ein 

I  309)  Aus  der  Oberfläche  einer  Kugel  ihr  \ 

|  nen.  —  310)  Aus  dem  Volumen  einer  Ku; 

p-  zu  berechnen.  —  311)  Wie  gross  ist  di 

p  Kugel,  deren  Volumen  gleich  der  Summe  d 

\  anderer  Kugeln  von  gegebener  Oberfläche 

t  verhalten  sich  die  Volumina  eines  Kegels,  e 

fr  eines  Cylinders  zu  einander,  wenn  der  Radi 

l  und  die  Höhe  im  Kegel  und  Cylmder  dem 

kugel  gleich  sind?  —  313)  Wie  verhalten 

i  Oberflächen  der  drei  in  voriger  Aufgabe 

f  per?  —  314)  Wie  verhalten  sieb  die  Volur 

flächen  einer  Kugel,  des  ihr  umbeschriebe: 

ders,    und    desjenigen   ihr   unbeschriebene) 

i  dessen  Axenschnitt  ein  gleichseitiges  Dreiec 

'■'  gross  ist  das  Volumen   einer  Kugel,  in  w 

f  kreis,  dessen  Abstand  vom  Mittelpunkte  gl< 

!  fang  u  hat?  —  316)  Eine  Kugel  mit  dem 

einen  geraden  Kegel  verwandelt  werden, 

ein  gleichseitiges  Dreieck  ist.    Wie  gross  • 

>  selben  sein?  —  317)  Welchen  Radius  hat  di 

geraden  Cylinders,  der  mit  einer  Kugel  v( 
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fläche  (/2)  gleiches  Volumen  hat,  und  dessen  Mantel  der  Ober- 
fläche der  Kugel  gleich  ist?  —  318)  Die  Grundfläche  eines 
I  geraden  Cylinders  ist  gleich  einem  grössten  Kreise  einer  Kugel, 
die  Gesamtoberfläche  des  Cylinders  verhält  sich  zur  Kugel- 
fläche wie  m :  n,  wie  verhalten  sich  die  Volumina  beider  Kör- 
per? Für  welchen  Wert  von  m :  n  sind  dieselben  einander 
gleich?  —  319)  Ein  gerader  Kegel,  dessen  Höhe  sich  zum 
Radius  der  Grundfläche  wie  m  :  n  verhält,  hat  mit  einer  Kugel, 
deren  Radius  ?  ist,  gleiches  Volumen.  Wie  gross  ist  im  Kegel 
r  und  ä?  Wie  gross  muss  m:n  sein,  damit  r  =  £  sei?  — 
320)  Durch  eine  Kugel  mit  dem  Radius  r  ist  im  Abstand  a 
vom  Mittelpunkt  eine  Ebene  gelegt,  und  in  jede  der  beiden 
Kugelkappen  die  grösste  Kugel  konstruiert,  welche  die  erste 
Kugel  und  die  Schnittebene  berührt.  Wie  verhält  sich  die 
Summe  der  Volumina  der  inneren  Kugeln  zum  Volumen  der 
gegebenen?  —  321)  Durch  eine  Kugel  ist  ein  ebener  Schnitt 
gelegt,  welcher  den  zu  ihm  senkrechten  Radius  im  Verhältnis 
m:n  teilt.  Ueber  der  Schnittfläche  sind  zwei  gerade  Kegel 
konstruiert,  deren  Spitzen  auf  der  Oberfläche  der  Kugel  liegen. 
Wie  verhält  sich  das  Volumen  des  entstandenen  Doppelkegels 
zum  Volumen  der  Kugel?  —  322)  Um  eine  Kugel  mit  dem 
Radius  r  soll  ein  Kegelstumpf  beschrieben  werden,  dessen 
Volumen  das  m-fache  von  dem  der  Kugel  ist.  Wie  gross  sind 
die  Radien  seiner  Grundflächen  zu  nehmen?  (Specieller  Fall 
w  =  /i.)  —  323)  Dieselbe  Aufgabe,  wenn  statt  des  Volumens 
der  Mantel  des  Kegelstumpfes  das  m-fache  von  der  Oberfläche 
der  Kugel  sein  soll.  (Specieller  Fall  ro  =  l.)  —  324)  Wie 
gross  ist  der  Mantel  eines  geraden  Kegels,  von  welchem  ß  ge- 
geben ist,  und  dessen  Volumen  gleich  dem  einer  Kugel  mit 
dem  Radius  q  ist.  —  325)  In  eine  Kugel,  deren  Volumen  83 
ist,  ist  ein  regelmässiges  Tetraeder  beschrieben,  in  dieses  eine 
zweite  Kugel,  in  diese  ein  zweites  Tetraeder,  u.  s.  f.  ins  Un- 
endliche. Wie  gross  ist  die  Summe  der  Volumina  aller  Kugeln 
und  die  aller  Tetraeder?  —  326)  Dieselbe  Aufgabe,  wenn  statt 
der  Tetraeder  Würfel  konstruiert  werden.  —  327)  Dieselbe 
Aufgabe,  wenn  regelmässige  Oktaeder  konstruiert  werden.  — 
328)  Wie  gross  ist  der  Winkel  er  an  der  Spitze  einer  Kegel- 
fläche, wenn  die  Volumina  zweier  Kugeln,  welche  der  Kegel- 
ffache so  einbeschrieben  sind,  dass  sie  einander  von  aussen 
berühren,  sich  wie  mz :  n?  verhalten?  —  329)  Um  eine  Kugel 
ist  ein  gerader  Kegel  beschrieben,  dessen  Axenschnitt  ein  gleich- 
seitiges Dreieck  ist.    Wie  verhalten  sich  die  krummen  Ober- 
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flächen  und  die  Volumina  beider  Körper  zu  einander?  —  330) 
In  eine  Kugel  mit  dem  Radius  r  ist  ein  gerader  Kegel  be- 
schrieben, dessen  Grundfläche  der  nÄ  Teil  eines  grössten  Kugel- 
kreises ist  Wie  verhalten  sich  die  Volumina  beider  Körper 
zu  einander?  —  331)  In  eine  Kugel  ist  ein  gerader  Kegel  so 
einbeschrieben,  dass  seine  Höhe  durch  den  Kugelmittelpunkt 
nach  dem  goldenen  Schnitt  geteilt  wird.  Wie  verhalten  sich 
die  Volumina  beider  Körper  zu  einander?  —  332)  Die  Dicke 
einer  Hohlkugel  ist  a,  der  Radius  der  äusseren  Kugelfläche  r; 
wie  gross  ist  der  Radius  einer  Kugel,  welche  mit  der  Hohl- 
kugel gleiches  Volumen  hat?  —  333)  In  eine  Kugel  mit  dem 

Radius  r(=Vö)  ist  ein  gerader  Cylinder  beschrieben,  dessen 
Gesamtoberfläche  halb  so  gross  als  die  Oberfläche  der  Kugel 
ist.    Wie  gross  ist  Radius  und  Höhe  des  Gylinders? 

Wie  gross  ist  das  Volumen  eines  Kugelkegels,  wenn 
gegeben  ist  334)  Höhe  und  Radius  des  zugehörigen  Kegels, 
335)  Kugelradius  und  Winkel  an  der  Spitze  des  Kegels? 

Wie  gross  ist  das  Volumen  einer  Kugelkappe,  wenn 
gegeben  ist  336)  der  Inhalt  ihrer  krummen  Fläche  und  der 
Abstand  ihres  Grundkreises  vom  Kugelmittelpunkt,  337)  ihre 
Höhe  und  die  Oberfläche  der  ganzen  Kugel,  338)  der  Kugel- 
radius, und  die  Bedingung,  dass  die  krumme  Fläche  der  Kappe 
viermal  so  gross  sein  soll  als  die  ebene.  Wie  gross  ist  ferner 
die  Höhe  der  Kugelkappe? 

339)  Wenn  das  Volumen  und  die  Höhe  einer  Kugelkappe 
gegeben  ist,  wie  gross  ist  dann  der  Kugelradius?  —  340)  Um 
ein  regelmässiges  Tetraeder  ist  eine  Kugel  beschrieben.  In 
welchem  Verhältnis  wird  dieselbe  durch  eine  erweiterte  Tetra- 
ederfläche geteilt?  —  341)  Dieselbe  Aufgabe,  wenn  statt  des 
Tetraeders  ein  Würfel  gesetzt  wird.  —  342)  Dieselbe  Aufgabe 
für  das  regelmässige  Oktaeder.  —  343)  In  eine  Kugel  mit  dem 

p  Radius   r(=V2)  ist  ein  Cylinder  konstruiert,  dessen  Axen- 

p  schnitt  ein  Quadrat  ist.    Wie  gross  sind  die  vier  Stücke,  in 

|  welche  die  Kugel  durch  die  Oberfläche  des  Cylinders  geteilt 

|&  wird?  —  344)  Zwei  gleiche  Kugelflächen  schneiden  einander 

&  so,  dass  der  Mittelpunkt  der  einen  auf  der  andern  liegt   ^  ie 

£  gross  ist  der  beiden  Kugeln  gemeinsame  Körper? 

345)  Wie  gross  ist  das  Volumen  einer  Kugelzone,  w(  in 
ihre  Höhe,  der  Kugelradius,  und  der  Abstand  ihres  grosse;  jn 
Grundkreises  vom  Kugelmittelpunkt  gegeben  ist?  —  346)  \  m 
einer  Kugelzone  sind  die  Radien  ihrer  Grundkreise  und  i7  ne 
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Höbe  gegeben.  Wie  gross  ist  ihre  krumme  Oberflät 
ihr  Volumen?  —  347)  Von  einer  Kugelzone  ist  der 
ihres  grösseren  Grundkreises,  ihre  Höhe  und  der  Kug 
gegeben;  wie  gross  ist  ihre  krumme  Oberfläche  und  it 
men?  —  Wenn  die  Erde  als  Kugel  mit  dem  Radius  85E 
betrachtet  wird,  wie  gross  ist  dann  348)  die  Oberflä 
vom  60.  Parallelkreise  begrenzten  kleineren  Kugelkapi 
die  Oberfläche  der  zwischen  dem  50.  und  60.  Parall 
hegenden  Zone?  350)  Wie  hoch  ist  ein  Berg,  den  i 
flachen  Lande  17  Meilen  weit  sieht?  351)  Wie  weit 
Leuchtturm  von  120  Fuss  Höhe  auf  See  sichtbar?  ( 
=  24000  Fuss.  352)  Wie  weit  sind  zwei  Orte  auf  de 
Meridian  von  einander  entfernt,  wenn  die  Sonne  an  dei 
84°  hoch,  an  dem  andern  im  Zenitb  steht? 

353)  Wie  gross  ist  der  Mantel  eines  Kegels,  von  i 
ß  bekannt  ist,  wenn  sein  Volumen  gleich  dem  einer  Ki 
dem  Radius  q  ist?  —  354)  Um  einen  Würfel  mit  de 
fläche  f 2  ist  eine  Kugel  beschrieben.  Wie  gross  ist  il 
men  und  ihre  Oberfläche?  —  355)  In  eine  Kugel  n 
Volumen  33  ist  ein  gerader  Cylinder  mit  der  Mänteln! 
beschrieben.  Wie  groBs  ist  sein  Volumen?  —  356) 
Kugel  mit  der  Oberfläche  f2  ist  ein  gerader  Kegel  b 
ben,  von  welchem  a  gegeben  ist.  Wie  gross  ist  sein 
und  sein  Volumen?  —  357)  In  einen  geraden  Kegel,  v 
chem  SB  und  A  gegeben  sind,  ist  eine  Kugel  beschriebe 
gross  ist  ihr  Volumen  und  ihre  Oberfläche? 

358)  Wieviel  Meilen  misst  ein  Grad  des  Breite: 
unter  53  Vs  Grad  Breite,  wenn  ein  Grad  des  Aequators 
len  lang  ist,  und  die  Erde  als  Kugel  betrachtet  wird. 
Unter  welcher  Breite  misst  ein  Grad  des  Breitenkrei 
Meilen?  —  360)  Wie  gross  ist  das  Volumen  einer  Kuge 
von  einem  auf  ihr  liegenden  Kugeldreieck  die  Flache 
Winkel  gegeben  sind?  —  361)  Wie  gross  ist  die  Fläcl 
Kugeldreiecks,  von  welchem  der  Kugelradius  und  die 
gegeben  sind? 

5.  Rotationskörper. 

Aufgäben.  —  Wie  gross  ist  Oberfläche  und  V< 
des  Körpers,  welcher  entsteht,  wenn  rotiert  362)  ein 
seitiges  Dreieck  mit  der  Seite  a  um  eine  Beiner  Seite 
ein  gleichseitiges  Dreieck  mit  der  Seite  a  um  eine  in  ( 
fernung  d  zu  einer  seiner  Seiten  parallel  gezogene 
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364)  ein  beliebiges  Dreieck  um  eine  ausserhalb  desselben  lie- 
gende Axe,  wobei  zwei  Seiten  des  Dreiecks  und  die  Abstände 
seiner  Ecken  von  der  Axe  gegeben  sind?  —  Wie  gross  ist  das 
Volumen  des  Körpers,  welcher  entsteht,  wenn  rotiert  365)  ein 
regelmässiges  Sechseck  mit  der  Seite  a  um  einen  grossen 
Durchmesser,  366)  dieselbe  Figur  um  einen  kleinen  Durch- 
messer, 367)  ein  Sektor  mit  dem  Radius  r  und  dem  Centri- 
winkel  er  um  einen  zur  Sehne  seines  Bogens  parallelen  Durch- 
*  messer,  368)  in  voriger  Aufgabe  das  Segment  statt  des  zuge- 

hörigen Sektors,  369)  ein  Segment  mit  dem  Radius  r  und  der 
Sehne  a  um  einen  ausserhalb  des  Segments  liegenden  Durch- 
messer, welcher  mit  der  Sehne  den  Winkel  <p  bildet  (specieller 
Fall  q>  =  0),  370)  ein  Dreieck  mit  den  Stocken  a,  ß,  y  um  die 
Seite  a,  371)  ein  Trapez,  dessen  parallele  Seiten  und  Winkel 
gegeben  sind,  um  eine  der  parallelen  Seiten,  372)  ein  Paral- 
lelogramm von  gegebener  Fläche  um  eine  ausserhalb  desselben 
liegende  Axe,  deren  Entfernung  von  seinem  Mittelpunkte  d  ist, 
373)  ein  Dreieck  mit  den  Stücken  a,  6,  y  um  eine  Axe,  die 
in  B  auf  a  senkrecht  steht. 

6.  Vermischte  Aufgaben. 

374)  Wie  gross  ist  das  Volumen  eines  Cylinders,  der  einem 
dreiseitigen  Prisma  umbeschrieben  ist,  wenn  von  dem  letzteren 
das  Volumen  nebst  zwei  Winkeln  der  Grundfläche  gegeben 
ist?  —  375)  Ein  gerader  Cylinder  soll  durch  Wegnahme  einer 
überall  gleich  dicken  Schicht  unter  Beibehaltung  seiner  Höhe 
auf  die  Hälfte  seines  Volumens  reduziert  werden.  Wie  dick 
muss  die  Schicht  sein?  —  376)  Wie  gross  ist  das  Volumen 
und  die  Oberfläche  einer  geraden  quadratischen  Pyramide, 
deren  Kanten  alle  gleich  a  sind,  und  die  in  eine  Kugel  mit 
dem  Radius  r  beschrieben  ist?  —  377)  Von  der  Grundfläche 
eines  geraden  dreiseitigen  Prismas  sind  die  Stücke  a,  /?,  y  ge- 
geben, während  seine  Höhe  gleich  dem  Radius  des  Umkreises 
der  Grundfläche  ist  Wie  gross  ist  der  Mantel  des  dem  Prisma 
einbeschriebenen  Cylinders?  —  378)  Um  eine  Kugel  mit  dm 
|  Radius  q  ist  ein  gerader  Kegel  beschrieben,  dessen  Volui  in 

ff  sich  zu  dem  der  Kugel  wie  p  :  q  verhält.    Wie  gross  ist  c  n 

g  Radius  und  seine  Höhe?  —  379)  In  ein  Tetraeder,  von  v  1- 

chem  alle  Kanten  gegeben  sind,  ist  eine  Kugel  beschrieb  i 
Wie  gross  ist  der  Radius  derselben?  —  380)  Wie  gross  5t 
das  Volumen  eines  Kubooktaeders,  von  welchem  die  Kant  a 
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gegeben  ist?  (S.  A.  62.)  —  381)  Wie  gross  ist  das  Volumen 
eines  regelmässigen  Oktaeders,  welches  einer  Kugel  mit  dem 
Radius  p  umbeschrieben  ist?  —  382)  In  einen  Würfel  ist  ein 
regelmässiges  Tetraeder  so  konstruiert,  dass  ein  Eckpunkt  des 
letzteren  auf  einen  Eckpunkt  des  ersteren  fällt,  und  die  drei 
anderen  Tetraederecken  auf  den  von  der  gegenüberliegenden 
Worfeleeke  ausgehenden  Diagonalen  der  Seiten  liegen.  Wie 
srhalten  sich  die  Volumina  beider  Körper  zu  einander? 

Die  folgenden  Aufgaben  führen  auf  Gleichungen  drit- 
m  Grades: 

383)  Ein  gerader  Kegel,  von  dem  r  und  A  gegeben  ist, 
ill  in  einen  anderen   verwandelt  werden,    welcher   doppelte 
antelfläche  hat    Wie  gross  ist  Radius  und  Höhe  des  neuen 
egels?  —  384)  Wie  gross  ist  die  Höhe  einer  Kugelkappe, 
jnn  ihr  Volumen  und  der  Kugelradius  gegeben  ist?  —  385) 
i  eine  Kugel  mit  dem  Radius  q  soll  ein  Kegel  von  gegebenem 
olumen  beschrieben  werden.    Wie  gross  sind  Radius  und  Höhe 
«jsselben?  —  386)  In  einen  Kegel  soll  ein  Cylinder  von  ge- 
gebenem Volumen  beschrieben  werden.    Wie  gross  sind  Radius 
und  Höhe  desselben?  —  387)  Von  einem  geraden  Kegel  ist 
"antel  und  Volumen  gegeben,  wie  gross  ist  sein  Radius  und 
sine  Höhe?  —  388)  Eine  Kugel  von  gegebener  Oberfläche 
)11  durch  zwei  parallele  Ebenen  in  drei  gleiche  Teile  von 
leichem  Volumen  geteilt  werden.    In  welcher  Entfernung  vom 
Mittelpunkte  müssen  diese  Ebenen  liegen?  —  389)  Eine  Kugel 
>n  gegebenem  Radius  soll  durch  parallele  Ebenen   in  vier 
eile  von   gleichem  Volumen   geteilt  werden.     Welche  Höhe 
aben  die  beiden  entstehenden  Kugelkappen?  —  390)  Ueber 
der  oberen  Grundfläche  eines  geraden  Cylinders  von  gegebener 
Höhe  ist  eine  Halbkugel  konstruiert.     Welches  Volumen  hat 
dieselbe,  wenn  das  Volumen  des  Gesamtkörpers  gegeben  ist? 


._l 


Aufgaben  415-431.  189 

—  (cot  2  a  -  cot  2 b)  =  cot  2 a  .  est  2b  —  cot  2 a  .  cot  2ß.  —  415. 
tga/1.tgff3  =  *inp,:tinp.  —  416.  (j<^3.coJ^3  =  mpa:*n>p,.— 
417.  sin  p .  tin  pt  +  tin  p2  .  tin  p9  =  tmi  .  tin  c.  —  418.  tix*  a . 
#m0./my  =  4.«hW2.«Bp.#i!ipr  —  419.  tg1/i(ß  +  y)  + 
tgih(ß-y)  =  2cot«/2.tml>:tm(b  +  z).   —   420.    tg*tt(ß  +  y) 

-  ig  Vi  (ß  -  y)  =  2  cot  V,  .  m  c :  «t»  (b  +  c). 

Aufgaben.  —  Berechnung  von  Dreiecken.  —  Gegeben:  421) 
0,  b,  a  +  ß,  —  422)  a  +  b,  a  +  ß  y.  —  423)  0  +  &,  C,  y.  — 
424)  o,  ft  ?.  —  425)  a,  b,  ?.  —  426)  a,  /»,  p.  —  427)  a  +  ß,y,  p. 

428)  Von  zwei  Punkten  der  Erdoberfläche  kennt  man 
Länge  und  Breite.  Wie  gross  ist  der  zwischen  ihnen  liegende 
kleinere  Bogen  des  durch  sie  bestimmten  grössten  Kugel- 
kreises? —  429)  Von  drei  Punkten  der  Erdobei  fläche,  die 
nicht  auf  demselben  Diametralkreise  liegen,  kennt  man  Länge 
und  Breite.  Wie  gross  ist  die  Fläche  des  zwischen  ihnen  lie- 
genden Kugeldreiecks? 

430)  Wie  gross  ist  das  Volumen  einer  Säule,  von  welcher 
drei  Kanten  und  die  Winkel,  welche  sie  mit  einander  bilden, 
gegeben  sind?  —  431)  Wie  gross  sind  die  Raumwinkel  eines 
Tetraeders,  von  welchem  drei  von  einer  Ecke  ausgehende 
Kanten  und  die  Winkel,  welche  sie  mit  einander  bilden,  ge- 
geben sind?  —  432)  Wie  gross  sind  die  Seiten  und  Winkel 
einer  Ecke  eines  Tetraeders,  von  welchem  die  sechs  Kanten 
gegeben  sind?  —  433)  Von  einem  schiefen  Kegel  ist  a,  <p,  r 
und  der  Winkel  gegeben,  welchen  der  Neigungsschenkel  einer 
Seitenlinie  mit  dem  nach  dem  Fusspunkte  dieser  Seitenlinie 
gehenden  Radius  des  Grundkreises  badet.  Wie  lang  ist  diese 
Seitenlinie?  —  434)  Von  einem  Kugeldreieck,  dessen  Flache 
'Ab  von  der  Oberfläche  der  Kugel  beträgt,  sind  zwei  Winkel 
nebst  dem  Kugelradius  gegeben.  Wie  gross  sind  die  Seiten 
des  Dreiecks? 
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Berichtigungen. 

8.  Z.  10  v.  u.  lies  Polyeder  statt  Polygon. 


Stereoskopische  Bilder 

regelmässigen  konkaven  Polyeder. 

'Hub  Dl.  Tb.  Hu  (iL) 

Bemerkung.  Die  Betrachtung  dieser  Bildet  erfordert  kein  Stereoskop, 
Ei  genügt,  die  beiden  Bilder  eines  Körpers,  in  20  om.  Entfernung  vom  Auge, 
so  an  betrachten,  da»  die  senkrecht  dazwischen  gehaltene  Hand  jedem  Auge 
nur  eine  der  beiden  Bilder  zu  sehen  gestattet.  Es  gelingt  dann  leicht,  die 
beiden  Bilder  zu  einem  einzigen  zu  vereinigen. 

Taf.  1. 
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Stereoskopische  Bilder 

igiil  massige  "   Stern-Polyeder. 
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